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PROCESO JERARQUICO
ANALITICO:
ANALISIS DE SENSIBILIDAD EN
SU CONSISTENCIA

El Proceso Jerarquico Analitico es un
método que modela un determinado
problema a  traves de la
descomposicion de  sus  partes,
ordenando  sistematicamente  sus
componentes por medio de un analisis
de comparaciones por pares de
atributos, generalmente cualitativos,
para asignarle pesos relativos a sus
componentes, el cual mide Ia
consistencia que tiene el tomador de
decision en la jerarquia alcanzada.

En este trabajo nos enfocaremos a
analizar la sensibilidad del método con
respecto a la consistencia que tiene el
experto o tomador de decision;
tomando en cuenta el aspecto aleatorio
que conlleva la medicion de la
consistencia  del  mismo  para
proporcionar niveles de significancia
de los errores que puede cometer. Para
ello se hara uso de la distribucion

Weibull.

ANALYTICAL HIERARCHY
PROCESS:
SENSIBILITY ANALYSIS IN
CONSISTENCY

The analytical hierarchy process is a
method that models a specific problem
by decomposing its elements into
parts, systematically organizing such

components through a comparative

analysis of its attributes -- often
qualitative -- to assign relative

weights, this process measures the
consistency that the decision maker

exhibits in the achieved hierarchy.

In this work is analyzed the sensitivity
of the method employed by the
decision maker, taking into account
the random  variation of the
consistency measurement, to assign
significance levels to the errors that
might be committed. With this
propose the Weibull distribution will

be used.
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INTRODUCCION

El Proceso Jerdrquico Analitico (PJA) propuesto en 1979 por el investigador Thomas
Lorie Saaty, logré en poco tiempo una gran aceptacion por su facil uso y
entendimiento por el tomador de decisiones. Este método brinda una forma efectiva
para la toma de decisiones en grupo o individualmente, mediante la imposicion de

una disciplina en el proceso de pensamiento grupal o personal.

Las aplicaciones mas importantes del método se relacionan con: la planeacion
estratégica, asignacion de recursos, toma de decisiones en costo - beneficio, fisica,
industria, disefio, quimica, comportamiento en competencias, seleccion de proyectos,
medicina, ecologia, educacion, portafolio de inversion, pronosticos, leyes, ingenieria

de trasporte, mercadotecnia, finanzas (Expert Choice, 2006).

Sin embargo, especialistas en la materia en todo el mundo han hecho duras criticas
en lo referente a la escala que emplea, y a la medicion de la consistencia, entre otras
cosas Donegan et al., (1992); Dodd er al., (1995); Miijgan (2005); Peldez y Lamata
(2003); Aguar6n et al., (2003). En ocasiones los problemas de decision pueden ser
tan complejos que pueden abrumar a los involucrados, ya que, demanda una manera
compleja de pensar. Cuando se abordan problemas dificiles que implican gran
cantidad de factores, las cosas cambian. Por tanto se necesita ver a los problemas de
manera estructurada, a través de una configuracion que refleje la interaccion e
interdependencia de los factores y que permite pensar de manera simple. Esto debe

ser accesible y confiable. Cuando se piense utilizar el método PJA se recomienda

tener especial cuidawm”ﬁ{‘ﬁ'ﬁtdﬂ problematide Hﬁﬁ"é?a"j‘;%fqﬂica y la



asignacion de prioridades. Se sugiere revisar con mds detalle este proceso en Saaty

(1990a, 2001).

La motivacion del presente trabajo es realizar un andlisis de sensibilidad del método
con respecto a la declaracion de consistencia que existe entre la mayoria de los que
estudian el PJA. El desarrollo de este trabajo no intenta desvirtuar al PJA, asi como
tampoco pretende convencer a los usuarios que utilicen otro método, sino orientarlos
en el aspecto aleatorio que conlleva la medicién de la consistencia del mismo y
proporcionarles niveles de significancia de los errores que pueden cometerse al usar
los limites superiores propuestos para el indice de consistencia usado en este trabajo

el cual se compara con el de otros métodos.



DESCRIPCION DEL PROCESO JERARQUICO

ANALITICO

El PJA es un modelo que ejemplifica la manera en que la mente humana
conceptualiza y estructura un problema complejo. La mente humana agrupa una
multitud de :elen.wntos que estan comprendidos en un problema de acuerdo a
propiedades compartidas. Este proceso es repetitivo y forma una estructura bien
definida llamada “jerarquia”. Es decir, un sistema de niveles estratificados, cada uno

compuesto de multiples elementos o factores (Saaty, 1990a).

Se podria definir al PJA como un método que modela un determinado problema a
través de la descomposicion de sus partes, jerarquizando sisteméticamente sus
componentes por medio de un analisis de comparaciones por pares de atributos,
generalmente cualitativos, para asignarle pesos relativos a sus componentes, el cual

mide la consistencia que tiene el tomador de decision en la jerarquia alcanzada.

Uno de los puntos mas interesantes de este método es que al evaluar factores
cualitativos, permite asignar pesos relativos a estos factores, por medio de la
comparaciéon por pares (Saguir, 2005). Respecto a los factores cuantitativos, la

ponderacion es sencilla y trivial.




Otro punto fundamental del PJA es la comparacion por pares (Yi-Chung y Jung-Fa,
2006; Triantaphyllou, 2000), esto se puede utilizar para determinar los pesos
relativos de criterios o de alternativas individuales. La comparacién por pares es
usualmente cuantificada en una escala lineal o una escala de intensidad de nueve
puntos propuesta por Saaty (1990b). Con esta escala lineal, cada frase lingiiistica
indica un valor en un sistema de valores disponibles. Los cuales son {9, 8. 7. 6, 3, 4,
3, 2, 1}, también pueden ser utilizados los inversos de estos nimeros. Estos se
colocan dentro de una matriz reciproca positiva n X n, la cual sigue la regla, si

a, =a, entonces a,=Va,a=#0 (Pelaez y Lamata, 2003), conocida como una

matriz de comparacion por pares, 4, en general se escribe como

Donde a, € {9,8,7,6,5,4,3,2,1}. y a,=1, 1<i, j<n. a,, representa el juicio de la

comparacién del atributo /i con el atributo ;. Ademas, se tiene la relacion

a,=ll/a,.

Que una matriz A sea consistente, significa que sus componentes fueron ordenadas y
jerarquizadas sisteméticamente en orden de importancia y sus comparaciones tienen
una estructura logica. Para que sean mds faciles las comparaciones se deben de
identificar los extremos de dominancia, luego identificar el componente medio y
poner el resto de éstos en las posiciones faltantes. Una vez establecidos, la
comparacién por pares debe ser sumamente logica ya que uno no debe de poner
valores mas bajos con respecto al nivel inmediato superior, porque esto indicaria una
inconsistencia, sélo se deberia de poner el mismo valor que el nivel inmediato

superior o valores menores a este ultimo.



Otra forma de obtener una matriz A consistente, seria suponer que “los juicios” de

medicion sean meramente fisicos, esto es, una asignacion de pesos precisos 0 exactos

Wi, W5 ,...,W, . Entonces, la relacion que existe entre el peso de w, y el juicio de a,

w o . . =
se plasma con —- = a, en donde i, j =1,2,...,n y la matriz A4 tiene entonces la forma:

o
Y

w, W, w,
W, w, w,
A= W, W, W
W o 'H"“ W ”
LW W, w, |

Una vez establecida la matriz sabemos que el eigenvalor de dominancia “ A, " €s

igual al orden de la matriz y todos los demas eigenvalores son cero, lo cual da una

consistencia perfecta, es decir, 4, =n, significa una consistencia 6ptima (Saaty,

mdx

1990a).

Sin embargo, no seria realista que estas relaciones se mantengan en casos generales.
Esto es, generalmente las mediciones no son exactas a través de un juicio por lo que
se deben permitir algunas desviaciones y aceptar que 4 es comunmente inconsistente

cuando A, . €s mayor que #.

max

En este trabajo centraremos la atencion en la consistencia de los casos generales,

entendiendo a ésta como una funciéon del maximo eigenvalor o eigenvalor de

dominancia A4, proveniente de juicios por pares de atributos que inciden en una

LA



respuesta de modo no conocido con precision y, a medida que éste se aleja del valor

del orden de la matriz, la informacion en la matriz sefiala mayor inconsistencia.

La forma propuesta por Saaty para evaluar la consistencia es por medio del indice de
consistencia (/C) el cual determina el grado de inconsistencia que existe en la matriz

A como:

A

el

.
!
I

n-1

Este se contrasta en una razon de consistencia (RC) con un indice aleatorio (I4). Este
[4 en Saaty se determiné a través de la simulacion de matrices aleatorias reciprocas,
siendo 100 las repeticiones para las matrices de ordenes 3x3 hasta 10x10, y 500 para
los 6rdenes 11x11 hasta 15x15. Se tomé como 4 el promedio de los IC de las
repeticiones en cada orden correspondiente, estableciendo estos valores en una tabla
(Saaty, 1990a). Tiempo después, Saaty (2001) establecid nuevos valores a esta tabla.
Por lo anterior, Saaty ha sido criticado (Donegan et al., 1992; Dodd et al., 1995;
Aguar6n et al., 2003; William y Philip, 2006). Donegan et al. (1992) y Dodd et al.
(1995) estiman y proponen una nueva tabla utilizando métodos estadisticos, donde se
consideran los percentiles y sus errores estandar correspondientes a las distribuciones

frecuenciales de los /C de las matrices aleatorias.

La razén de consistencia busca comparar la consistencia del experto contra una
consistencia que sin ser la perfecta (la cual es necesaria porque el experto tiene
errores) sea aceptable, en términos de que la probabilidad de ocurrencia de esa casi

consistencia de una matriz aleatoria sea muy pequefia. Es decir, se permiten errores



del experto en la matriz de informacién pero no mas alld de cierto limite que consiste
en que la probabilidad de que ocurran estos errores en una matriz aleatoria sea muy

pequeria. Ese limite es el 1A.

Saaty (1990a) establece la regla de /C/[4<0.1 para aceptar que una matriz sea
considerada consistente, de otro modo la matriz es decretada inconsistente y debe ser
reconsiderada por los expertos o tomadores de decision. Asi, se establece un
contraste entre la consistencia de los expertos contra el de matrices aleatorias que
representan a tomadores de decision inexpertos (aquellos que llenan la matriz al azar
o0 a matrices aleatorias) y como lo hacen al azar se genera un proceso aleatorio con
resultados (en este caso los IC resultantes de matrices aleatorias) que conforman una
distribucioén de frecuencias. Este proceso aleatorio consecuentemente justifica el
ajustar los resultantes /C de matrices aleatorias a una funcion de densidad de

probabilidad o de otros métodos de inferencia estadistica.

Como se sefialo, Saaty (2001) modifica la regla de decision de la RC en donde
establece que las matrices de orden »=3 no deben superar el valor 0.03, las de orden
n=4 el valor de 0.08 y de n=5 hasta 15 se aplica el 0.1. Diversos autores (Dodd et al.,
1995; Yi-Chung y Jung-Fa, 2006) critican esta regla de decision, ya que Saaty
(1990a: 21) no menciona el fundamento para llegar a esa conclusion. No obstante,

Dodd et al. (1995) proponen un argumento para este valor limite de 0.1 de la RC.

Existen diferentes trabajos donde proponen formas alternas para evaluar la
consistencia del PJA (Dinegan y Dodd, 1991; Dodd et al., 1993; Aguarén ef al.,

2003; William y Philip, 2006; Yi-Chung y JungsFa; 2006).°

AR v
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Asi, las formas alternas muestran que se puede estudiar del proceso aleatorio los

Ymex

2 = .
resultantes /C = ~"* " como lo hace Saaty, usando el promedio de ellos de
n_

muchas matrices aleatorias, se pueden ajustar a una funcion de densidad de

probabilidad o se pueden usar otras formas. En este trabajo se desarrolla la segunda.

Amax ~1 o
n—1

Se podria ajustar, en lugar de /C = a una funcién de densidad con

meix

parametro de localidad y escala (y posiblemente forma) que indique la
transformacion apropiada de localidad y escala, en lugar de n y n-1. respectivamente,
de modo, que tal transformacion del IC tenga una distribucién probabilistica

independiente de # como la han buscado Saaty y otros investigadores.

Para ajustar A se pueden usar varias funciones de densidad. Algunos

mdx
investigadores (Dodd et al., 1995) declaran que la distribucion Iog-norfnal es la mas
apropiada porque aseguran que el IC de Saaty sigue una distribucion de ese tipo (en
una escala de intervalos). Aunque Saaty (1990a); y Dinegan y Dodd (1991) declaran
que utilizan una distribucion uniforme (en la escala ordinaria). La suposicion de una

distribucion uniforme conduce a una reduccion en el [4 estimado. Este aspecto es

objeto de continua investigacion por parte de los especialistas.

Una distribucion que ofrece una gran flexibilidad para variables no negativas con

parametro de localidad, escala y forma es la distribucion Weibull, la cual mostrd

ajustar los A de matrices aleatorias muy favorablemente y por ello fue

mdx

seleccionada en este trabajo.



APLICACION DE LA DISTRIBUCION WEIBULL

La distribuciéon Weibull, que recibe su nombre del investigador fisico sueco que la
desarrollé, Waloddi Weibull en 1939, quien la usd para representar la distribucion de
la resistencia de ruptura de materiales (Jhonson,1970), al considerar la tasa de fallo
variable, siendo utilizada por su gran flexibilidad, al poder ajustarse a una gran
variedad de funciones de confiabilidad de dispositivos o sistemas (Tamborero, 2006).

Se podria considerar como fallo un 4, >n.ya que en esa situacion no se tiene, una

e
consistencia perfecta, sin embargo tomando a n como el limite superior de fallo es
una condicion muy exigente para un experto, aun para el mejor de ellos en un

problema determinado, por lo que un limite practico puede ser n+ x,, de manera
que se declare un fallo cuando A4,, >n+x,, donde x, se escoja de modo que

P(Apux > N+ X,) =0, sl A, representa la variable aleatoria resultante de calcular
el maximo eigenvalor de matrices aleatorias, para un orden determinado y « es un

valor como 0.01, 0.015, 0.05.

Existen diferentes tipos de soluciones analiticas para la estimacién de los parametros

de la distribucion Weibull, aqui se usé la regresion no lineal.

La distribucion Weibull permite estudiar cudl es la distribucion de fallos de un
componente clave de seguridad que pretendemos controlar y que a través del registro
de fallos se observa que éstos varian a lo largo del tiempo y dentro de lo que se

considera tiempo normal de uso. El método no determina cuales son las variables que

9



influyen en la tasa de fallos, tarea que quedard en manos del analista, pero al menos
la distribucion Weibull facilitard la identificacion de aquellos y su consideracion,

aparte de disponer de una herramienta de prediccion de comportamientos.

La tasa de fallos se puede escribir, en tuncion de la confiabilidad, de la siguiente

L]
_dr

forma: A(t) =-- RIU)

Siendo A(r) :.tasa_de fallos; R(t): confiabilidad; ¢: tiempo.

En 1951, Weibull propuso que la expresion empirica mas simple para representar una

54
=ik
gran variedad de datos reales podia ser: J‘/{(r)dr :( £ J
he U

iy \‘ﬁ

J

Por lo que la confiabilidad sera: R(r)=exp —( “ siendo (,: pardmetro

~

J

inicial de localidad; 7 : parametro de escala; [: parametro de forma.

Se ha podido demostrar que gran cantidad de representaciones de confiabilidades
reales pueden ser obtenidas a través de esta ecuacion, que como se mostrara, es de

muy facil aplicacion.

La distribucion de Weibull se representa normalmente por la funcién acumulativa de

_ : [ (-t )-‘ﬁ
distribucion de fallos: F(t) =1-exp ——2 |
L 7 |

)

10



En donde F(¢): Confiabilidad o funcién acumulativa de fallos y la ecuacion (1) sélo

se aplica para valores de (1 —¢;) = 0. Para valores de (1 —;) <0, las funciones de

densidad y las tasas de fallos valen 0. Las constantes que aparecen en la expresion

anterior tienen una interpretacion fisica:

t, es el parametro de posicion o de inicio, define el punto de partida u origen

de la distribucion.
nes el parametro de escala, extension de la unidad en el eje del tiempo.

Cuando (t=ty) = la confiabilidad viene dada por:

|
~
~3

R(t)=exp[-(D*] = 1/e = 1/2.718 = 0.368(36.8%). Entonces, la
constante 7 representa también el tiempo, medido a partir de 7, =0, donde
el 632 % de la poblacion se espera que falle, dado que
F(n+t,)=1-0.368=0.632, cualquiera que sea el valor de £ , ya que,
como se observa su valor no influye en el cdlculo realizado.

[P es el parametro de forma y representa la pendiente de la recta describiendo

el grado de variacion de la tasa de fallos.



METODOLOGIA

Las razones de inferencia estadistica para seleccionar a la funcién de densidad de

probabilidad Weibull son:

2

Es una funcion muy flexible que se puede usar para explicar variables que
colapsan después de cierto punto, como en este trabajo. donde la consistencia

empieza a colapsarse desde el inicio, es decir, a partir de valores mayores que

.

Si A, tiene una distribucion Weibull (a. b, ¢), entonces
b4

—_ Tax | __'E‘ 1

(A | el

a: parametro de localidad (donde inicia la distribucion); b : parametro de escala y,

c¢: pardmetro de forma. Donde Exp(l) es una funcion de densidad de probabilidad

exponencial con parametro uno, es decir totalmente conocido, lograndose con ello un

jC:(

A —a ) T ; ; ;
—L] cuya funcion de densidad es independiente de n.

El pardmetro a, donde inicia la distribucion Weibull, a priori se consideraria que

deberia ser n, el orden de la matriz, porque sabemos que si el eigenvalor mas grande

es n entonces la matriz es consistente y a partir de ahi se inicia un alejamiento de la

misma. No obstante, hay dos razones que invalidan el anterior argumento.



(a)

(b)

La distribucion que se busca, no es la generada por los expertos, quienes
podrian alcanzar la consistencia, en cuyo caso el valor de a=n, y sus
errores (pequefios si son certeros en sus juicios) se alejaran poco del orden
de la matriz n.

de matrices aleatorias, las

La distribucién que se busca es la de los A4

meix
cuales, por obviedad dificilmente alcanzaran la consistencia,
especialmente para matrices de orden grande (en esencia mayores que
cinco) y consecuentemente los errores de consistencia que mostraran

seran mayores, alejandose de n.

Lo anterior se demuestra encontrando la probabilidad de que una matriz reciproca

aleatoria de orden » sea consistente, lo que se hace en seguida.

La idea de consistencia se puede expresar a través de dos proposiciones logicamente

equivalentes:

(a)

El maximo eignvalor de la matriz 4, es igual a ».

Las comparaciones por pares que realicen los expertos usando la escala 9,
8,7,6,5,4,3,2, 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, 1/9 de los n atributos

Ay, A,,....A,, permite una jerarquizacion de ellos, Aitys Aysees Agnys
donde A, es el atributo, de los n, que recibe por parte de los expertos el

mds alto rango y, andlogamente, 4, es el atributo que recibe ¢l j-€simo

mas alto rango por parte de los expertos. De este modo, si la matriz es

consistente, los atributos pueden ordenarse de mayor a menor rango



Apyys Aiayses Ay« dOnde, si el rango asociado a 4, se denota por r;,
entonces 1, 25, 2...27,.
Para el célculo de las probabilidades, se usard la version (b), y se hard contando las

posibilidades que tiene un proceso aleatorio de asignarle valores a las r; de modo
que queden ordenadas. Los valores que pueden tomar las r, en la comparacion por

pares son 1, 2, 3,....9 y, para hacerlo sistemdticamente se asignard un valor a r, s
decir el atributo que resulte con el mayor rango de jerarquia y a partir de €| las

posibilidades que tienen los demads rangos r,

para j =2, de modo que el
ordenamiento final corresponde a uno equivalente al de una matriz consistente. Una
vez contadas las posibilidades de que un proceso aleatorio configure un

ordenamiento como el sefialado y que es equivalente a una matriz consistente, se

dividira este numero de posibilidades entre el numero total de ellas en el proceso.

Lo anterior se logra si se piensa en que el experto antes de realizar las comparaciones
por pares hace un ordenamiento inicial del atributo que le merezca el mayor rango al
que le parezca de menor jerarquia. Esto induce a que en la parte triangular superior
de la matriz de comparaciones, todos los valores sean mayores o iguales a uno. Lo
anterior en un proceso regular puede no ser transparente al experto, pero para el

conteo es totalmente legitimo.

Note que si nn=a (a=12,.9), entonces r, <a. Del mismo modo, si », =5,
entonces r; <b y asi en seguida. Asi debe ser para que, si estas comparaciones

fueran trasladadas a una matriz reciproca, la misma sea consistente.



Para ilustrar el proceso, se hard para n=3. En este caso se tienen los rangos ry, 12 y #3

que deben ser asignados a valores ordenados como se menciono antes.

(1)

(2)

Si 1=1 (es decir, al atributo con el mayor rango se le asigna el valor mas
bajo), los rangos ry y r3, forzosamente deben ser igual a uno porque es la
Gnica forma en que queden ordenadamente. De este modo, solo hay una
posibilidad de que ry, 7 y r; queden ordenados cuando r=1. Observe que
quedadban "dos rangos para asignarles un valor y cero valores (ya no hay
valorcsl menores que uno) para ser asignados a estos rangos, las

R
combinaciones son ‘ J ademas de los cero valores restantes se
\

seleccionaron cero de ellos para ser asignados, es decir se seleccionaron

0
( W valores de los cero valores disponibles.
N

Si r =2 , ahora los dos rangos restantes pueden ser llenados con el mismo
ntmero o con el valor uno. Si se asigna el mismo nimero, significa que del

numero restante de valores, en este caso, uno que es el uno, no se considera

1\ 4
1 2
ninguno, es decir LOJ posibilidades y hay ‘O) posibilidades en los dos
e

rangos restantes para no ser ocupados. Las combinaciones en que esto ocurre

2\ 1
son N (0 , si se ocupa el valor uno en cualesquiera de los dos rangos
/X

2 . .
restantes, este tiene (1 posibilidades para ello y las posibilidades de tomar
\



(1)
este valor uno de un valor restante que se podia usar son | ; E asi las
J

2y (1)
posibilidades totales de que se ocupe el uno son | IJ !U ‘ Note que de las
\ J

il
' J posibilidades de ocupar el uno, en ambas, arriba del lugar que ocupe el

\

uno, sélo se puede tener el valor de dos y debajo de él, el valor de uno. Asi, el

2

/2\ /1\ \ ,-"l\.
total de posibilidades cuando # =2 es 5 ! ‘ + ( J ‘ ; ‘

MY NS ‘-l/ \ N
(3) Si r, =3, solo se pueden colocar el uno y dos en los restantes rangos. Si de

estos dos restantes no se selecciona ninguno y se coloca en los dos rangos

fo 2
— - B 2] o
restantes ninguin valor, las posibilidades son | 0) (O . Si de los dos valores
NSt Ay

restantes se selecciona uno y éste se asigna a uno de los dos rangos restantes

2) (2 (2) (2 L
se tienen ‘ posibilidades. Las = 4 posibilidades serian
Il\ / 1 / ! \ I /
3 3 33
2 3 | 3 donde el valor restante que se coloca, arriba de €l se repite el tres
22 1 1

y debajo de €l se repite el mismo. Si los dos valores restantes se seleccionan y

3\ '

se asignan a los dos rangos restantes hay [,} ?] posibilidades, es decir, la

<) \ =

&

2
tnica posibilidad es 2. En este ultimo caso, es importante notar que los dos
1

valores seleccionados de los dos restantes se ordenan y de ese modo se



4)

asignan a los rangos disponibles. De lo anterior las posibilidades para el caso

ﬂ (2) (2) (2) (2} (2)
n=3son| | | ‘ + | J ‘ + ‘ |,) !
\0) \0/ YIRS, &) N

4

-2
-
e

Si 1, =4, los restantes dos rangos pueden tomar los valores uno, dos y tres. Si

no se selecciona ninguno de los tres restantes, hay posibilidades.

o
Lo

s
———
[ OS]
e

Recuerde, este caso es el que repite el valor de cuatro en los tres rangos. Si se

A

{ 29
selecciona un valor de los tres restantes y se tienen ‘ ‘ posibilidades de

\
(2) (3)
asignarlo en los dos rangos restantes, se tienen, ‘ : ‘ ] |= 6 posibilidades de
i A S
4 4 4 4 4
hacerlo y el arreglo correspondiente seria 1 4 2 4 3 4. Si se
1 1 2 2 3 3

. : B i
seleccionan dos valores de los tres restantes y se tienen L | posibilidades de
|\1—

h

%
; . 3 L
asignarlos en los dos rangos restantes se tienen ‘ [?J posibilidades de

hacerlo. Aqui también tiene que ser considerado que los dos valores que se
toman de los tres restantes se deben ordenar antes de ser asignados a los dos
rangos disponibles para que las asignaciones a ry, r2 y 3 queden ordenadas y,
al trasladar estos valores a una matriz reciproca, por su ordenamiento, la

hagan consistente.

17



P |
2 . 4
Es decir las f?] = 3 posibles selecciones de los tres valores restantes
I.\,_.
(1) ’1\ (2)
serian | _}J B _ |, las cuales se deben ordenar de mayor a menor, es
l\.'_, .) \J

(2) (3) (3 (2)
decir, f [IJ ("J y cada una de ellas tiene | = 1 forma de ser
/ = \ey

\ 2
asignada a los dos rangos restantes, asi todos los arreglos para »; = 4 con

4 4
otros dos valores de los tres restantes son 2 3
1

N

| R

Por altimo. como solo hay dos rangos adicionales a los que se deben asignar
valores, aunque el nimero de valores restantes sea tres, no se pueden
seleccionar mas de dos de ellos. Esta observacion sera pertinente en el resto

de los conteos, es decir, =3, 6, 7, 8, 9.

De modo que para r; = 4 hay

[}

-

e E——ch

[ R W

M
+

posibilidades de ordenamientos que se traducen a una matriz reciproca

consistente.

(5) Para r, = 3 el esquema anterior se repite, de hecho se ha venido repitiendo

3 (4\ (2 (4) (2 (4
desde », = 1. Aqui queda como: { J + | | | + |
1) \1) W2y \2

—

. 2) (8) 2) (8) (2 (&
De continuar hasta r; = 9, quedaria + . ‘ + ‘ 1 :
o) lo) ~ 1) U i) 2

Todo lo anterior se puede resumir como sigue:

18



(2) (0)
r=1 | ‘

'\0/' \0
r =2 (21 {I\J . !(2\ |If \5
] ) |\O/’l ‘0/ i'\lz Il\l/'l

(2) (2) 2) "2} (2} 2
rl :3 L | [ + | ‘ - | o | i 5

0) \0) NYARNY. LS A

_ ('n—l\‘ ‘f’f—l\‘ ”n-q r’z—l] (n-1) |-“f—1‘, -

r = + _ =43,
l l\OJ'\OJ \ 1 kl \q/|\2fl

Se debe recalcar lo siguiente:

a) Note que n-1 = 2 porque se estd en el caso n = 3.

b) Cada término tiene dos factores y cada uno de ellos es una combinatoria que
de un numero (n-1 6 i-1), tome j y este numero j, no puede ir mas alla del

minimo entre n-1 e i-1.

¢) Para este caso (n =3) n-1 =2 es constante, pero /-1 cambia segun el valor que

foma ry.

d) Cuando i<3, i-1<2=n-1 y entonces el minimo es i-1; en los demads

valores el minimo es n-1 = 2.

De las anteriores observaciones, para =i con i = 1,2,...9, las posibilidades de un

ordenamiento que se traduzca a una matriz reciproca consistente es:
Y

m p—1) (i=1
Z( y [ . J conm = min{n-1,i-1} y, el nimero total de posibilidades es,
J=0 o J

i=l j=0

9 m [ _1 ‘_I\
ie. n=3 EZEEL”_ ] F | déndeom = miam=Li=1.
J
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Es facil verificar que la anterior formula es vélida para cualquier n > 3. Para
cualquier valor de n, si r = i, solo se pueden usar /-1 valores restantes en los n-1
rangos disponibles, los j valores que se seleccionan no pueden ser mas que los

restantes (i-1) ni mas de los rangos disponibles (n-1).

Por otro lado, en una matriz reciproca de orden # basta llenar la parte superior de la

P

; ; n-—n nin—1) .
diagonal y se tiene 5 = — .. pesiciones que pueden ser ocupadas
aleatoriamente' por 9, 8, 7, ....2.1.1/1, 1/2, ..., 1/9 (18 posibilidades) por lo que el
nimero total posible de matrices reciprocas construidas al azar es 18""™""*. Observe

que en este caso los elementos de la diagonal principal no tienen porque ser mayor
que uno, ya que se pueden presentar toda clase de inconsistencias producidas por los

expertos en las comparaciones por pares. Asi, la probabilidad de que ocurra al azar

o & (n-1) {:'—l\

>3 (1

IETRVECAN J 7 J J
lgn{\n—ijr'z

una matriz reciproca de orden # totalmente consistente es

donde m = min{n—1,i—1}. En la parte de resultados se presenta dicha

probabilidad.

Una vez establecida la probabilidad de que aparezca una matriz consistente se ajusto
la distribucion Weibull para proponer una tabla en funcion de esta distribucion. Se
utilizd el sistema de SAS (1999) para hacer la simulacion de matrices aleatorias,
primero se generaron 50, 000 matrices reciprocas positivas aleatorias de diferentes
ordenes, desde 4 hasta 15, con valores que oscilan entre 1/9, 1/8, ..., 8, 9. Estos

valores son colocados en la parte triangular superior y su inverso en la parte

o



triangular inferior. Cabe repetir que en la metodologia de Saaty sélo se hicieron
simulaciones con 500 matrices aleatorias y para estimar los valores del 4 se saco el
promedio de los [C de estas (Saaty, 1990a). De acuerdo con diferentes autores,
Dinegan y Dodd, (1991), y Dodd et al. (1995), la evidencia visual muestra que esta
simulacién es pobre para determinar este indice. No obstante existe una distribucion
frecuencial del /C de matrices aleatorias, de las cuales de manera formal se deberia
seleccionar un percentil contra el cual comparar, como lo hace Dodd et al. (1995),
donde este percentil esta ligado al error que se acepta que cometa el experto. Ha sido
del interés de Saaty (1990a) y diferentes investicadores (Dinegan y Dodd, 1991:
Dodd et al., 1995; Aguardn et al., 2003; William y Philip, 2006), encontrar una

transformacion del méaximo eigenvalor A, en funcion de n, por que de este
parametro depende fundamentalmente A, . de modo que el indice de consistencia

final sea lo mas invariante a n. Como ya se ha mencionado, Saaty (1990a) define el

iy /J'md'x —n
(n=1)

ic
Por lo anterior, el trabajo buscd una respuesta formal y planted un nuevo mecanismo
para determinar la consistencia de las matrices. Se decidié modificar la metodologia
propuesta por Saaty (1990a) en los siguientes aspectos: (1) la estimacién de los
valores del indice aleatorio, (2) la transformacion que haga a la distribucion

probabilistica del indice de consistencia final invariante a n.

Asi, los excedentes de A, , de un parametro a. se modelaran con una distribucion

1

Weibull (¢, b, ¢), ie., F(4,,)=1- :xp[( )-"—3:-9\ L (11)
1 b )|



representa  la  funcion de distribucion acumulativa de A donde

mex

a>0, b>0, ¢>0

Para matrices de orden n (desde 4 hasta 15) se trata de estimar los parametros a, b y
¢. Se realizé un proceso iterativo 10 veces y en cada iteracion se simularon 50,000

matrices aleatorias a las que se les calculd el maximo eigenvalor A4, .

Posteriormente, se acomodaron los valores de A de cada una de las 50,000

matrices aleafo_rialg. de menor a mayor, una vez acomodados estos datos se procedio a
sacar la funciéon de distribucién acumulada muestral (FDAM), utilizando los
siguientes valores 0.625/(50000+0.25) para el primer valor, el segundo valor es
0.625/(50000+0.25)+(2-1)*(1/(50000+0.25)), el siguiente valor se calculd -por
0.625/(50000-+0.25)+(3-1)*(1/(50000+0.25)), asi sucesivamente, hasta formar 50,000

nameros.

A continuacion, se estimaron los parametros de la correspondiente distribucion
Weibull, ajustada por regresion no lineal, es decir, la FDAM contra los valores
utilizando la ecuacion (II). Para realizar la estimacion de los percentiles

A

gy 2

criticos para declarar consistente a la matriz se utilizaron los valores de A4,

cercanos a n, y la correspondiente parte de la FDAM, por lo que, para n=3, 6,..., 13
solo se tomaron los primeros 25000 valores y para n=4 solo los primeros 7000. La
razén de usar sélo éstos es que, las probabilidades de que en estos ordenes
(n=3,6,...,15) se encuentre una matriz reciproca aleatoria es extremadamente baja, de
modo que, los valores grandes de en estos casos, es decir, aquellos que se alejan

mucho del orden de la matriz, son muy frecuentes, haciendo la cola derecha de la

22



distribucion muy pesada y afectando las estimaciones de a. b y ¢. Ademas, ¢l interés
son percentiles bajos del 1% y 5%. En el caso de »=4, donde hay una probabilidad.
algo significativa, de encontrar una matriz reciproca aleatoria consistente se usan
solo las 7,000 observaciones mds pequefias para hacer mds precisas las estimaciones

de los percentiles mencionados.

Los valores considerados definitivos para la estimacion de los parametros son el
promedio obtenido de las diez iteraciones mencionadas, los cuales se denotan como

a, bye.

A estos valores se les estimd también su coeficiente de variacion, para medir la

dispersion relativa del conjunto de estimaciones a, b y c¢. Una vez estimados los

valores de a, b y ¢ , correspondientes a las excedencias de 4, de n, se sabe que

(2 £

- i —a i 5 . ; ;

IC = L—’l’ﬁ’};—) se distribuye como una variable exponencial con parametro uno
/

puesto que A, se distribuye (a, b y ¢). El valor de /C representa la propuesta de

max
este trabajo, es decir, ¢l indice que se tomard para declarar la consistencia o
inconsistencia de la matriz y se hard contra el percentil correspondiente de una
distribucion exponencial con pardmetro uno, de modo que la probabilidad de
declararla consistente, cuando de hecho es aleatoria sea « (0.03, 0.01, 0.001), el
nivel de significancia de aceptar como consistente una matriz que en realidad es
aleatoria. Asi, si se desea no aceptar fallos aleatorios por encima de una probabilidad

« y E, representa el percentil asociado al nivel de significancia de tamafio « de la

distribucion exponencial con parametro uno, se declara la matriz como consistente si



Ic < E, . Finalmente, hay que destacar que si IC es mas pequefio que el valor ap,

automaticamente la matriz se declara consistente.

Por otra parte, se propone la estimacion del grado exacto de inconsistencia que tiene
una matriz, esto es, que en vez de decir si la matriz es consistente o no de acuerdo a
lo dicho antes, se propone se estime el resultado verdadero de inconsistencia a través
del nivel de significancia muestral (nsm) que tenga la matriz bajo analisis, el cual se

obtiene con nsm=1-e'“.

También, este numero se puede comparar contra el nivel de significancia (ns)

adoptado y si el primero es menor que el segundo la matriz se declara consistente.
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RESULTADOS

Se presenta a continuacidn las probabilidades de obtener una matriz consistente,

dentro de la simulacion de las matrices reciprocas aleatorias (Cuadro 1).

Cuadro 1. Probabilidad de obtener una matriz consistente en matrices reciprocas aleatorias,

dependiendo del orden de la matriz

Ordendela | Probabilidad | ! Orden dela | Probabilidad |
matriz n i | matriz n . '
3 0.1954733 | |10 | 2.747E-50 |
4 0.000176 11 1.959E-62

5 | 7.3755E-9 12 7.365E-76

6 | 1.496E-14 ' 13 1.469E-90

7 | 1.508E-21 | 14 1.56E-106

8 7.699E-30 | 15 8.89E-124

9 2.018E-39 i

Se observa que en matrices de orden pequefio, como es el caso de »=3, por cada
10,000 matrices reciprocas aleatorias se espera que aparezcan 1,954 matrices
consistentes, en cambio para n=4 se observa que por cada 10,000 matrices reciprocas
aleatorias se espera una sola matriz consistente. Las probabilidades de que ocurra una
matriz consistente en ordenes mayores son muy pequefias como se puede apreciar en

el Cuadro 1; a partir de #=6 es casi insignificante.

Las estimaciones de los parametros a, b y ¢ de las distribuciones Weibull ajustadas a

cada uno de los ordenes de las matrices positivas reciprocas aleatorias, con los que se

2
n



construyen los [C :[().

X

También se muestran los coeficientes de variacion de las diez iteraciones.

—a)/b]’ propuestos, se muestran en el Cuadro 2.

Cuadro 2. Estimaciones de los parametros a, b y ¢ de la distribucion Weibull correspondiente a

cada orden y sus respectivos coeficientes de variacion.

Orden La b a (CV) | bcy) c(CV)

3 3.9944 2.0230 15897 0.0014 0.0047 0.0090 |
SR 46847 17169 0.0046 0.0060 00157]

6] 5.9524] 66796 3.1028 | 0.0125 0.0112 0.0178

7 7351 79130 31108 0.0332 60293 0.0442

3 9.8692 3.0523 43899 0.0238| 0.0279 | 0.0407

9 12,4530 3.1004 45915 05305 0.0299 0.0415

10 5.1854 8.0306 4.6642 00108 | 0.0201 0.0270

¥ [8.0819 7.7889 35572 0.0136 0.0304 0.0393

12| 209387 7.3997 34538 0.0133 0.0356 0.0486

3 23.6235 7.5664 1.4995 0.0144 0.0432 0.0613

14 263032 7.5342 45397 0.0117 0.0406 0.0524

05 39.1017| 73912 14712 0.0001 0.0344 0.0493

Como se menciono, el parametro a no es n. Se observd que dicho parametro se va

alejando de » entre mayor sea el orden de la matriz, y asi la cola derecha cada vez es

mas pesada, o de modo equivalente los A

meix

tienden a alejarse de n, lo que hace

poco probable que exista una matriz aleatoria consistente entre mayor sea su orden,

como se aprecio en el Cuadro 1.



Se observa que para las matrices de orden menor, 4, 5 y 6, las estimaciones de los
parametros b y ¢ de la distribucion Weibull se salen un poco de la tendencia que
tienen los demas valores, esto se debe. a la probabilidad de que aparezcan matrices
consistentes dentro de las aleatorias. en estos casos son mas altas las probabilidades

que en los demas ordenes, aunque para n=6 ya es insignificante.

Por otra parte, se observa que los coeficientes de variacion son bajos en todos los
diferentes ordenes, lo que explica que no existe una dispersion alta de las

estimaciones (ver Cuadro 2),

En la Figura 1 se presenta el comportamiento de los promedios de a, b y ¢, respecto a

su orden.

Figura 1 Comparacion entre los diferentes ordenes y el promedio de a, b y c.

Orden vs Promedio a, by c

Promedioa,byc gg _____ - S "
" - = ] & L] 8
25 - = I L ......__. L] ]

20 SN T 6

15 * = 2 g e
10 | | - o -

53 - - — S

Qo = = s B
4 6 8 10 12

Orden + a ® p c

Se presentan también, en los Cuadros 11 y 12, de la secciéon de Anexos, la

verificacion de los resultados obtenidos aplicando la funcién del /C propuesto. al 5%



y 1%, en una simulacion posterior de 50,000 matrices aleatorias, los cuales son

totalmente consistentes con lo esperando.

Por otra parte, en el Cuadro 3 se presentan para diferentes niveles de significancia

(et ), los percentiles asociados ( £, ).

Cuadro 3. Niveles de significancia y sus percentiles asociados para una exponencial con
2 )
parimetro uno.

(04 Ea
0.001| 0.0010
0.002 | 0.0020
| 0.003 | 0.0030
0.004 | 0.0040
0.005 | 0.0050
0.006 | 0.0060
0.007| 0.0070
0.008 | 0.0080

0.009 | 0.0090

0.01] 0.0101
| 0.02]| 0.0202
| 0.03] 0.0305
0.04 | 0.0408
0.05| 0.0513
0.1] 0.1054
0.2 0.2231|
03] 0.3567]
04| 0.5108]
0.5| 0.6931|

Para ilustrar el /C propuesto se usan varios ejemplos, los cuales pueden ser tan
sencillos como seleccionar matrices reciprocas cualesquiera, como también ejemplos

reales y complejos.

El interior cuadro se puede usar de dos formas. Dado un ns de tamafio « para probar

la consistencia de una matriz se puede obtener E, para compararlo con el /C y

declarar inconsistencia si solo si £, < /C. También, dado el /C se puede localizar



su valor en la columna de los percentiles y en la columna buscar el nivel de

o

significancia el valor del nsm.

Los siguientes ejemplos fueron tomados del articulo de Peralez y Lamata (2003).
Estos autores proponen una forma de estimar el indice de consistencia v lo comparan
con el indice propuesto por Saaty, resaltando que en dicho trabajo no mencionan a
que procesos corresponden estas matrices, solo se enfocan en utilizar los datos de

éstas.

El método propuesto por Perdlez y Lamata (2003) se basa en la formula siguiente

0, s onE3

CI(M,,,) =<det(M,,,), si n=3
1 NT(M,.,)

e CI(T), si n>3

| NT(M,,,) 2.CI(T) ’

JD, si n<3,
NT(M = !

En donde NT(M ) L, si de otra manera
(n—=3)!x 3!

F transitividad

Propone una tabla en base a su /C con diferentes percentil y orden.

Los resultados de los ejemplos mencionados dentro del articulo se presentan a

continuacion y se agregan los de la propuesta de este trabajo.

La medicién de la consistencia se hace en matrices reciprocas 4x4, que aparecen en
los Cuadros 4, 5, 6 y 7. Se muestran las matrices y sus resultados de consistencia de

acuerdo con Saaty y su criterio de RC; la medicién que proponen Perdlez y Lamata



(2003) y la propuesta utilizando la funcion Weibull para los resultados de A de

“max

matrices aleatorias.

Cuadro 4. Ejemplo de consistencia

Av (A2 (A |As | 1 =428 | RC*=[C/[A
j ) I NT(M )
A, | 1.00| 014| 0.14 0.20 | RC*=0.306 | [C** = e ZC}(R]
A, | 7.00] 1.00] 050| 033 N (M) i
2 v . . . Toat) . o
! [ermaads ICr%= [(';imc'{_r . {'El)ffb]L |
[A; [ 7.00] 2.00] 1.00] 0.1 jouszg 044 |
{ |
|
A, | 500 3.00 9.00| 1.00|nsm=0.043 |
|

*Saaty; ** Peralez y Lamata; ***Propuesto

Se observa que esta matriz es inconsistente con respecto a lo propuesto por Saaty, ya
que su RC es mayor a 0.08. Por otra parte, Perdlez y Lamata indican que el valor
estimado tiene una inconsistencia menor al diez por ciento y mayor al cinco por
ciento (Peldez y Lamata, 2003). Desde la propuesta de este trabajo, se encontrd que
el IC propuesto de 0.044<E,,s que es igual a 0.0513, lo que indica que la
inconsistencia encontrada es menor al cinco por ciento. Por otra parte, el nsm de

. 0.043 indica que el 4.3% de matrices aleatorias 4x4 tienen un A de 4.28 o0 menor,

max

la cual, dependiendo de la delicadeza del problema podria ser o no una probabilidad

alta para aceptar que dicha matriz proviene del juicio de expertos.

El caso del Cuadro 5 indica que para Saaty es una matriz inconsistente, para Peralez
y Lamata tiene una inconsistencia menor al 10 porciento y mayor al cinco porciento.
Con nuestra propuesta, se encontré que el /C exhibe un nsm menor al siete porciento.

De los Cuadros 4 y 3, el criterio de evaluacion de Saaty declara inconsistencia en

30



matrices cuya probabilidad de que ocurran aleatoriamente va desde el 4.3% hasta el

6.9% sin considerar la naturaleza del problema como puede hacerlo el nsm.

Cuadro 5 Ejemplo de consistencia

A, Az As Ay | Ao =4.38

|

RC*=0.14

A,| 1.00] 0.20] 0.33] 0.11

Az 500 100 400 0.13 fc‘*=1664
|

A.| 9.00| 800| 9.00| 1.00 nsm=0.069

*Saaty; ** Perdlez y Lamata; ***Propuesto

En el Cuadro 6 se observa que para Saaty es una matriz inconsistente. Para Perdlez y
Lamata esta matriz tiene una inconsistencia menor al cinco porciento y la propuesta

del trabajo lo confirma con un nsm=0.042.

Cuadro 6 Ejemplo de consistencia
Ay A As Aq A .. =4.275

metx

A [ 1.00] 0.33] 0.14] 0.17| prezg 102
[Az| 300| 1.00] 0.50] 0.20| jrsecq 268
As| 7.00 2.00[ 1.00| 0.14| joews=g.043

As| 9.00| 500| 7.00 1.00'1nsm=0.042 |

|

*Saaty; ** Peralez y Lamata; ***Propuesto

Finalmente, en el analisis del Cuadro 7, se observo que para el método propuesto por
Saaty es una matriz consistente con una RC menor a 0.08. Por otra parte, con el
método propuesto por Perdlez y Lamata se tiene una inconsistencia menor al cinco
porciento. En cuanto al /C propuesto muestra una inconsistencia menor al dos

porciento como lo exhibe el valor de nsm=0.019.
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Cuadro 7 Ejemplo de consistencia

A, : A; A, Ay Ay 54167 :
A, | 1.00] 0.33) 0.94] 011| Lowg 061 |
A, | 3.00| 1.00| 050| 020 joucg 741 |
A; | 700 2.00| 1.00] 0.20| joerssgoqg|
A, | 900/ 500/ 500 1.00 nsm=0.019

*Saaty; ** Peralez y Lamata; ***Propuesto

Otro ejemplo tomado para ilustrar el trabajo aparece en un articulo de Ozdemir y
Saaty (2006: 354-359) en donde buscan seleccionar una ruta de tuberia que conduzca
aceite en Suramérica. En donde se debe elegir de tres localidades, para construir
dicha tuberia de aceite, las alternativas son: una ruta al norte de Covenas, otra al
suroeste de Orito y otra al oeste de Bahia. Los tomadores de decision van mas alla de
vicepresidente, ingenieros y gerentes operativos de la compaiia. Distribuyen los
pesos relativos con respecto a los criterios mas importantes (valor neto actual, control
de manejo, socios y medio ambiente) ademas de determinar y ponderar sub-criterios
para la importancia relativa de los criterios. En donde la pregunta a contestar es:
(Cual es mas importante y cuanto mas importante es con respecto a seleccion de la

mejor ruta de tuberia?

Se presentan dos cuadros, uno con una matriz de orden cuatro (Cuadro 8) en donde la
ruta con mayor peso resultante en la evaluacion fue la zona del oeste; el segundo
cuadro es una matriz de orden cinco (Cuadro 9), en este se le afiade un criterio méas a
la evaluacion, para apreciar como influye este ultimo en la decision final y los pesos
asignados. En este caso resultd que la ruta seleccionada fue la del norte. Aqui sélo

enfocaremos la consistencia de la matriz, resaltando que en dicho articulo no se

ad
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estimo la consistencia de la evaluacién. Se tomaron las matrices utilizadas para la

asignacion de la tuberia.

Cuadro 8. Comparacién de criterios para seleccionar la mejor ruta de tuberia

' Valor neto Control de Medio | Vector A =4:202
actual manejo Socios ambiente l prioritario RC=0.076
Valor neto actual | 1.000 . 7.000 7.000 6.000 | 0.680 fO*+%=0.0268
Control de manejo 0.143 | 1.000 1.000 : 3.000 0.129 s 0364
Socios 0.143 i 1.000 | 1.000 | 3.000 0.129
Medio ambiente 0.167 0.333 0.333 1.000- 0.062

RC: Razon de Consistencia (Saaty): /C: Indice de Consistencia Propuesto: nsm: nivel

de’significancia muestral.

Los resultados muestran que es consistente la matriz, de acuerdo a la RC propuesta
por Saaty (2001), ya que es menor al 0.08. Por otra parte, en referencia al /C

propuesto, el cual debe ser comparado con el percentil £ asociado al nivel de

o
significancia « , indica que su nivel de inconsistencia es menor a 5%, ya que, el /C

propuesto < Ej 5 es decir, 0.0268<0.0513 indicando consistencia a este nivel. Si se
considera a = 0.01, se encuentra que 0.0268>0.0101 que es igual a E,,, indicando

que a este nivel de significancia es inconsistente.

Lo anterior es nsm=0.0268 que al ser menor a 0.05, nivel de significancia, indica que
tiene una inconsistencia menor al 5% o que es consistente a ese ns. También, siendo
el nsm = 0.0264 > 0.01, indica que la matriz es inconsistente al 1%. Otra forma de

interpretar €l nsm es que una matriz de orden cuatro con un A . de 4.202 indica

iy
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que el 2.64% de las matrices con este valor o menor en su eigenvector maximo,

pueden ser aleatorias.

Ahora se hace un andlisis de como influye otro factor en la evaluacion (factor de

riesgo no conocido), ;Cémo puede influir en la toma de decision este factor? vy

(Como influye en la decision con respecto al vector prioritario? (Cuadro 9).

Cuadro 9 Comparacion de criterios para seleccionar la mejor ruta de tuberia
|

Valor neto | Control de Medio Otros Vector
| actual manejo Socios ambiente prior
| Valor neto 1.000 | 7.000 7.000 6.000 6.000 | 0.588 |
| actual | | i
Control de 0.143 1.000 1.000 | 3.000 0.333]  0.084]
manejo |
0.143 1.000 1.000 3.000 0200  0.079| “max =3-477
Socios ! RC=0.107
Medio 0.167 | 0.333 0.333 1.000 0.333 | 0.049 | fC***=0.00
ambiente | | 32
Otros 0.167 | 3.000 3.000 3.000 1.000 | 0.200 | nsm=0.0032
| i

RC: Razon de Consistencia (Saaty); IC: Indice de consistencia pfopuesto; nsm: nivel

de significancia muestral.

Se observa que la medicién de la consistencia propuesta por Saaty de la matriz

anterior indica que no es consistente, ya que es superior a 0.1. Pero podemos

preguntar ;Qué tan inconsistente es? Con el método propuesto, indica que es

consistente al 1% ya que 0.0032<E,,, esto es, equivalente a que se estd aceptando

un error de inconsistente muy pequefio. De otra manera el nsm=0.0032, es

extremadamente bajo, lo que indica que tiene una inconsistencia menor al 0.5%. Asi,

una matriz de orden cinco que tenga un A, de 5.477 tiene una probabilidad muy

baja de haber sido construida aleatoriamente o, también, si se declara consistente hay

muy pocas posibilidades de que los expertos no estén manifestando una consistencia

en la jerarquizacién de los atributos.




Como ya se menciono, los resultados al incrementar el criterio de riesgo desconocido
cambid la ruta elegida por los expertos de oeste a norte, este resultado es
significativo, ya que, muestra que el método puede ser sensible al aumentar o

disminuir criterios para determinar un objetivo a evaluar.

Otro ejemplo fue tomado del libro de Saaty (1990a) donde cita un articulo de (Saaty
y Khouja, 1976) denominado “Riqueza de naciones a través de su influencia en el
mundo”. Mucha gente ha estudiado este problema y asumen que existen diferentes
tactores que ilnﬂuyen en esta evaluacion, como: recursos humanos, abundancia,
comercio, tecnologia y energia militar. La cultura y la ideologia. o el recurso natural
potencial como el petroleo no son incluidos en el analisis. Para el analisis fueron
tomadas siete naciones, algunas de estas ya no existen en este tiempo. Estas son
EE.UU., Rusia, China, Francia, U.K., Japon, Alemania. Como ya fue mencionado el
interés de este trabajo es analizar el indice de consistencia, por lo que nos

enfocaremos a él (Cuadro 10).

Los resultados muestran que es consistente la matriz con respecto a la RC propuesta
por Saaty (2001), ya que es menor al 0.1. Por otra parte, en referencia al IC
propuesto, el cual debe ser comparado con el percentil £, asociado al nivel de
significancia & , indica que su nivel de inconsistencia es menor a 0.1%, ya que; el /C
propuesto < £, es decir, 6.04737E-07<0.0010, indicando que es consistente. El

resultado del nsm es 6.04737E-07 lo que indica una matriz altamente consistente.

(5]
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Cuadro 10. Riqueza de naciones a traveés de su influencia en el mundo

Cl | C2 [C3 | C4 ] C5] C6 | C7 | Vec. Prio
[c1 | 1 4 |9 I_ 6 | 6 | 5 5 0.427 Lz =7.599
cZ o | 1 [ 735 5] 3 | 8| 020 ——
.

C3 | 011 | 014 | 1 [ 0202|014 | 02 | 0021 r—

| C4 | 017 | 02 5] 1 1| 033 | 033 0.052 6.04737E-07
GO 02 [ 5 [T [ 1T |03 [ 033 | 0057 | msme047376:07 |
C6 | 02 | 035 | 7 | 3 ERREE 'l 0.123

c7| o0z |o25] 5 |3 31 03 1 0.094

RC: Razén de Consistencia (Saaty); /C: Indice de consistencia propuesto; nsm: nivel
de significancia muestral. C1. EE.UU.; C2. RUSIA; C3. CHINA; C4. FRANCIA;

C5. U.K.; C6. JAPON; y C7. ALEMANIA.

Por otra parte, existen muchos ejemplos que se pudieron haber utilizado para explicar
el método propuesto y los métodos ya existentes. Pero se debe de hacer hincapi€ en
la sensibilidad e importancia que tiene el problema, para determinar que tan flexible

uno puede y quiere ser para analizar la consistencia.

Dos comentarios finales de interés son 1) cuando 4,,, sea menor que ap estimada se

X

declara inconsistente autométicamente. 2) Cuando el /C propuesto es demasiado

pequefio observe que el nsm es muy parecido a €l, lo cual se debe a que 1-e™ es
aproximadamente igual que x, cuando x estd muy cerca de cero y entonces

nsm=1-e'C.
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CONCLUSIONES

Este trabajo se centrd en determinar la consistencia de matrices reciprocas aleatorias

para después determinar las probabilidades de ocurrencia de estas dentro del PJA.

El proceso aleatorio puede ser analizado ajustando una funcion de densidad de

probabilidad.

La importancia que tienen las matrices aleatorias dentro del PJA, es que ésta es
comparada con el juicio del experto, esto es, la consistencia del experto es
comparada contra una consistencia que sin ser la perfecta (error del experto) esta
determinada por las matrices aleatorias. Es comparada en términos de que cual seria

la probabilidad de ocurrencia de esa casi consistencia de una matriz aleatoria

Se puede conocer en caso general la probabilidad de que ocurra al azar una matriz

(n=1) (i-1)

reciproca de orden n totalmente consistente, esto es Igw_ljm \ /' dénde

m = min{n-1,i—1}. Estableciendo que es baja la probabilidad de que ocurra una

matriz consistente en matrices aleatorias.

L
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Es poco flexible la forma de medir la consistencia propuesta por Saaty, ya que
establece un limite para cualquier orden de matriz ¢ importancia del problema. En

este trabajo se puede establecer la consistencia exacta de cualquier problema.

Se propone una nueva forma de estimar la consistencia en el PJA, definiendo un IC a
través de la funcion de distribucion Weibull, que permite una transformacion del
méaximo eigenvalor a una distribuciéon con Exp(l). La forma de hacerlo es
aprovechando las propiedades de los pardmetros de localidad, escala y forma de la

Weibull que permiten la transformacion a una distribucion libre de parametros.

No es necesario sacar la razon de consistencia para conocer el grado de consistencia
que tiene una matriz. Solo se necesita conocer el eigenvalor méximo /4 y

mdx

transformarlo al /C con sus tres parametros.

Dependiendo de la delicadeza del problema a evaluar dentro del PJA se determinara
el grado de consistencia deseado o nivel de significancia correspondiente para

aceptar consistencia.



ANEXOS

Cuadro 11 Verificacion al 1% de los resultados obtenidos con 30,000 matrices aleatorias

4 5/ 6| 7| 8 9| 10| 11 12 13| 14| 15
479|484 381 482’536i529!565 580578649540/ 608
1538[474 367490 596582597 604|559 (590 | 595
1505 467 396|451 54 |
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Cuadro 12 Verificacion al 5% de los resultados obtenidos con 50,000 matrices aleatorias

+ 3 6i 7 8 9| 10, 11| 12| 13| 14| 15
2416|2427 |2552|2515(2470(2572|2503 (2580|2516 (2453|2543 | 2461
2428|2503 2549 (2541|2605 | 2538 | 2483 | 2541|2523 2588 (2530 (2665
2483 (2406 [ 2507|2493 12553 |2463 |2630 2492 | 2554|2434 | 2434 | 2601

|2509 2370|2493 2501|2378 |2626|2531|2526 (2531|2582 2573|2438

(24242372 2465 | 2570 2560 | 2522 | 2568 | 2441 | 2563 | 2447 | 2501 | 2448
|

2602|2432 (2590|2483 2553|2501 [2551 (2595|2515 |2543 | 2474|2510

2444|2476 (2583 | 2457|2556 2524|2572 | 2541 2528|2507 | 2438 2518
2452|2426 2548|2491 | 2486 2575|2598 2504 | 2468|2566 | 2546 | 2544
240712401 [ 2492 12435|2496|2504 | 2473|2529 | 2482|2534 | 2456 | 2495
2439125872538 | 2481 (25562602 | 2523 {2474 | 2553 | 2542|2450 (2519
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