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Resumen General 

Evaluación de la subsidencia a partir de un modelo de 
optimización para la gestión del agua subterránea 1 

La sobreexplotación del agua subterránea ocasiona un agotamiento gradual del 
almacenamiento en los acuíferos, por lo que los modelos de gestión del agua 
subterránea son una buena herramienta para conocer la respuesta del sistema a 
las alternativas planteadas y apoyar la toma de decisiones. 

En esta investigación se evalúa la subsidencia a partir de una propuesta 
metodológica que integra un módulo de cálculo de los coeficientes de respuesta; 
un módulo de optimización y cálculo de los abatimientos del acuífero; y un módulo 
para evaluar el efecto transitorio en el acuitardo y el cálculo del hundimiento. 

Inicialmente, se maximizó el caudal de extracción de los pozos de bombeo y se 
determinaron abatimientos menores o iguales a 15 metros en los distintos puntos 
de control. Este abatimiento se consideró como perturbación inicial en la interfase 
acuífero-acuitardo para realizar un análisis transitorio y determinar el efecto en el 
almacenamiento del acuitardo. Esta propuesta analiza un tiempo adimensional y 
aplica una solución analítica para determinar el abatimiento a diferentes 
profundidades del acuitardo. Se determinó que el hundimiento es del orden de 7 
centímetros en los 3 años de análisis. 

Finalmente, se analizaron escenarios para evaluar la subsidencia en un sistema 
multi-acuífero que permitan plantear esquemas de manejo con el apoyo de un 
modelo de optimización para la gestión del agua subterránea; los escenarios 
consideraron esquemas de bombeo integrados con información de los 
volúmenes de extracción del acuífero Chalco-Amecameca. Para el escenario 
óptimo, se determinó un esquema de bombeo que restringe el abatimiento a 10 
metros y maximiza el bombeo a 2.6 millones de metros cúbicos por año en 
promedio, ocasionando hundimientos en el acuitardo del orden 16.6 centímetros 
en el horizonte de planeación. 

Palabras clave: modelo de gestión de agua subterránea; método de la matriz 
de coeficientes de respuesta; optimización; efecto transitorio; subsidencia. 

                                            
1 Tesis de Doctorado en Ingeniería. Posgrado en Ingeniería Agrícola y Uso Integral del Agua. 
Universidad Autónoma Chapingo 
Autor: Juan José Díaz Nigenda. 
Director: Ph. D. Mauricio Carrillo García 
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General Abstract 

Subsidence assessment of from an optimization model for 
groundwater management 2 

The overexploitation of groundwater causes a gradual depletion of storage in 
aquifers, so groundwater management models are a good tool to know the 
response of the system to the proposed alternatives and support decision making. 

In this research, subsidence is evaluated based on a methodological proposal 
that integrates a module for calculating the response coefficients; a module for 
optimization and calculation of aquifer drawdowns; and a module to evaluate the 
transitory effect on the aquitard and the calculation of the sinking. 

Initially, the extraction flow of the pumping wells was maximized and drawdowns 
of less than or equal to 15 meters were determined at the different control points. 
This depletion was considered as an initial disturbance in the aquifer-aquitard 
interface to perform a transient analysis and determine the effect on aquitard 
storage. This proposal analyzes a dimensionless time and applies an analytical 
solution to determine the drawdown at different depths of the aquitard. It was 
determined that the subsidence is of the order of 7 centimeters in the 3 years of 
analysis. 

Finally, scenarios were analyzed to evaluate subsidence in a multi-aquifer system 
which allows proposing management schemes with the support of an optimization 
model for groundwater management; the scenarios considered integrated 
pumping schemes with information on the extraction volumes of the Chalco-
Amecameca aquifer. For the optimal scenario, a pumping scheme was 
determined which restricts drawdown to 10 meters and maximizes pumping to 2.6 
million cubic meters per year on average, causing subsidence in the aquitard of 
the order of 16.6 centimeters in the planning horizon. 

Key words: groundwater management model; response coefficient matrix 
method; optimization; transient effect, subsidence. 

 

                                            
2 Doctoral Thesis in Engineering. Postgraduate in Agricultural Engineering and Integrated Use of 
Water. Universidad Autónoma Chapingo 
Author: Juan José Díaz Nigenda. 
Advisor: Ph. D. Mauricio Carrillo García 



 

1 

1. INTRODUCCIÓN GENERAL 

En diversos países como la India, China y los Estados Unidos, así como de 

México, el agua subterránea es de vital importancia para la agricultura de riego y 

para el abastecimiento a la población. La extracción excesiva donde el agua 

subterránea se renueva lentamente es la causa principal de su agotamiento, y el 

cambio climático tiene el potencial de incrementar el problema en algunas 

regiones. La producción de alimentos en esas regiones solo puede hacerse 

sostenible a largo plazo si los niveles de agua subterránea se estabilizan. Para 

este fin, se requiere una transformación en la forma en que se valoran, 

administran y caracterizan los sistemas de agua subterránea. Los enfoques 

técnicos, como el intercambio de agua, la recarga artificial y el riego eficiente, no 

han logrado equilibrar el balance regional de agua subterránea, por lo que se 

deben implementarse estrategias más integrales que se adapten a los entornos 

sociales, económicos, políticos y ambientales específicos de cada región 

(Aeschbach-Hertig, et al., 2012). 

La gestión de un sistema hidrogeológico ya sea que incluya un acuífero o un 

sistema de acuíferos, es de relevancia para tomar decisiones sobre la cantidad 

de agua que se debe extraer, la ubicación de los pozos para el bombeo y la 

recarga artificial. Para esto, se necesitan instrumentos que proporcionen 

información sobre la respuesta del sistema a las alternativas planteadas y traten 

de pronosticarla ante operaciones planificadas, como el bombeo y la recarga. 

Esta respuesta puede tomar la forma de cambios en los niveles de agua, en la 

calidad del agua o en la subsidencia del terreno (Bear & Verruijt, 1998). 

Antes de plantear la justificación técnica de la presente investigación, se 

analizará el estado actual del agua subterránea en México. 

 

 



 

2 

1.1. SITUACIÓN ACTUAL DEL AGUA SUBTERRÁNEA Y DÉFICIT HÍDRICO 

El agua subterránea es un recurso finito y, en muchas partes del mundo, se está 

convirtiendo en un recurso escaso (Bagheri, et al., 2019). En muchas regiones, 

el abastecimiento de agua para usos industriales, domésticos y agrícolas 

dependen principalmente de las aguas subterráneas (Sun N. Z., 1996). En un 

futuro, el agua subterránea será la principal fuente de suministro de agua y tendrá 

gran relevancia en aquellas regiones donde no se tienen aprovechamientos 

superficiales importantes o de otro tipo para cualquier tipo de desarrollo (Zhao, 

2017). 

En México, el agua subterránea desempeña un papel vital y de creciente 

importancia en el crecimiento socioeconómico del país. El volumen total 

concesionado para usos consuntivos en México es de 88,390 hm³; el 40% de 

este volumen, 35,600 hm³, se extrae de 653 acuíferos, por lo que la importancia 

del agua subterránea se manifiesta en la magnitud del volumen utilizado por los 

principales usuarios, como el agrícola, que concentra el 70% del volumen 

subterráneo. La recarga se estima en 92.40 miles de hectómetros cúbicos 

(Conagua, 2022). 

En el período 2005-2015, el uso de agua agrícola en México tuvo un crecimiento 

del orden de 7.4%, al pasar el volumen de 54,411 a 58,450 hm³. En este mismo 

periodo, las extracciones subterráneas crecieron en un 16.0% y se han 

concentrado en zonas con problemas de sobreexplotación (Díaz-Nigenda, et al., 

2017). 

Los escenarios futuros de la gestión del agua, que consideran tanto el crecimiento 

de la población como el cambio climático, muestran que el agua subterránea se 

utiliza para cubrir la brecha entre la demanda y el abastecimiento anual renovable 

del agua superficial; en este sentido, el diseño de un plan de gestión sostenible 

de las aguas superficiales y subterráneas de manera conjunta en las cuencas, es 

esencial para satisfacer de manera confiable la demanda de agua en estas 

condiciones dinámicas (Castle, et al., 2014).  
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La sobreexplotación de los sistemas hidrogeológicos y los desequilibrios que se 

ocasionan, son un problema ambiental, social y económico en muchas cuencas 

del mundo, incluidas las de nuestro país; se produce cuando la extracción que se 

destina para abastecer a la población y el desarrollo industrial y agrícola excede 

la recarga natural e inducida durante un largo período de tiempo. Si este 

problema no se considera seriamente en la gestión del agua subterránea puede 

provocar efectos adversos como condiciones de bombeo no económicas, 

escasez en el suministro de agua, degradación de la calidad del agua a través 

de la intrusión salina o agua subterránea de mala calidad, disminución y extinción 

de flujo base, afectación a humedales, hundimiento de la tierra y agotamiento 

gradual del almacenamiento de agua subterránea (Bagheri, et al., 2019; Allain, et 

al., 2018; Rupérez-Moreno, et al., 2017; Davidsen, et al., 2016; Sun N. Z., 1996). 

Actualmente, los usos agrícola, ambiental y urbano, y otros más, compiten por el 

agua subterránea, lo que genera una extracción considerable en años secos y 

un abatimiento en los niveles freáticos, lo que a su vez aumenta los costos de 

bombeo y reduce la capacidad de bombeo del agua subterránea (Medellín-

Azuara, et al., 2015; Ward, et al., 2012). 

Para fines de evaluación, manejo y administración de las aguas nacionales del 

subsuelo, en el artículo 3 fracción II de la Ley de Aguas Nacionales3, se define 

que un acuífero es cualquier formación geológica o conjunto de formaciones 

geológicas hidráulicamente conectados entre sí, por las que circulan o se 

almacenan aguas del subsuelo que pueden ser extraídas para su explotación, 

uso o aprovechamiento y cuyos límites laterales y verticales se definen 

convencionalmente; de acuerdo a esta definición, en México se tienen 653 zonas 

administrativas para la gestión del agua subterránea, de las cuales se reportan 

157 sobreexplotadas, en función de la relación extracción/recarga (Conagua, 

2022).  

                                            
3 Ultima reforma publicada en el Diario Oficial de la Federación el 11 de mayo de 2022 y 
consultada en https://www.diputados.gob.mx/LeyesBiblio/index.htm 
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Díaz-Nigenda, et al., (2017) documentó que, en el año 2015, los niveles de 

sobreexplotación del agua subterránea eran cercanos a 6,500 hm³ de agua; las 

zonas administrativas localizadas en el estado de Guanajuato concentraban el 

16.0% de ese volumen. En esta entidad federativa, así como en Ciudad de 

México, Durango, México, Chihuahua, Sonora, San Luis Potosí, Zacatecas, 

Coahuila, Aguascalientes, y otros más tendrían que vigilarse las extracciones 

futuras, los niveles de sobreexplotación y el crecimiento de las actividades 

productivas.  

Actualmente, se señala que existen 274 zonas administrativas con déficit hídrico, 

el cual asciende a 9,600 hm3 (Conagua, 2020); se estima que 24 de estas zonas 

concentran el 51% de este volumen (Cuadro 1); mientras que 42 de las 61 zonas 

administrativas del estado de Chihuahua concentran el 38% del déficit hídrico 

(Cuadro 2). En la Figura 1, se muestra la delimitación de las zonas 

administrativas en nuestro país, así como la distribución de aquellas que 

presentan algún nivel de déficit hídrico. 

 

Figura 1. Delimitación de las zonas administrativas para la gestión del agua 
subterránea y su condición de déficit hídrico (Conagua, 2020) 
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Cuadro 1. Principales zonas administrativas para la gestión del agua subterránea 
con déficit hídrico, cifras en hm3. (Conagua, 2020) 

Id 
Nombre de la zona 

administrativa 
Entidad federativa R Ext DNC 

Déficit 
hídrico 

847 Los Juncos Chihuahua 133.6 831.3 0.1 697.8 

901 Zona Metropolitana de la 
Cd. de México 

Ciudad de México 512.8 1020.
0 

0.0 507.2 

818 Laguna de Santa María Chihuahua 45.2 461.8 3.2 419.8 

814 Laguna de Tarabillas Chihuahua 36.4 323.5 0.0 287.1 

824 Laguna de Hormigas Chihuahua 25.5 294.5 0.0 269.0 

210 Valle de Mexicali Baja california 520.5 776.0 2.5 258.0 

819 Laguna la Vieja Chihuahua 77.1 294.1 0.0 217.0 

832 Jiménez-Camargo Chihuahua 173.3 359.9 5.5 192.1 

1508 Cuautitlán-Pachuca Estado de México 356.7 545.4 0.0 188.7 

831 Meoqui-Delicias Chihuahua 211.2 376.2 0.0 165.0 

804 Buenaventura Chihuahua 66.5 216.8 0.0 150.3 

523 Principal-Región 
Lagunera 

Coahuila 534.1 683.1 0.0 149.0 

803 Baja Babícora Chihuahua 90.6 229.1 0.0 138.5 

2203 Valle de San Juan del 
Río 

Querétaro 191.5 327.8 0.0 136.3 

1120 Pénjamo-Abasolo Guanajuato 225.0 353.2 0.0 128.2 

2605 Caborca Sonora 212.9 333.6 0.0 120.7 

821 Flores Magón-Villa 
Ahumada 

Chihuahua 137.5 256.1 0.0 118.6 

1115 Valle de Celaya Guanajuato 317.1 429.1 3.3 115.3 

1507 Texcoco Estado de México 145.1 245.7 10.4 111.0 

1501 Valle de Toluca Estado de México 336.8 393.5 53.6 110.3 

801 Ascensión Chihuahua 132.2 241.3 0.0 109.1 

823 Conejos-Médanos Chihuahua 18.8 120.9 0.0 102.1 

101 Valle de Aguascalientes Aguascalientes 249.6 347.6 2.4 100.4 

3226 Chupaderos Zacatecas 86.6 186.7 0.0 100.1 

Nota: Se listan únicamente aquellas unidades que presentan un déficit hídrico > 100 hm3 

R = Recarga; Ext = Extracción; DNC = Descarga natural comprometida. 
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Cuadro 2. Niveles de déficit hídrico por entidad federativa, cifras en hm3 
(Conagua, 2020) 

Entidad federativa R Ext DNC Déficit hídrico 

Chihuahua 3,899.7 6,556.9 655.1 3,656.9 

Coahuila 1,960.6 2,000.8 538.0 643.2 

Guanajuato 2,236.6 2,613.5 90.2 618.1 

Sonora 3,279.5 3,208.5 348.8 527.2 

Ciudad de México 512.8 1,020.0 0.0 507.2 

Estado de México 1,643.2 1,419.6 657.2 442.4 

Baja California 951.3 1,288.6 35.9 426.6 

Jalisco 3,411.9 2,632.0 1,059.3 397.9 

Nuevo León 1,179.6 1,249.9 223.8 393.1 

Zacatecas 1,092.5 1,276.4 103.8 380.5 

Durango 961.1 865.5 145.4 305.8 

San Luis Potosí 2,033.2 964.2 1,154.7 288.7 

Querétaro 568.6 702.2 35.3 246.2 

Sinaloa 2,507.3 1,438.9 1,053.3 151.6 

Aguascalientes 326.5 454.8 8.3 136.6 

Michoacán 2,905.4 1,308.0 1,374.7 122.9 

Baja California Sur 459.6 410.9 109.9 81.4 

Veracruz 4,079.9 1,467.2 2,084.5 75.2 

Puebla 1,298.6 986.4 248.3 63.2 

Oaxaca 1,347.2 586.1 534.9 61.2 

Hidalgo 2,122.4 464.2 1,481.4 40.0 

Tamaulipas 998.9 548.3 245.2 33.4 

Nayarit 1,204.9 329.7 801.2 5.9 

Colima 520.1 406.5 100.7 5.0 

Morelos 825.5 385.7 407.6 0.5 

Guerrero 1,672.3 391.4 561.6 0.0 

Nota: Se listan las entidades federativas donde las zonas administrativas presentan algún 
nivel de déficit hídrico; R = Recarga; Ext = Extracción; DNC = Descarga natural 

comprometida. 

 

El desequilibrio entre los recursos hídricos naturales y la demanda de agua ha 

sido causado por la expansión de las áreas de riego (nuevas tierras irrigadas con 

pozos de bombeo ilegales), el crecimiento de los centros urbanos de población, 

el costo subsidiado de la energía y la mala gestión de los derechos de uso del 
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agua. Además, el cambio climático y las frecuentes sequías pueden agravar la 

situación (Rupérez-Moreno, et al., 2017; Ward, et al., 2012). 

Bajo este escenario, la sobreexplotación del agua subterránea ha provocado 

serios problemas en algunas regiones de México, como el avance de la intrusión 

salina, sobre todo en las porciones cercanas a las costas (Costa de Hermosillo); 

asimismo, se han generado zonas administrativas con grandes asentamientos 

diferenciales que afectan a la infraestructura en zonas urbanas (Zona 

Metropolitana de la Ciudad de México, Texcoco, Chalco-Amecameca, Valle de 

Querétaro, entre otros); adicionalmente, se han inducido conflictos entre los 

diferentes sectores usuarios del agua (zona administrativa Principal-Región 

Lagunera), situación que ha requerido, en algunos casos, la cancelación de la 

actividad agropecuaria por resultar no rentable en tales condiciones. En la Figura 

2, se muestran algunas causas y efectos de la sobreexplotación del agua 

subterránea. 

Adicionalmente, el abatimiento gradual de los niveles del agua ha incrementado 

también, los costos de la extracción a través de mayores consumos de energía 

eléctrica, de las maniobras para aumentar inicialmente tramos de columna hasta 

eventualmente llegar al cambio de equipo por otro de mayor potencia e inclusive 

la sustitución de la captación por otra de mayor profundidad. 
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Figura 2. Árbol de causas-efectos de la sobreexplotación del agua subterránea (elaboración propia) 
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Los efectos comentados anteriormente no son perceptibles por lo regular de un 

día para otro, por lo que la definición de tiempos de respuesta en los sistemas 

hidrogeológicos ante perturbaciones es estratégica para evaluar las 

intervenciones a implementar o identificar sus efectos. De acuerdo con 

Bredehoeft y Pinder (1970), se plantea el concepto de tiempo adimensional, 𝑡∗, a 

partir de las características del acuitardo, 

𝑡∗ =
𝐾′𝑡

𝑆𝑠
′𝑏′2

 (1) 

Donde 𝑏′, 𝐾′, y 𝑆𝑠′ son el espesor, la conductividad hidráulica y el 

almacenamiento específico del acuitardo, respectivamente; y, 𝑡, es el tiempo de 

bombeo en el sistema. 

Este tiempo adimensional permite identificar el efecto del almacenamiento en el 

acuitardo dentro de un sistema en dos etapas: 

 Etapa 1, donde el almacenamiento en el acuitardo es importante y se 

extiende hasta que el tiempo adimensional es aproximadamente igual a 

0.1:  

𝑡∗ ≤ 0.1 (2) 

 Etapa 2, cuando el flujo de agua a través del acuitardo se encuentra 

establecido para valores del tiempo adimensional mayores a 0.5, y el 

sistema responde como si no hubiera almacenamiento en el acuitardo: 

𝑡∗ > 0.5 (3) 

Con este análisis, se evaluaría un intervalo de tiempo (horizonte de planeación) 

para analizar los efectos dentro del sistema. 

Muchos sistemas hidrogeológicos que se presentan frecuentemente en la 

naturaleza consisten en varios acuíferos separados por estratos confinantes que, 

en un grado u otro, transmiten agua e interconectan los acuíferos; además, el 

contraste de conductividades hidráulicas entre ellos es de varias órdenes de 
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magnitud (Herrera, 1970; Bredehoeft y Pinder, 1970). Hantush, mencionado por 

Herrera (1970), indicó que estos sistemas multi-acuífero se presentan en varias 

zonas de los Estados Unidos de América, así como en México.  

Figueroa-Miranda et al. (2018) concentró la información de varios autores que 

mencionan la presencia de problemas de subsidencia relacionada con la 

compactación de los estratos en sistemas multi-acuífero en varias ciudades a 

nivel mundial: Beijing, Shanghai, Murcia, Bologna, Tokyo, Las Vegas y la Ciudad 

de México; e indicó que este problema generó pérdidas económicas que 

excedieron los 125 millones de dólares por año; en México este problema afecta 

millones de personas en cerca de 40 ciudades.  

Figueroa et al., también mencionó que las revisiones integrales de la ocurrencia, 

los mecanismos, las técnicas de monitoreo y los enfoques para la evaluación y 

mitigación del hundimiento de la tierra debido a la extracción de agua subterránea 

han ganado relevancia. 

Por tal motivo, se plantean las siguientes preguntas que, en el desarrollo de la 

investigación, serán respondidas:  

1. ¿Por qué es importante estudiar un sistema multi-acuífero en un modelo 

de gestión de agua subterránea?  

2. ¿Cómo relacionar el abatimiento de los niveles de agua en un sistema 

multi-acuífero con las extracciones y los niveles de subsidencias en el 

terreno?  

3. ¿Cómo evaluar los efectos transitorios de la extracción del agua 

subterránea en un sistema multi-acuífero? 
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1.2. HIPÓTESIS 

A partir de las preguntas anteriores, se puede plantear la siguiente hipótesis de 

investigación: 

El hundimiento del terreno es un fenómeno de efecto retardado debido a que la 

consolidación de las formaciones geológicas dependerá de la rapidez o lentitud 

a la que se propague una perturbación en la presión de poro (por disminución de 

la carga hidráulica) desde las partes permeables hacia las menos permeables. 

Este retardo puede ser de años, por lo que este efecto debe ser considerado en 

los esquemas de gestión del agua subterránea 

1.3. OBJETIVOS 

1.3.1. General 

 Plantear una propuesta metodológica computacionalmente eficiente para 

simular el efecto retardado en la consolidación de un acuitardo en un 

sistema multi-acuífero, dentro de un modelo de gestión del agua 

subterránea. 

1.3.2. Específicos 

 Diseñar un modelo de optimización para la gestión del agua subterránea, 

considerando una restricción de abatimiento. 

 Establecer un modelo de simulación del flujo subterráneo con el que se 

determinen y se evalúe la operación óptima del sistema, a través del 

abatimiento y la subsidencia. 

 Evaluar los efectos transitorios de la explotación del agua subterránea en 

un sistema multi-acuífero de funcionamiento similar a los del Valle de 

México.  
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1.4. ORGANIZACIÓN DE LA TESIS 

Este trabajo de investigación está organizado de la siguiente manera: 

 Capítulo 1. En este capítulo, se analiza la situación actual del agua 

subterránea en nuestro país, mencionando los niveles de 

sobreexplotación del agua subterránea y las zonas administrativas con 

niveles de sobreexplotación mayores a 100 hectómetros cúbicos al año. 

El análisis permite el planteamiento de la hipótesis y los objetivos de la 

investigación, que forman parte de la justificación técnica del problema. 

 Capítulo 2. Se presenta la revisión de literatura, principalmente en los 

temas abordados.  

 Capítulo 3. Se hace el planteamiento y la propuesta metodológica para 

identificar y evaluar el efecto transitorio en el almacenamiento de un 

acuitardo dentro de un modelo de gestión del agua subterránea 

 Capítulo 4. Se aplica la metodología propuesta en diferentes escenarios 

para verificar el funcionamiento en un sistema multi-acuífero. 

Esta investigación aportará una metodología que permita evaluar la subsidencia 

a partir de un modelo de optimización para apoyar la gestión del agua 

subterránea en México, principalmente en aquellos sistemas hidrogeológicos 

donde la explotación del agua subterránea se realiza sin ninguna restricción en 

su uso y en zonas de escasez, donde su disponibilidad se encuentra ya 

condicionada por los altos niveles de sobreexplotación; además se analizará un 

marco conceptual para la aplicación de esta herramienta. 

Para tal efecto, se considera un sistema multi-acuifero integrado por un acuífero 

y un acuitardo, por lo que se toma el planteamiento teórico presentado en el Caso 

1 del apartado 2.3.1. 
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2. REVISIÓN DE LITERATURA 

2.1. LOS MODELOS DE GESTIÓN DEL AGUA SUBTERRÁNEA. 

Gorelick (1983) presentó dos grandes categorías para clasificar los modelos de 

gestión del agua subterránea; en la primera, se integran los modelos en los que 

las decisiones de gestión consideran principalmente a la hidráulica del agua 

subterránea mientras que, en la segunda, se engloban modelos que 

inspeccionan la evaluación de políticas, así como la economía de la asignación 

de agua (Figura 3). 

 

Figura 3. Clasificación de los modelos de gestión del agua subterránea 
(adaptado de Gorelick, 1983) 
 

2.1.1. Modelos basados en la hidráulica del agua subterránea. 

Estos modelos de gestión de aguas subterráneas combinan modelos de 

simulación de aguas subterráneas con métodos de optimización (Ahlfeld, 2004) 

a través del planteamiento de restricciones (Gorelick, 1983); utilizan las técnicas 

de la matriz anidada y de la matriz de coeficientes de respuesta para su 

implementación. 

Una de las técnicas más utilizadas para el desarrollo de estos modelos es el 

enfoque de la matriz de coeficientes de respuesta; para determinarlos, se utiliza 

un modelo de simulación de aguas subterráneas para calcular la respuesta 

unitaria que describe la influencia de un estímulo de pulso (como el bombeo 
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durante un período breve) sobre las cargas hidráulicas en puntos de interés a lo 

largo del sistema; admite una superposición espacial para el análisis en estado 

permanente, y una superposición espacial combinada con la superposición 

temporal para el análisis en estado transitorio (Psilovikos, 2006; Gorelick, 1983). 

La mayoría de los modelos de gestión proponen restricciones de tipo volumétrico 

y pocos restringen el abatimiento; por lo regular el abatimiento es determinado a 

partir de la matriz de coeficientes de respuesta (Chang et al., 2011 y 2007, 

Psilovikos, 2006; Steinbrügge, 2005; Maddock, 1972). 

Este método ha sido considerado en muchas investigaciones a lo largo de estos 

últimos 50 años; sin embargo, en muchos de los casos, los coeficientes de 

respuesta son determinados sugiriendo un flujo establecido en el acuífero 

(Maddock, 1972). 

Maddock (1972), generó una función algebraica que permitió un acoplamiento 

explícito del modelo de simulación de aguas subterráneas con un modelo de 

gestión, que buscaba optimizar un objetivo económico (ecuación 4); esta función 

algebraica relacionaba el bombeo estacional (𝑞) en los pozos del sistema con el 

abatimiento (𝑠) en los mismos pozos a través de un coeficiente de respuesta 

𝛽(𝑘, 𝑗, 𝑛 − 𝑖 + 1), que medía el incremento del abatimiento en el k-ésimo pozo en 

el n-ésimo periodo de tiempo debido al bombeo en el j-ésimo pozo durante el i-

ésimo periodo de tiempo. 

Para determinar el conjunto de coeficientes de respuesta, Maddock utilizó 

métodos analíticos, pero sugiere que, en la práctica, estos valores son 

determinados a través de modelos de simulación numérica ya que la forma 

irregular de las fronteras y los parámetros no homogéneos hacen imposible su 

determinación analíticamente. Para este caso particular, el abatimiento no se 

consideró como una restricción, sino como parte de la función objetivo. 
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𝑍 =𝑚𝑖𝑛 {∑∑
𝐶(𝑘, 𝑛)

(1 + 𝑟)𝑛
[∑∑𝛽(𝑘, 𝑗, 𝑛 − 𝑖 + 1)𝑞(𝑗, 𝑖)

10

𝑖=1

+ 𝐿(𝑘)

3

𝑗=1

]

10

𝑛=1

𝑄(𝑘, 𝑛)

3

𝑘=1

} (4) 

 

Donde, 𝐶(𝑘, 𝑛) es el costo de bombeo por acre-pie de agua por pie de abatimiento 

en el periodo de bombeo para el k-ésimo pozo en el n-ésimo periodo; 𝑟 es la tasa 

de interés para llevar los costos a valor presente; 𝐿(𝑘) es el estímulo inicial para 

el k-ésimo pozo. 

Hernandez-Narvaez (1987), sugirió que este método evalúa la respuesta del 

abatimiento del nivel de agua del acuífero ante un bombeo unitario en cada uno 

de los pozos del sistema y desarrolló un modelo de simulación en el Acuífero La 

Calera en Zacatecas, México. Los coeficientes de respuesta, 𝛽(𝑘, 𝑗, 𝑛 − 𝑖 + 1), 

representaron el abatimiento promedio en la celda discretizada asociada al k-

ésimo pozo de observación al final del n-ésimo periodo de bombeo. Contrario a 

Maddock (1972), Hernandez-Narvaez (1987) planteó una función objetivo que 

buscaba maximizar la extracción del agua subterránea del acuífero (ecuaciones 

5 – 8), manteniendo el abatimiento dentro de límites permitidos: 

𝑀𝑎𝑥 𝑄 = {∑∑𝑞(𝑘, 𝑛)

𝑁

𝑛=1

𝑀

𝑘=1

} (5) 

 

𝑞(𝑘, 𝑛) ≤ 𝑄𝑚𝑎𝑥(𝑘)     𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑘 𝑦 𝑛 (6) 

 

∑𝑞(𝑘, 𝑛)

𝑀

𝑘=1

≥ 𝐷(𝑛)     𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑛 (7) 

 

𝑠(𝑘, 𝑛) =∑∑𝛽(𝑘, 𝑗, 𝑛 − 𝑖 + 1)𝑞(𝑗, 𝑖)

𝑁

𝑖=1

≤ |𝑏(𝑘)

𝑀

𝑗=1

 (8) 

Donde, 𝑄 es la suma del bombeo de los M pozos en los N periodos de tiempo; 

𝑞(𝑘, 𝑛) es el bombeo del pozo k durante el periodo n; 𝑄𝑚𝑎𝑥(𝑘) es el bombeo 
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máximo de extracción del pozo k; 𝐷(𝑛) es la demanda de agua requerida en el 

periodo de tiempo n; |𝑏(𝑘) es el abatimiento permitido en el pozo k al final del 

periodo de tiempo n. 

Para calcular los coeficientes de respuesta, 𝛽(𝑘, 𝑗, 𝑛 − 𝑖 + 1), Hernandez-Narvaez 

utilizó un modelo de simulación numérica en diferencias finitas para asignar un 

bombeo unitario al primer pozo de bombeo durante el primer periodo de tiempo 

y cero en los periodos de tiempo restantes; este procedimiento fue repetido al 

resto de los pozos. 

Psilovikos (2006), señaló que estos modelos pueden plantearse para analizar dos 

funciones objetivo, una que minimice los costos de extracción, y otra que 

maximice la extracción de agua subterránea, ambas funciones pueden estar 

sujetas a restricciones de abatimientos, subsidencias y extracciones máximas 

anuales. Todo el modelo de optimización puede ser resuelto a través de los 

métodos de programación lineal, programación entera, programación cuadrática 

o programación no lineal:  

𝑍 = max{∑∑𝑄𝑗
𝑘

𝑁

𝑗=1

𝑇

𝑘=1

} (9) 

 

𝑍 =𝑚𝑖𝑛 {∑∑𝐶𝑗
𝑘𝑄𝑗

𝑘

𝑁

𝑗=1

𝑇

𝑘=1

} (10) 

Donde 𝑁 es el número de pozos de bombeo;  𝑇 son los periodos de tiempo; 𝐶𝑗
𝑘 

es el costo y 𝑄𝑗
𝑘 es el volumen o caudal de bombeo. 

Chang, et al., (2007) realizó un modelo estocástico para la gestión de aguas 

subterráneas considerando explícitamente la subsidencia del terreno; en este 

modelo, para evaluar el abatimiento del nivel de agua subterránea, se utilizó la 

técnica de la matriz de coeficientes de respuesta. En su planteamiento, el modelo 

de gestión permitió maximizar el bombeo total sujeto a las restricciones de 
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abatimiento y subsidencia (ecuaciones 11 – 13), los cuales, no deberían exceder 

de ciertos valores permitidos. 

𝑍 =𝑚𝑎𝑥 {∑∑𝑄(𝑗, 𝑡)

𝑁𝑇

𝑡=1

𝑁𝑃

𝑗=1

} (11) 

 

𝑠(𝑘, 𝑡) ≤ 𝑠∗(𝑘, 𝑡),     𝑡 = 1, … , 𝑁𝑇;      𝑘 = 1, … , 𝑁𝐶 

𝛿(𝑘, 𝑡) ≤ 𝛿∗(𝑘, 𝑡),     𝑡 = 1, … , 𝑁𝑇;      𝑘 = 1, … ,𝑁𝐶 

0 ≤ 𝑄(𝑗, 𝑡) ≤ 𝑄∗(𝑗, 𝑡),     𝑡 = 1,… ,𝑁𝑇;      𝑗 = 1, … , 𝑁𝑃 

(12) 

𝑠(𝑘, 𝑡) =∑∑𝛽(𝑘, 𝑗, 𝑡 − 𝑖 + 1)𝑄(𝑗, 𝑖)

𝑡

𝑖=1

≤ 𝑠∗(𝑘, 𝑡)

𝑁𝑃

𝑗=1

 

      𝑡 = 1,… ,𝑁𝑇;   𝑘 = 1,… ,𝑁𝐶 

(13) 

 

Donde, 𝑁𝑃 es el número de pozos de bombeo; 𝑁𝑇 es el número de periodos de 

tiempo; 𝑁𝐶 es el número de puntos de control; 𝑄(𝑗, 𝑡) es el bombeo del j-ésimo 

pozo durante el t-ésimo periodo de tiempo; 𝑠(𝑘, 𝑡) es el abatimiento en el k-ésimo 

punto de control al final del t-ésimo periodo de tiempo; 𝛿(𝑘, 𝑡) es la subsidencia 

en el k-ésimo punto de control durante el t-ésimo periodo de tiempo; 𝑄∗(𝑗, 𝑡) es el 

bombeo permitido en el j-ésimo pozo durante el t-ésimo periodo de tiempo; 

𝑠∗(𝑘, 𝑡) es el abatimiento permitido en el k-ésimo punto de control al final del t-

ésimo periodo de tiempo; 𝛿∗(𝑘, 𝑡) es la subsidencia permitida en el k-ésimo punto 

de control durante el t-ésimo periodo de tiempo; 𝛽(𝑘, 𝑗, 𝑡 − 𝑖 + 1) es el coeficiente 

de respuesta unitario que representa el abatimiento del k-ésimo punto de control 

al final del t-ésimo periodo de tiempo debido a un bombeo de un volumen unitario 

del j-ésimo pozo durante el i-ésimo periodo de tiempo. 

Chang, et al., (2011), mejoró el modelo realizado en el 2007, al aplicarlo a un 

sistema multi-acuífero formado por 2 acuíferos confinados separados por un 

acuitardo. Para el modelo de gestión, se consideró la técnica de la matriz de los 

coeficientes de respuesta y la ecuación de consolidación unidimensional para 

establecer las restricciones de abatimiento y de subsidencias en el modelo; se 
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plantearon dos funciones objetivo, una para determinar el bombeo máximo 

(ecuaciones 14 – 16) y otra para minimizar el impacto ambiental (ecuaciones 

17 – 20) debido a la extracción del agua subterránea.  

𝑍 =𝑚𝑎𝑥 {∑∑𝑄(𝑗, 𝑡)

𝑁𝑇

𝑡=1

𝑁𝑃

𝑗=1

} (14) 

 

𝛿(𝑘) =∑∑𝛿(𝑙, 𝑘, 𝑡)

𝑁𝑇

𝑡=1

≤ 𝛿∗(𝑘)

𝐿

𝑙=1

     𝑘 = 1,… ,𝑁𝐶 (15) 

0 ≤ 𝑄(𝑗, 𝑡) ≤ 𝑄∗(𝑗, 𝑡),     𝑡 = 1,… ,𝑁𝑇;      𝑗 = 1, … , 𝑁𝑃 (16) 

 

𝑍 = 𝑀𝑖𝑛 {𝑀𝑎𝑥 [𝛿(𝑁𝐶)]} (17) 

𝛿(𝑘) =∑∑𝛿(𝑙, 𝑘, 𝑡)

𝑁𝑇

𝑡=1

≤ 𝛿∗(𝑘)

𝐿

𝑙=1

 (18) 

∑𝑄(𝑗, 𝑡)

𝑁𝑃

𝑗=1

≥ 𝑄𝐷(𝑡) (19) 

0 ≤ 𝑄(𝑗, 𝑡) ≤ 𝑄∗(𝑗, 𝑡) (20) 

En ambos casos, para calcular el abatimiento en el k-ésimo punto de control al 

final del t-ésimo periodo de tiempo, 𝑠(𝑘, 𝑡), se utiliza la ecuación (21): 

𝑠(𝑙, 𝑘, 𝑡) =∑∑𝛽(𝑙, 𝑘, 𝑗, 𝑡 − 𝑖 + 1)𝑄(𝑗, 𝑖)

𝑡

𝑖=1

𝑁𝑃

𝑗=1

     ∀𝑙;  ∀𝑘; ∀𝑡 (21) 

Donde, 𝑁𝑃 es el número de pozos de bombeo; 𝑁𝑇 es el número de periodos de 

tiempo; 𝑁𝐶 es el número de puntos de control; 𝑄(𝑗, 𝑡) es el bombeo del j-ésimo 

pozo durante el t-ésimo periodo de tiempo; 𝑄∗(𝑗, 𝑡) es el bombeo permitido en el 

j-ésimo pozo durante el t-ésimo periodo de tiempo; 𝛿∗(𝑘, 𝑡) es la subsidencia 

permitida en el k-ésimo punto de control de control al final del NT-ésimo periodo 

de tiempo; 𝛿(𝑁𝐶) es un vector de dimensión NC formado por las subsidencias de 

los NC puntos de control; 𝑄𝐷(𝑡) es la demanda de agua subterránea durante el 
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t-ésimo periodo de tiempo; y 𝛽(𝑘, 𝑗, 𝑡 − 𝑖 + 1) es el coeficiente de respuesta 

unitario que representa el abatimiento del k-ésimo punto de control al final del t-

ésimo periodo de tiempo debido a un bombeo de un volumen unitario del j-ésimo 

pozo durante el i-ésimo periodo de tiempo.. 

Con las ecuaciones 17 – 20 se intentó encontrar la estrategia óptima de bombeo 

que minimiza el valor de la subsidencia del suelo mientras la demanda de agua 

subterránea es asegurada. 

Estas investigaciones no consideran el efecto transitorio dentro del acuitardo, 

debido a que el efecto del almacenamiento da como resultado una relación no 

lineal entre la carga hidráulica y el bombeo, por lo que el método de la matriz de 

coeficientes de respuesta no es válido.  

2.1.2. Modelos de evaluación de políticas y distribución del agua 

subterránea. 

Los modelos de evaluación y asignación de políticas de aguas subterráneas son 

valiosos para problemas complejos donde la gestión hídrica no es la única 

preocupación; en estos modelos se inspeccionan los problemas de asignación 

de agua que involucran el objetivo de gestión económica. 

Una de las herramientas que se usa con frecuencia para respaldar la Gestión 

Integrada de los Recursos Hídricos es la modelación hidro-económica (Kragt, 

2013). 

Los modelos hidro-económicos integran, a escala regional, los aspectos 

hidrológicos, de ingeniería, gestión del agua, condiciones ambientales y los 

aspectos socioeconómicos de los sistemas de recursos hídricos dentro de un 

marco de modelación coherente (Harou et al., 2009; Kragt, 2013; Medellín-

Azuara et al., 2009; Darani et al., 2017). La idea es conjuntar los conceptos 

económicos en los modelos de gestión de recursos hídricos (Harou, et al., 2009). 



 

20 

Al combinar los procesos económicos junto con los modelos hidrológicos, se 

logra una perspectiva relevante en la toma de decisiones y en el diseño de 

políticas para la gestión del agua. Si estos modelos se desarrollan y se utilizan 

con la participación de los involucrados en los temas del agua, pueden 

convertirse en una base para la comprensión compartida de los problemas del 

agua, para la gestión negociada y las soluciones óptimas de políticas. Cuando 

los modelos se implementan con técnicas de optimización, los modelos hidro-

económicos integrados también pueden sugerir soluciones innovadoras para que 

sean consideradas por los actores políticos (Harou, et al., 2009). 

Los modelos hidro-económicos pueden variar en enfoque y nivel de complejidad 

según el problema a analizar (Maneta, et al., 2009) y tienen como objetivo 

capturar la complejidad de las interacciones entre el agua y la economía 

(Brouwer, et al., 2008). Estos modelos pueden utilizarse para guiar el diseño y la 

implementación de políticas de gestión en cuencas ubicadas principalmente en 

zonas áridas y semiáridas, donde ya se enfrentan a decisiones difíciles para la 

adaptación al cambio climático. (Kahil, et al., 2016). 

Según Brouwer, et al., (2008), se distinguen tres enfoques principales en los 

modelos: modulares, holísticos y de equilibrio general computable. La clave para 

la modelación hidro-económica integrada es que los sistemas de agua tienen 

funciones económicas y que pueden usarse como una fuente y salida para la 

actividad socioeconómica y, por lo tanto, tienen valor económico. La mayoría de 

los modelos hidro-económicos se basan en un algoritmo de optimización 

económica simple sujeto a procesos detallados del flujo de aguas subterráneas 

y superficiales y su impacto en uno o múltiples sectores económicos. 

La modelación económica de los recursos hídricos ha evolucionado desde que 

la demanda de agua de un uso en particular se analizaba de manera individual, 

generalmente independiente del resto de los usos dentro de la cuenca, y la oferta 

a una escala local, hasta considerar la demanda integrada junto con los recursos 

hídricos superficiales y subterráneos en toda la cuenca. Otros cambios 

importantes son la inclusión de los valores ambientales y las instituciones de 
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gobernanza del agua. Apoyando estos cambios, los modelos hidro-económicos, 

en los últimos 25 años, han avanzado en teoría, diseño de modelos y técnicas 

computacionales, mejorando la capacidad de comprender los efectos de las 

políticas de recursos hídricos (Booker, et al., 2012). 

Existen dos enfoques principales para integrar sistemas económicos e 

hidrológicos: simulación y optimización. En la primera, los modelos hidrológicos 

se utilizan para reproducir el funcionamiento del sistema para diferentes 

escenarios de hidrología y gestión, por lo que es poco probable que el uso de un 

enfoque de simulación encuentre la estrategia de gestión óptima en un espacio 

tan amplio y viable de alternativas. Por lo tanto, los modelos de simulación a 

menudo están vinculados a modelos de optimización que ayudan a buscar 

alternativas eficientes, que pueden verificarse y refinarse posteriormente 

mediante modelos de simulación más detallados (Pulido-Velazquez, 2010). 

Los modelos hidro-económicos típicos se desarrollan como problemas de 

optimización sujetos a una serie de restricciones. Las medidas económicas de 

los beneficios y costos del uso del agua se utilizan en la función objetivo, mientras 

que los factores hidrológicos y de otro tipo generalmente se representan como 

restricciones. Se utilizan restricciones adicionales para representar el entorno 

institucional y, con frecuencia, limitaciones ambientales (Booker, et al., 2012). 

En su artículo de revisión de literatura, Brouwer, et al., 2008, indica que muchos 

de los modelos hidro-económicos se basan en redes detalladas de nodos de 

equilibrio de agua y sustancias en toda la cuenca fluvial, vinculadas a una 

actividad económica a través de una función de demanda. Adicionalmente, 

menciona que estos modelos se pueden emplear en los siguientes temas: 1) 

política y toma de decisiones; 2) escasez y abastecimiento de agua; 3) calidad 

del agua y ecología; 4) avenidas e inundaciones; 5) alternativas para el cambio 

del uso de suelo; 6) uso integrado de agua superficial y subterránea; 7) 

abastecimiento urbano y uso agrícola; y, 8) aspectos institucionales-económicos 

de la gestión integrada del agua. 
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Harou, et al., (2009), hace una revisión y clasificación de los estudios hidro-

económicos tomando en cuenta los siguientes temas: 1) distribución y uso 

intersectorial dentro y fuera de la corriente; 2) abastecimiento de agua, 

infraestructura y expansión de capacidades; 3) uso integrado de agua 

subterránea y superficial; 4) instituciones, mercados de agua y precios; 5) 

resolución de conflictos, gestión transfronteriza y sostenibilidad; 6) gestión para 

el cambio climático y sequías; y, 7) gestión uso de suelo: inundaciones y calidad 

del agua.  

Pulido-Velazquez (2010) menciona que los modelos hidro-económicos son una 

herramienta útil para hacer frente a varios tipos de problemas relacionados con 

los recursos hídricos: i) analizar las políticas de gestión del agua subterránea; ii) 

evaluar los recursos y el costo de oportunidad ambiental en la gestión de aguas 

subterráneas; iii) aplicar técnicas de análisis de sistemas a la gestión de aguas 

subterráneas; y, iv) integrar la economía e hidrología para la gestión de aguas 

subterráneas. 

Aunque los trabajos mencionados se enfocan en temas relevantes, resalta 

Davidsen, et al., (2016), quien analizó un sistema integral considerando tanto 

aguas subterráneas como superficiales y planteó un modelo hidro-económico 

para identificar la estrategia de menor costo para lograr una extracción de agua 

subterránea sostenible, definida como la extracción promedio a largo plazo que 

no excede la recarga. Se definió una función objetivo para minimizar los costos 

totales (ecuaciones 22 y 23) durante el período de planificación, que involucraba 

el costo de manejo inmediato (IC), que surge del suministro de agua y del 

abatimiento, y el costo esperado futuro (EFC), que es la función de valor óptimo 

en t + 1 ponderado por las probabilidades de transición correspondientes. Debido 

a que los costos de bombeo de aguas subterráneas dependen de la carga 

hidráulica, el costo inmediato depende de manera no lineal de las variables de 

decisión.  
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𝐹𝑡
∗(𝑉𝑔𝑤,𝑡, 𝑉𝑠𝑤,𝑡, 𝑄𝑠𝑤,𝑡

𝑘 )

= 𝑚𝑖𝑛 {𝐼𝐶(𝑉𝑔𝑤,𝑡, 𝑉𝑠𝑤,𝑡, 𝑄𝑠𝑤,𝑡
𝑘 )

+∑[𝑝𝑘𝑙𝐹𝑡+1
∗ (𝑉𝑔𝑤,𝑡+1, 𝑉𝑠𝑤,𝑡+1, 𝑄𝑠𝑤,𝑡+1

𝑙 )]

𝐿

𝑙=1

} 

(22) 

 

𝐼𝐶(𝑉𝑔𝑤,𝑡, 𝑉𝑠𝑤,𝑡, 𝑄𝑠𝑤,𝑡
𝑘 )

= ∑(𝐶𝑠𝑤𝑥𝑠𝑤 + 𝐶𝑔𝑤𝑥𝑔𝑤 + 𝐶𝑆𝑁𝑊𝑇𝑃𝑥𝑆𝑁𝑊𝑇𝑃 + 𝐶𝑐𝑡𝑥𝑐𝑡)𝑚,𝑡

𝑀

𝑚=1

− 𝑟𝑠𝑤,𝑡𝑏ℎ𝑝 

(23) 

 

Al contrario del resto de las investigaciones, el abatimiento (∆ℎ) se integró con la 

profundidad al nivel estático (∆ℎ𝑡𝑜𝑝), abatimiento regional de agua subterránea 

(∆ℎ𝑟𝑒𝑔) y el abatimiento local en estado estacionario de Thiem (∆ℎ𝑇ℎ𝑖𝑒𝑚), por lo 

que fue calculado a partir de las ecuaciones 24 – 25, y se consideró en el costo 

de bombeo a partir de la ecuación 26. 

∆ℎ = ∆ℎ𝑡𝑜𝑝 + ∆ℎ𝑟𝑒𝑔 + ∆ℎ𝑇ℎ𝑖𝑒𝑚 

∆ℎ𝑟𝑒𝑔 = (𝑉𝑚𝑎𝑥,𝑔𝑤 −
𝑉𝑔𝑤,𝑡 + 𝑉𝑔𝑤,𝑡+1

2
) 𝑆𝑦

−1𝐴−1 
(24) 

∆ℎ𝑇ℎ𝑖𝑒𝑚 =
𝑥𝑔𝑤

2𝜋𝑇
ln (
𝑟𝑖𝑛
𝑟𝑤
) (25) 

𝐶𝑔𝑤,𝑡𝑥𝑔𝑤,𝑡 = 𝜌𝑔∆ℎ휀
−1𝐶𝑒𝑙𝑥𝑔𝑤,𝑡 (26) 

 

Donde, 𝐹𝑡
∗ es el valor de la función objetivo en el tiempo t; 𝑉𝑔𝑤,𝑡 es el volumen de 

agua almacenado en el acuífero; 𝑉𝑠𝑤,𝑡 es el volumen de agua superficial 

almacenado en las presas; 𝑄𝑠𝑤,𝑡
𝑘  es el escurrimiento en los ríos aguas arriba de 

las presas; 𝑝𝑘𝑙 es una probabilidad de transición desde k a l; 𝐶𝑠𝑤 y 𝑥𝑠𝑤 es el costo 

marginal y el volumen de la extracción de agua superficial; 𝐶𝑔𝑤 y 𝑥𝑔𝑤 es el costo 

marginal y el volumen de extracción de agua subterránea; 𝐶𝑆𝑁𝑊𝑇𝑃 y 𝑥𝑆𝑁𝑊𝑇𝑃 es el 
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costo marginal y el volumen de extracción de agua del canal SNWTP; 𝐶𝑐𝑡 y 𝑥𝑐𝑡 

es el costo marginal y el volumen de extracción de agua de otras fuentes; 𝑟𝑠𝑤,𝑡 y 

𝑏ℎ𝑝 es el volumen de agua y el beneficio marginal de la generación hidroeléctrica; 

𝑀 es el usuario del agua; 𝑆𝑦, 𝐴, 𝑇 es el rendimiento específico, área y 

transmisividad del acuífero 

Es de resaltar que la mayoría de los artículos mencionados, proponen modelos 

de optimización económica no lineal, maximizando los beneficios o minimizando 

costos. 

De la revisión bibliográfica, se identificaron dos trabajos realizados en México por 

el mismo autor, Medellín-Azuara, et al., el primero de ellos, realizado en el 2009, 

se enfocó en proporcionar información sobre una cartera de acciones y proyectos 

(mercados de agua, reutilización de aguas residuales, desalinización de agua de 

mar y expansiones de infraestructura) para el suministro de agua para Baja 

California a través de un análisis integrado de la gestión del agua en la Región; 

mientras que en el segundo, realizado en el 2010, se evaluaron los efectos del 

nivel de agregación al estimar el valor económico del agua en la agricultura en la 

cuenca del Río Bravo bajo cuatro escenarios: cambio tecnológico, cambio 

climático (de cálido a seco), cambios en los precios de los productos agrícolas y 

los costos del agua para la agricultura.  

Las posibilidades de aplicación de estos modelos de gestión en los acuíferos de 

México son muy grandes, y más aún donde la explotación del agua subterránea 

se realiza sin ninguna restricción en el uso del agua y en zonas de escasez, 

donde su disponibilidad se encuentra ya condicionada por los altos niveles de 

sobreexplotación. Escolero-Fuentes, (1993), integró un marco conceptual de la 

modelación aplicada a las aguas subterráneas en México, además identificó, 

analizó y clasificó las metodologías apropiadas para el manejo óptimo de un 

acuífero en México. 

Como puede observarse, ambos tipos de modelos de gestión se sustentan en 

algoritmos de optimización que permiten minimizar costos o maximizar 
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extracciones bajo el cumplimiento de restricciones para alcanzar una función 

objetivo; por lo que la siguiente parte de la revisión de literatura se enfocará en 

un breve análisis sobre los temas de optimización. 

2.2. TEORÍA DE LA OPTIMIZACIÓN 

El desarrollo de este apartado toma como referencia la publicación de Peralta y 

Kalwij, 2012.  

Un enfoque de optimización implica definir matemáticamente el problema a 

resolver, utilizando variables de decisión, variables de estado, función objetivo, 

restricciones y límites. En la Figura 4, se muestran los componentes para definir 

un problema de optimización. 

 

Figura 4. Componentes de un problema de optimización (tomado de Peralta y 
Kalwij, 2012). 

Los problemas de optimización pueden clasificarse como lineales, enteros, 

enteros mixtos, no lineales y enteros mixtos no lineales. La designación de un 

tipo de problema de optimización en particular depende significativamente de la 

linealidad y no linealidad tanto del sistema físico como del problema de gestión. 

En el cuadro 3 se analizan los tipos de problemas de optimización, restricciones 

y si se alcanza la optimalidad.  
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Cuadro 3. Tipos de problemas de optimización y optimalidad alcanzada usando 
optimizadores clásicos (tomado de Peralta y Kalwij, 2012). 

Función objetivo Restricciones 
Problema de 
optimización 

Optimalidad 
alcanzada 

Lineal Lineal Programación lineal 
(LP) 

Global 

Algunas 
cuadráticas 

Lineal Programación 
cuadrática (QP) 

Con frecuencia 
global 

Lineal y entera Lineal y entera Enteros mixtos 
(MIP) 

Algunas veces 
solo local 

Lineal o no lineal No lineal No lineal (NLP) Algunas veces 
solo local 

Lineal. Entera y no 
lineal 

Lineal, entera o no 
lineal 

Enteros mixtos no 
lineal (MINLP) 

Algunas veces 
solo local 

 

2.2.1. Problema de optimización por programación lineal (LP) 

Los problemas de optimización de programación lineal (LP, por sus siglas en 

inglés) solo tienen ecuaciones lineales, en las que las variables existen solo a la 

primera potencia y no hay productos de dos o más variables. Un ejemplo de una 

función objetivo lineal es la suma total del bombeo, el cual suele maximizarse 

para problemas de suministro de agua y minimizarse para problemas 

ambientales o de remediación. El esquema de optimización de programación LP 

típico es el siguiente: 

 Las variables 𝑋1 y 𝑋2 son números reales. 

 Función objetivo lineal: 

𝑍 = max 𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋2 (27) 

 Restricciones lineales: 

𝑐1,1𝑋1 + 𝑐1.2𝑋2 ≤ 5 (28) 

𝑐2,1𝑋1 + 𝑐2.2𝑋2 = 3 (29) 

 Límites: 
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𝑋1 ≥ 𝑏1;  𝑋2 ≤ 𝑏2 (30) 

2.2.2. Problema de optimización por programación cuadrática (QP) 

Los problemas de optimización de programación cuadrática (QP, por sus siglas 

en inglés) tienen todas las ecuaciones lineales, excepto la función objetivo que 

es cuadrática. La función objetivo incluye uno o más términos que tienen una 

variable elevada a la segunda potencia, o un producto de dos variables cada una 

a la primera potencia. Un ejemplo de función objetivo cuadrática es la que calcula 

el costo total del bombeo (si el costo incluye el volumen de bombeo o la tasa 

multiplicada por el nivel dinámico provocado por el bombeo). Normalmente, la 

optimización minimiza este valor. Un esquema de optimización por QP típico es 

el siguiente: 

 Las variables 𝑋1 y 𝑋2 son números reales. 

 Función objetivo cuadrática: 

𝑍 = max 𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋1𝑋2 + 𝑎3𝑋2 (31) 

 Restricciones lineales (como en el modelo lineal). 

 Límites (como en el modelo lineal). 

2.2.3. Problema de optimización por programación entera (IP) 

Los problemas de programación entera (IP, por sus siglas en inglés) involucran 

variables enteras como 0, 1, 2, 3, etc. Los problemas en los que las variables 

enteras deben ser 0 o 1 se denominan enteros binarios o problemas de 

programación 0 - 1. Las variables binarias (0 y 1) se utilizan a menudo para 

indicar que una acción no se realizará o se realizará, respectivamente. Una 

función objetivo binaria puede representar la suma de los productos de los costos 

de instalación de pozos multiplicados por 0 (para un pozo que no se instalará) o 

1 (para un pozo que se instalará). Una función objetivo no binaria incluye el 

número de pozos de cada tipo multiplicado por su respectivo costo. Un esquema 

de optimización IP típico es el siguiente: 
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 Las variables 𝐼1 y 𝐼2 son números enteros no negativos. 

 Función objetivo: 

𝑍 = max 𝑎1𝐼1 + 𝑎2𝐼1 (32) 

 Restricciones: 

𝑐1𝐼1 − 𝑐2𝐼2 < 10 (33) 

 Límites (como en el modelo lineal). 

𝐼1 > 0; 𝐼2 < 5 (34) 

2.2.4. Problema de optimización por programación de enteros mixtos 

(MIP). 

En los problemas de programación de enteros mixtos (MIP, por sus siglas en 

inglés), algunas variables son números enteros y otras son números reales. Una 

función objetivo MIP representa la suma total de los costos de bombeo de agua 

subterránea más los costos de instalación de pozos bombeados. La optimización 

generalmente minimiza esta suma. Un esquema de optimización de MIP típico 

es el siguiente: 

 Las variables incluyen números reales y enteros: 

o 𝐼1 y 𝐼2 son números enteros no negativos. 

o 𝑋1 y 𝑋2 son números reales. 

 Función objetivo: 

𝑍 = min 𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋2 + 𝑎3𝐼1 + 𝑎4𝐼2 (35) 

 Restricciones pueden ser reales, enteras o una mezcla: 

o Como en programación lineal para variables reales. 

o Como en programación entera para variables enteras. 

o Mezcla de variables reales y enteras: 
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𝑐3,1𝑋1 + 𝑐3,3𝐼1 > 12 

𝑐4,2𝑋2 + 𝑐4,4𝐼2 > 8 

(36) 

 Límites: 

o Como en programación lineal para variables reales. 

o Como en programación entera para variables enteras 

2.2.5. Problema de optimización por programación no lineal (NLP). 

Un problema de optimización de programación no lineal (NLP, por sus siglas en 

inglés) tiene, al menos, una restricción no lineal, o una función objetivo de una 

potencia diferente a uno o cuadrática. Un ejemplo de un problema de 

optimización NLP es minimizar el bombeo de extracción necesario para lograr el 

objetivo no lineal de las concentraciones de contaminantes en el agua 

subterránea en un tiempo determinado. Las concentraciones óptimas también 

pueden existir dentro de una función objetivo. Son más no lineales que 

cuadráticas. Un esquema de optimización de NLP típico es el siguiente: 

 Función objetivo: 

o Si solo es lineal o cuadrática, debe haber una restricción no lineal.  

o No lineal. 

𝑍 = Max𝑎1𝑋1
0.33 + 𝑎2𝑋1𝑋2

4 (37) 

 Restricciones: 

o Lineal (opcional).  

o No lineal (función objetivo o al menos una restricción debe ser no 

lineal). 

𝑐1𝑋1𝑋2
2 − 𝑐2𝑋2

3 = 10 (38) 

 Límites (como el modelo lineal).  
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2.2.6. Problema de optimización por programación no lineal de enteros 

mixtos (MINLP). 

Una programación no lineal de enteros mixtos (MINLP, por sus siglas en inglés) 

combina características de MIP y NLP. Comúnmente tiene una función objetivo 

MIP y restricciones no lineales. Un problema de muestra del MINLP es minimizar 

el costo de instalación y operación de pozos para lograr los objetivos de 

remediación de la contaminación del agua subterránea mediante bombeo de 

extracción o bombeo y tratamiento. Las concentraciones de contaminantes en las 

aguas subterráneas son funciones no lineales de la extracción por bombeo. 

2.3. TEORÍA DEL FLUJO DEL AGUA EN ACUÍFEROS SEMICONFINADOS 

(LEAKY THEORY) 

De acuerdo con Bear J. y Cheng A. H. D. (2010), el agua subsuperficial, o agua 

subterránea, es un término que se usa para denotar todas las aguas que se 

encuentran debajo de la superficie del suelo en la zona de saturación. Para el 

aprovechamiento del agua subterránea, las formaciones geológicas se pueden 

clasificar según sus propiedades hidráulicas en acuíferos, acuitardos y 

acuicludos. 

Un acuífero es una formación geológica porosa que permite almacenar y 

transmitir agua en cantidades significativas en relación con otras formaciones 

cercanas. Un acuitardo es una formación geológica semipermeable que transmite 

agua a un ritmo muy bajo en comparación con un acuífero. Finalmente, el 

acuifugo es una formación impermeable, que no contiene ni transmite agua. 

El acuitardo es una capa semipermeable que tiene una conductividad hidráulica 

que es mucho menor que la del acuífero, pero en áreas grandes (horizontales), 

puede permitir el paso de grandes cantidades de agua entre los acuíferos que 

delimita. 

A escala local, desde el punto de vista de la hidráulica de pozos, los sistemas de 

aguas subterráneas se integran por acuíferos separados por acuitardos o 
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acuicludos. Un acuífero que está delimitado en la parte superior e inferior por 

capas impermeables, y está aislado hidráulicamente del resto, se denomina 

acuífero confinado. Un acuífero cuya base es impermeable, pero la parte superior 

está en contacto con la atmósfera, es un acuífero libre o no confinado. Si las 

formaciones delimitantes del acuífero son semipermeables, se puede producir un 

intercambio de agua entre el acuitardo y el acuífero. Este intercambio 

generalmente se conoce como goteo y el sistema acuífero-acuitardo se le 

denomina acuífero semiconfinado. 

A continuación, se realiza el planteamiento teórico del flujo de agua en medios 

semiconfinados a partir de las publicaciones de Cheng A.H.D (2000) y Lezama-

Campos, J. L. (2016). 

2.3.1. Flujo del agua en el acuitardo 

En un acuitardo se supone que el flujo de agua es en dirección vertical, por lo 

que en una ubicación determinada (𝑥, 𝑦), la ecuación gobernante del flujo del 

agua subterránea depende únicamente de la coordenada 𝑧; de esta manera, la 

ecuación de flujo, en un acuitardo homogéneo, se reduce a: 

𝑆𝑠
′ 𝜕ℎ

′

𝜕𝑡
= 𝐾′

𝜕2ℎ′

𝜕𝑧2
 (39) 

Tomando el abatimiento dentro del acuitardo, 𝑠′(𝑧, 𝑡), como la diferencia entre la 

carga hidráulica, ℎ′(𝑧, 𝑡), y la carga hidráulica inicial en el estado en equilibrio, 

ℎ0
′(𝑧): 

𝑠′(𝑧, 𝑡) = ℎ0
′(𝑧) − ℎ′(𝑧, 𝑡) (40) 

Al considerar un estado estacionario, la ecuación (39) se simplifica a: 

𝑑2ℎ0
′

𝑑𝑧2
= 0 (41) 

Una solución de la ecuación (41) está dada por: 
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ℎ0
′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 (42) 

Sustituyendo las ecuaciones (40) y (41) en la ecuación (39) y considerando que 

 𝑆′ = 𝑏′𝑆𝑠
′, 

𝑆′
𝜕𝑠′

𝜕𝑡
= 𝑏′𝐾′

𝜕2𝑠′

𝜕𝑧2
 (43) 

Para resolver la ecuación (43) y determinar los valores del abatimiento en el 

acuitardo hay que definir un conjunto de condiciones de frontera e inicial. De 

acuerdo con la Figura 5, se pueden definir 2 casos de análisis: 

 

Figura 5. Casos de análisis para el flujo del agua en el acuitardo. 

Caso 1. Considerando 2 acuíferos separados por un acuitardo; inicialmente, el 

acuitardo está sin perturbación, 𝑠′ = 0; en un tiempo mayor del inicial, el acuífero 

inferior está sujeto a un abatimiento escalonado en el tiempo con una magnitud, 

𝑠𝑙; el acuífero superior se asume altamente permeable con una cantidad infinita 

de agua, por lo que la carga hidráulica permanece constante en todo el tiempo; 

estas condiciones pueden expresarse de la siguiente manera: 

𝑠′(𝑧, 0) = 0 

𝑠′(0, 𝑡) = 𝑠𝑙 

𝑠′(𝑏′, 𝑡) = 0 

(44) 

La solución de la ecuación (43) considerando las condiciones de frontera e inicial 

de la ecuación (44) es: 
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𝑠′(𝑧, 𝑡)

𝑠𝑙
= 1 −

𝑧

𝑏′
−
2

𝜋
∑

1

𝑚
exp (−

𝑚2𝜋2𝐾′𝑡

𝑆′𝑏′
) sin

𝑚𝜋𝑧

𝑏′

∞

𝑚=1

 (45) 

El flujo de agua desde el acuitardo hacia el acuífero puede ser obtenido con: 

𝑞𝑧
′ (𝑧, 𝑡) = −

𝑠𝑙𝐾
′

𝑏′
[1 + 2 ∑ exp (−

𝑚2𝜋2𝐾′𝑡

𝑆′𝑏′
) cos

𝑚𝜋𝑧

𝑏′

∞

𝑚=1

] (46) 

Caso 2. La parte superior del acuitardo está delimitada por una capa impermeable 

(acuifugo), por lo que las condiciones de frontera e inicial son las siguientes: 

𝜕𝑠′

𝜕𝑧
= 0  𝑐𝑜𝑛 𝑧 = 𝑏′ 

𝑠′(0, 𝑡) = 𝑠𝑙 

𝑠′(𝑧, 0) = 0 

(47) 

La solución de la ecuación (43) sujeta a las condiciones de frontera e inicial de la 

ecuación (47) es: 

𝑠′(𝑧, 𝑡)

𝑠𝑙
= 1 −

4

𝜋
∑

1

2𝑚 − 1
exp (−

(2𝑚 − 1)2𝜋2𝐾′𝑡

4 𝑆′𝑏′
) sin

(2𝑚 − 1)𝜋𝑧

2 𝑏′

∞

𝑚=1

 (48) 

2.3.2. Ecuaciones gobernantes 

Considerando un sistema multi-acuífero formado por un acuífero confinado 

inferior delimitado en su parte superior por un acuitardo y éste a su vez por un 

acuífero libre, tal y como se muestra en la Figura 6; además, se considera que el 

acuífero libre tiene una alta conductividad hidráulica provocando que la carga 

hidráulica se mantenga constante todo el tiempo. Con estos supuestos, la 

ecuación que rige el flujo de agua en el acuífero tomando en cuenta el “goteo” 

del acuitardo, 𝑞𝑙, es la siguiente: 
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𝑆
𝜕𝑠

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑇𝑥

𝜕𝑠

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑇𝑦

𝜕𝑠

𝜕𝑦
) + 𝑞𝑙 (49) 

 

Figura 6. Ejemplo de un sistema multi-acuífero considerando el goteo del 
acuitardo. 

Revisando la misma Figura 6 y considerando el principio de conservación de 

masa, el goteo del acuitardo hacia el acuífero es equivalente al flujo de agua en 

la parte inferior del acuitardo, 𝑧 = 𝑧𝑏, esto es: 

𝑞𝑙 = 𝐾
′
𝜕𝑠′

𝜕𝑧
|
𝑧=𝑧𝑏

 (50) 

Por otra parte, el abatimiento en el acuitardo, 𝑠′, esta regido por la ecuación (43)  

𝑆′
𝜕𝑠′

𝜕𝑡
= 𝑏′𝐾′

𝜕2𝑠′

𝜕𝑧2
 (51) 

Con las siguientes condiciones de frontera e inicial: 

𝑠′ = 0                 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑧 =  𝑧𝑡 

𝑠′ = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑡)    𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑧 =  𝑧𝑏 

(52) 

Donde 𝑠 es el abatimiento definido en la ecuación (49). La primera condición es 

debido a la carga constante en el acuífero superior, mientras que la segunda 
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condición se establece por el equilibrio dinámico en la interfase acuífero-

acuitardo del sistema. 

2.3.3. Flujo en estado estacionario 

En estado estacionario, la ecuación (51) que rige el flujo de agua en el acuitardo, 

se ajusta a: 

𝜕2𝑠′

𝜕𝑧2
= 0 (53) 

Considerando las condiciones de frontera e inicial de la ecuación (52), el 

abatimiento en el acuitardo es una función lineal de la profundidad: 

𝑠′ =
𝑠

𝑏′
(𝑧𝑡 − 𝑧) (54) 

Donde 𝑏′ = (𝑧𝑡 − 𝑧𝑏) es la altura del acuitardo; a partir de la ecuación (50) el 

goteo hacia el acuífero es, 

−𝑞𝑙 = 𝐾
′
𝑠

𝑏′
 (55) 

Sustituyendo en la ecuación (49), se tiene, 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑇𝑥

𝜕𝑠

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑇𝑦

𝜕𝑠

𝜕𝑦
) − 𝐾′

𝑠

𝑏′
= 0 (56) 

Si el acuífero es homogéneo e isotrópico, la ecuación (56) puede escribirse como 

una ecuación de Helmholtz modificada, 

𝜕2𝑠

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑠

𝜕𝑦2
−
𝑠

𝜆2
= 0 (57) 

Donde 𝜆 = √
𝑏′𝑇

𝐾′
 es el factor de goteo, el cual es una propiedad combinada entre 

el acuífero y acuitardo, tiene la dimensión de longitud y caracteriza la caída 

exponencial de la perturbación local. 
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Otros autores como Bredehoeft y Pinder (1970), proponen que con las 

ecuaciones (58) y (59), se pueden determinar los valores del abatimiento en 

diferentes posiciones, 𝑧, dentro del acuitardo, en cada intervalo de tiempo y el 

flujo de agua, 𝑞′, hacia el acuífero producido por un cambio en el abatimiento 

inicial en la interfaz acuitardo-acuífero, respectivamente:  

𝑠′(𝑚,𝑘) = 𝑆0∑{𝑒𝑟𝑓 [
(2𝑛 + 1) + 𝑧/𝑏′

(4𝑡∗)1/2
] − 𝑒𝑟𝑓 [

(2𝑛 + 1) − 𝑧/𝑏′

(4𝑡∗)1/2
]}

∞

𝑛=0

 (58) 

𝑞′ =
𝐾′𝑆0

𝑏′(𝜋𝑡∗)1/2
{1 + 2∑𝑒𝑥𝑝 [−

𝑛2

𝑡∗
]

∞

𝑛=1

} 
(59) 

Donde, 𝑆0 es el cambio en el abatimiento inicial en el límite entre el acuífero y el 

acuitardo producto del bombeo óptimo, en cada intervalo de tiempo; 𝑧 es la 

posición vertical dentro del acuitardo donde se calcula el valor del abatimiento; 𝑡∗ 

es el tiempo adimensional, definido con: 

𝑡∗ =
𝐾′𝑡

𝑆𝑠
′𝑏′2

 (60) 

Donde, 𝑏′ es el espesor del acuitardo [L], 𝑚; 𝐾′ es la conductividad hidráulica del 

acuitardo [LT-1], 𝑚/𝑠, y 𝑆𝑠′ es el coeficiente de almacenamiento específico del 

acuitardo [L-1], 𝑚−1; y 𝑡 es el intervalo de tiempo [T], 𝑠. 

2.3.4. Soluciones analíticas a las ecuaciones de flujo 

En el cuadro 4, se concentran las diferentes soluciones analíticas a las 

ecuaciones de flujo de acuíferos semiconfinados sometidos a perturbaciones 

ocasionadas por el bombeo. 

Las soluciones en estado transitorio que consideran el almacenamiento del 

acuitardo, satisfacen un abatimiento variable en el tiempo, 𝑠(𝑟, 𝑡). Para resolver 

este problema se aplica una técnica matemática conocida como el principio de 

superposición de Duhamel. 
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Para esto, se asume que 𝑈(𝑧, 𝑡) es la solución de una ecuación diferencial parcial 

lineal con condiciones de frontera e inicial nulas, pero, en una condición de 

frontera se toma una función de escalón unitario en el tiempo, 𝐻(𝑡 −  0). Si el 

problema se resuelve con la misma ecuación gobernante y condiciones iniciales 

y de frontera, y se considera que la función de escalón unitario se reemplaza por 

una condición de frontera variable 𝑏(𝑡) con su valor inicial 𝑏(0)  =  0, entonces la 

solución está dada por la integral de convolución: 

𝑉(𝑧, 𝑡) = ∫ 𝑈(𝑧, 𝜏)
𝜕𝑏(𝑡 − 𝜏)

𝜕𝑡
𝑑𝜏

𝑡

0

 (61) 

La función 𝑈(𝑧, 𝑡), basada en la condición de frontera de escalón unitario es una 

función de influencia de escalón; la linealidad del sistema permite obtener la 

solución por superposición.  

A partir de este principio, se plantea la siguiente solución para el abatimiento en 

el acuitardo; para el caso 1, se tiene: 

𝑠′(𝑟, 𝑧, 𝑡) = ∫ [1 −
𝑧 − 𝑧𝑏

𝑏′

𝑡

0

−
2

𝜋
∑

1

𝑚
exp (−

𝑚2𝜋2𝐾′𝜏

𝑆′𝑏′
) sin(

𝑚𝜋(𝑧 − 𝑧𝑏)

 𝑏′
)

∞

𝑚=1

]
𝜕𝑠(𝑟, 𝑡 − 𝜏)

𝜕𝑡
𝑑𝜏 

(62) 

Para el caso 2: 

𝑠′(𝑟, 𝑧, 𝑡)

= ∫ [1
𝑡

0

−
4

𝜋
∑

1

2𝑚 − 1
exp (−

(2𝑚 − 1)2𝜋2𝐾′𝜏

4𝑆′𝑏′
) sin(

(2𝑚 − 1)𝜋(𝑧 − 𝑧𝑏)

 2𝑏′
)

∞

𝑚=1

]
𝜕𝑠(𝑟, 𝑡 − 𝜏)

𝜕𝑡
𝑑𝜏 

(63

) 
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Cuadro 4. Soluciones analíticas a las ecuaciones de flujo de acuíferos semiconfinados (adaptado de Cheng A.H.D, 
2000). 

Condición Solución analítica 
Cálculo del 

abatimiento en el 
acuífero 

Función de pozo 

Con bombeo en 
estado estacionario 

Solución de Jacob 
𝑠 =

𝑄𝑤
4𝜋𝑇

𝑊(𝛽) 𝑊(𝛽) = 𝑊(
𝑟

𝜆
) = 2𝐾0 (

𝑟

𝜆
) 

Con bombeo en 
estado transitorio 

Solución de 
Hantush-Jacob 

𝑠 =
𝑄𝑤
4𝜋𝑇

𝑊(𝑢, 𝛽) 𝑊(𝑢, 𝛽) = ∫
1

𝑢

∞

𝑢

𝑒𝑥𝑝 (−𝑢 −
𝛽2

4𝑢
) 𝑑𝑢 

Con: 

𝑢 =
𝑟2𝑆

4𝑇𝑡
 

 

𝛽 =
𝑟

𝜆
= √

𝐾′

𝑏′𝑇
𝑟 

 
Utilizando la transformada inversa de Laplace: 
 

𝑊(𝑢, 𝛽) = 𝑊 (
1

𝑡∗
, 𝛽) = ℒ−1 {

2

𝑝∗
𝐾0 (√4𝑝

∗ + 𝛽2)} 

Considerando el 
almacenamiento del 
acuitardo – Tiempos 
cortos 

Solución de Hantush Caso 1 y caso 2: 

𝑠 =
𝑄𝑤
4𝜋𝑇

𝐻(𝑢, 𝛽′) 
𝐻(𝑢, 𝛽′) = 𝐻 (

1

𝑡∗
, 𝛽′) = ℒ−1 {

2

𝑝∗
𝐾𝑜 (√4𝑝

∗ + 8𝛽′√𝑝∗)} 

Con: 

𝑝∗ =
log(2)

𝑡∗
 

 

𝛽′ =
√𝜂𝛽

4
 

 

Considerando el 
almacenamiento del 
acuitardo – Tiempos 
largos 

Solución de Hantush Caso 1. 

𝑠 =
𝑄𝑤
4𝜋𝑇

𝑊(𝑢1, 𝛽) 

 
Caso 2. 

𝑠 =
𝑄𝑤
4𝜋𝑇

𝑊(𝑢2) 

 

𝑊(𝑢1, 𝛽) es la función de pozo de Hantush-Jacob y 𝑊(𝑢2) es la 
función de pozo de Theis. 
 
Con: 

𝑢1 = (1 +
𝜂

3
) 𝑢 

 
𝑢2 = (1 + 𝜂)𝑢 
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Condición Solución analítica 
Cálculo del 

abatimiento en el 
acuífero 

Función de pozo 

Considerando el 
almacenamiento del 
acuitardo 

Solución de 
Hantush-Neuman 

Caso 1: 

𝑠 =
𝑄𝑤
4𝜋𝑇

𝑊1(𝑢, 𝛽, 𝜂) 

 
Caso 2. 

𝑠 =
𝑄𝑤
4𝜋𝑇

𝑊2(𝑢, 𝛽, 𝜂) 

 

𝑊1 y 𝑊2son las funciones de pozo de Hantush-Neuman para los 
casos 1 y 2, respectivamente: 
 

𝑊1(𝑢, 𝛽, 𝜂) = 𝑊1 (
1

𝑡∗
, 𝛽, 𝜂)

= ℒ−1 {
2

𝑝∗
𝐾𝑜 (√4𝑝

∗ + 2𝛽√𝜂𝑝∗𝑐𝑜𝑡ℎ
2√𝜂𝑝∗

𝛽
)} 

 

𝑊2(𝑢, 𝛽, 𝜂) = 𝑊2 (
1

𝑡∗
, 𝛽, 𝜂)

= ℒ−1 {
2

𝑝∗
𝐾𝑜 (√4𝑝

∗ + 2𝛽√𝜂𝑝∗𝑡𝑎𝑛ℎ
2√𝜂𝑝∗

𝛽
)} 

Con: 
 

𝑢 =
𝑟2𝑆

4𝑇𝑡
 

 

𝛽 =
𝑟

𝜆
= √

𝐾′

𝑏′𝑇
𝑟 

 

𝜂 =
𝑆′

𝑆
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3. METODOLOGÍA PARA INCLUIR EL EFECTO TRANSITORIO 

EN ACUITARDOS EN UN MODELO DE GESTIÓN DE AGUA 

SUBTERRÁNEA 

Methodology to include the transient effect on aquitards in a groundwater 
management model4 
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3.1. Resumen 

La sobreexplotación del agua subterránea ocasiona hundimientos de la tierra y 
un agotamiento gradual del almacenamiento de agua subterránea, entre otros 
efectos, por lo que la gestión de un sistema de aguas subterráneas apoya la toma 
de decisiones mediante herramientas, como los modelos de gestión del agua 
subterránea, que proporcionan información sobre la respuesta del sistema a las 
alternativas planteadas. En esta investigación, se realiza una propuesta 
metodológica para identificar e incluir el efecto transitorio en el almacenamiento 
de un acuitardo en un modelo de gestión del agua subterránea y evaluar el 
hundimiento inducido por el funcionamiento óptimo de un sistema multi-acuífero; 
se logró maximizar el caudal de extracción de los pozos de bombeo, y mediante 
el método de la matriz de coeficientes de respuesta, se determinaron los 
abatimientos, que no deben exceder de 15 metros, en los distintos puntos de 
control. Este abatimiento se consideró como perturbación inicial en la interfase 
acuífero-acuitardo para realizar un análisis transitorio y determinar el efecto en el 
almacenamiento del acuitardo. Esta propuesta analiza un tiempo adimensional y 
aplica una solución analítica para determinar el abatimiento a diferentes 
profundidades del acuitardo; al comparar los resultados con los que arroja un 
modelo de simulación numérica desarrollado en Modflow, se observa que, entre 
más cercano al origen de la perturbación, las diferencias son más notables 
(mayores a 1.5 metros). Se determinó que el hundimiento en el acuitardo es del 

                                            
4 Tesis de Doctorado en Ingeniería. Posgrado en Ingeniería Agrícola y Uso Integral del Agua. 
Universidad Autónoma Chapingo 
Autor: Juan José Díaz Nigenda. 
Director: Ph. D. Mauricio Carrillo García 
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orden de 7 centímetros en los 3 años de análisis. Las posibilidades de aplicación 
en los acuíferos de México son muy grandes, y más aún donde la explotación del 
agua subterránea se realiza sin ninguna restricción en el uso del agua y en zonas 
de escasez, donde su disponibilidad se encuentra ya condicionada por los altos 
niveles de sobreexplotación.  

Palabras clave: modelo de gestión de agua subterránea; método de la matriz de 
coeficientes de respuesta; optimización; efecto transitorio, subsidencia. 

 

3.2. Abstract 

The overexploitation of groundwater causes land subsidence and a gradual 
depletion of groundwater storage, among other effects, so the management of a 
groundwater system supports decision-making through tools such as 
groundwater management models, which provide information on the response of 
the system to the proposed alternatives. In this research, a methodological 
proposal is made to identify and include the transient effect of an aquitard storage 
in a groundwater management model and to evaluate subsidence induced by the 
optimal functioning of a multi-aquifer system; It was possible to maximize the 
extraction flow of the pumping wells, and by means of the response coefficient 
matrix method, the drawdowns were determined, which should not exceed 15 
meters, at the different control points. This drawdown was considered as an initial 
disturbance in the aquifer-aquitard interface to perform a transient analysis and 
determine the effect on aquitard storage. This proposal analyzes a dimensionless 
time and applies an analytical solution to determine the drawdown at different 
depths of the aquitard; when comparing the results with those produced by a 
numerical simulation model developed in Modflow, it is observed that, the closer 
to the origin of the disturbance, the differences are more notable (greater than 1.5 
meters). It was determined that the subsidence land in the aquitard is of the order 
of 7 centimeters in the 3 years of analysis. The possibilities of application in the 
aquifers of Mexico are very great, and even more so where the exploitation of 
groundwater is carried out without any restriction in the use of water and in areas 
of scarcity, where its availability is already conditioned by the high levels of 
overexploitation. 

Keywords: groundwater management model; response coefficient matrix 
method; optimization; transient effect; subsidence. 
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3.3. Introducción 

El agua subterránea es un recurso finito y, en muchas partes del mundo, se está 

convirtiendo en un recurso escaso (Bagheri, et al., 2019). En muchas regiones, 

el abastecimiento de agua para usos industriales, domésticos y agrícolas 

dependen de las aguas subterráneas (Sun N. Z., 1996) y es la principal fuente de 

suministro de agua y tendrá gran importancia en cualquier tipo de desarrollo 

(Zhao, 2017). 

La demanda creciente de agua para los usos agrícola, industrial y urbano 

compiten por el agua subterránea. En muchos lugares la extracción de agua 

subterránea ha superado el volumen anual que se recarga, provocando 

abatimiento en el nivel freático; cuando esta situación se agudiza por largos 

periodos de tiempo, esto puede aumentar los costos de bombeo y reducir el 

caudal de los pozos (Medellín-Azuara, et al., 2015; Ward, et al., 2012). La alta 

demanda de agua subterránea que conduce a la sobreexplotación 

frecuentemente se relaciona con el desarrollo agrícola y la producción de 

exportación, provocando la disminución del nivel del agua, el deterioro de la 

calidad del agua y el daño ambiental reflejado entre otros efectos en la afectación 

de humedales y zonas riparias, así como en la reducción de flujo base (Rupérez-

Moreno, et al., 2017). Los desequilibrios del agua subterránea son un problema 

ambiental, social y económico en muchas cuencas hidrográficas, incluidas las de 

climas templados (Allain, et al., 2018).  

La sobreexplotación del agua subterránea ocasiona también subsidencia 

(hundimiento del terreno), generando múltiples efectos adversos, desde 

cuantiosos daños a la infraestructura hasta un agotamiento gradual de la 

capacidad de almacenamiento del sistema hidrogeológico (Galloway y Burbey, 

2011; Bagheri, et al., 2019). Cada uno de estos procesos ocurre de manera 

gradual dependiendo de las características del sistema hidrogeológico; las 

escalas de tiempo involucradas en la respuesta del sistema ante las 

perturbaciones antropogénicas pueden ser muy grandes y diversas (Rousseau-

Gueutin et al., 2013; Currell et al., 2016) y el tiempo para que un acuitardo alcance 
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el equilibrio ante una perturbación puede tomar cientos de años (Rudolph and 

Frind, 1991; Zapata-Norberto et al. 2018).  

La gestión de un sistema de aguas subterráneas apoya la toma de decisiones 

mediante herramientas, como los modelos de gestión del agua subterránea, que 

proporcionan información sobre la respuesta del sistema a las alternativas 

planteadas (Bear & Verruijt, 1998). Gorelick (1983) agrupa los modelos de 

gestión de agua subterránea en dos categorías: modelos en los que las 

decisiones de gestión involucran a la hidráulica de las aguas subterráneas 

(gestión del bombeo y la recarga de aguas subterráneas) y modelos que evalúan 

políticas de gestión, así como la economía de la asignación de agua 

(caracterizados por múltiples optimizaciones, una para cada subárea en una 

región, y tienen un fuerte componente de gestión económica). En ambas 

categorías, el comportamiento del sistema hidrogeológico debe ser representado 

en el modelo, típicamente mediante un código de simulación que resuelve la 

ecuación de flujo de agua subterránea. Este código de simulación puede estar 

basado en el método de la matriz de coeficientes de respuesta que se utiliza para 

convertir linealmente el bombeo en cambios de presión en el sistema; los 

coeficientes de respuesta se desarrollan usando una solución analítica a la 

ecuación de flujo (Maddock, 1972; Chang et al., 2011, 2007; Psilovikos, 2006; 

Steinbrügge, 2005) o se calculan a través de modelos de simulación numérica 

(Hernandez-Narvaez, 1987) y representan el abatimiento provocado por el 

bombeo de magnitud unitaria en un punto del acuífero. El método de la matriz de 

coeficientes de respuesta admite la superposición espacial para análisis en 

estado permanente o superposición espacial combinada con la superposición 

temporal para el análisis en estado transitorio (Psilovikos, 2006; Gorelick, 1983). 

Los modelos de gestión pueden plantearse para analizar múltiples funciones 

objetivo, algunas que minimicen costos (por ejemplo, costos de extracción), y 

otras que maximicen algún beneficio (por ejemplo, el volumen extraído de agua 

subterránea). El modelo de optimización puede ser resuelto a través de los 

métodos de Programación Lineal, Programación Entera, Programación 

Cuadrática o Programación No Lineal (Psilovikos, 2006). 
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La mayoría de los modelos con enfoque hidráulico proponen restricciones de tipo 

volumétrico, y pocos restringen el abatimiento, determinado a partir de la matriz 

de coeficientes de respuesta. Chang et al (2011 y 2007) aplicaron el método de 

la matriz de coeficientes de respuesta en un modelo de gestión para evaluar un 

sistema multi-acuífero afectado por subsidencia, y utilizaron dos restricciones, 

una en función del abatimiento y otra en función del hundimiento. En ambos 

trabajos despreciaron el efecto transitorio en el acuitardo, es decir, supusieron 

que el tiempo requerido para que una perturbación (abatimiento) se transmita a 

todo el espesor del acuitardo, es mucho menor al paso de tiempo empleado en 

el modelo de optimización. Sin embargo, esto no es aplicable en sistemas 

hidrogeológicos que incluyen acuitardos altamente compresibles como los que 

se encuentran en la Ciudad de México, en los que el tiempo de respuesta del 

acuitardo puede ser de cientos de años (Rudolph and Frind, 1991; Ortega-

Guerrero et al., 1999; Zapata-Norberto et al., 2018).  

En esta investigación, se realiza una propuesta metodológica para identificar el 

efecto transitorio en un acuitardo e incluirlo en un modelo de gestión de agua 

subterránea para un sistema multi-acuífero, y que considere el hundimiento del 

terreno inducido por el bombeo. Se adopta el método de la matriz de respuesta 

para representar el funcionamiento del sistema hidrogeológico con el fin de que 

el modelo sea computacionalmente sencillo y rápido de ejecutar. 

3.4. Materiales y métodos 

Esta investigación tomó como referencia un sistema multi-acuífero hipotético 

integrado por un acuífero confinado inferior y un acuitardo, el cual considera tres 

zonas (I, II y III) homogéneas e isotrópicas; se consideraron 3 pozos de extracción 

(A, B, C) y 8 pozos de observación (a, b, c, d, e, f, g y h), tal como se muestra en 

la Figura 7; el dominio del sistema fue discretizado con una malla no homogénea 

alrededor de los pozos de bombeo; en el Cuadro 5 se concentran los valores de 

los parámetros hidrogeológicos. Para evaluar la respuesta del sistema, se 

consideraron intervalos de tiempo de 1 año cada uno; para el acuitardo, se tomó 

un espesor, 𝑏′, de 40 m, una conductividad hidráulica, 𝐾′, de 1𝑥10−8 𝑚/𝑠, y dos 
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casos para el valor del coeficiente de almacenamiento específico, 𝑆𝑠′  =

0.00001 𝑚−1 y 𝑆𝑠′  = 0.02 𝑚−1. 

Cuadro 5. Valores de los parámetros hidrogeológicos del acuífero (adaptado de 
Chang et al., 2011, 2007). 

Parámetro 
hidrogeológico 

Zona I Zona II Zona III 

K (m/s) 0.00005 0.0002 0.0005 

Ss (m-1) 0.0000053 0.000007 0.000014 

b (m) 80 80 80 

 

 

Figura 7. Acuífero hipotético considerado en la investigación (adaptado de 
Chang et al., 2011, 2007). 
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3.4.1. Determinación de los coeficientes de respuesta (efecto caudal 

unitario) 

Con los datos iniciales, y con un modelo de simulación numérica desarrollado en 

Modflow, se determinaron para el acuífero los coeficientes de respuesta [𝛼(𝑚,𝑗,𝑘)], 

que representan el abatimiento del m-ésimo punto de control debido a un bombeo 

de un caudal unitario del j-ésimo pozo durante el k-ésimo periodo de tiempo, [L-

2T1]. Esto permitió manejar las zonas de heterogeneidad y la interacción entre las 

fronteras hidráulicas con los pozos de extracción, situación que no se logra con 

las soluciones analíticas. 

Para determinar los 𝛼(𝑚,𝑗,𝑘), se siguió el procedimiento implementado por 

Hernandez-Narvaez (1987), el cual consistió en asignar un bombeo unitario al 

primer pozo durante el primer periodo de tiempo y cero unidades para el resto de 

los periodos de tiempo, repitiéndose este procedimiento para el resto de los 

pozos.  

A partir de estos coeficientes, se plantea una función de respuesta que relaciona 

linealmente el caudal óptimo de bombeo con el abatimiento en el acuífero 

(ecuación 65). 

3.4.2. Determinación de los caudales óptimos 

Una vez calculados los 𝛼(𝑚,𝑗,𝑘), se aplicó un algoritmo de optimización para 

determinar los caudales óptimos de operación de los pozos de bombeo en el 

acuífero. La función objetivo planteada (ecuación 64) permitió maximizar el 

caudal de bombeo en el sistema sujeta a restricciones de abatimiento, para 

posteriormente evaluar el hundimiento del terreno. 

𝑍 =𝑚𝑎𝑥 { ∑ ∑ 𝑄(𝑗,𝑘)

𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜

𝑘=1

𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜

𝑗=1

} (64) 

Donde, 𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜 es el número de pozos de bombeo; 𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 es el número de 

intervalos de tiempo; 𝑄(𝑗,𝑘) es el bombeo del j-ésimo pozo durante el k-ésimo 
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intervalo de tiempo [L3T-1]; 𝑍 es el máximo caudal de bombeo que se puede 

extraer de los 𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜 del sistema multi-acuífero en 𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 intervalos de tiempo. 

Se utilizó el método Linear Programing (LP) implementado a través de un 

algoritmo desarrollado en Python.  

3.4.3. Determinación de la restricción de abatimiento 

Con la ecuación (65), se determinó el abatimiento, 𝑠(𝑚), en el m-ésimo punto de 

control (pozo de observación) dentro del acuífero: 

𝑠(𝑚) = ∑ ∑

(

 𝛼[𝑚,𝑗,𝑘]𝑄[𝑗,1] +∑𝛼[𝑚,𝑗,(𝑘−𝑝)]∆𝑄[𝑗,(𝑝+1)]

𝑘−1

𝑝=1
𝑝<𝑘 )

 

𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜

𝑗=1

𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜

𝑘=1

 (65) 

Donde, 𝑠(𝑚,𝑘) es el abatimiento en el m-ésimo punto de control en el k-ésimo 

periodo de tiempo, [L]; 𝑄(𝑗,𝑘) es el bombeo del j-ésimo pozo durante el k-ésimo 

periodo de tiempo [L3T-1]; ∆𝑄(𝑗,𝑘) es el incremento en el caudal de bombeo del j-

ésimo pozo observado en el k-ésimo periodo de tiempo [L3T-1]; y, 𝛼(𝑚,𝑗,𝑘) es el 

coeficiente de respuesta que representa el abatimiento del m-ésimo punto de 

control debido a un bombeo de un caudal unitario del j-ésimo pozo durante el k-

ésimo periodo de tiempo, [L-2T1]. 

Este abatimiento calculado con los caudales óptimos fue considerado como la 

perturbación inicial para determinar el efecto transitorio dentro del acuitardo.  

Analizando para el primer punto de control (𝑚 = 1), con las ecuaciones 66 – 69 

se calculó el abatimiento que se provoca en cada uno de los k-ésimos intervalos 

de tiempo: 

𝑠(𝑚,𝑘) = ∑

(

 𝛼[𝑚,𝑗,𝑘]𝑄[𝑗,1] +∑𝛼[𝑚,𝑗,(𝑘−𝑝)]∆𝑄[𝑗,(𝑝+1)]

𝑘−1

𝑝=1
𝑝<𝑘 )

 

𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜

𝑗=1

 (66) 
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De esta manera: 

 Para 𝑘 =  1: 

𝑠(𝑚,1) = ∑ (𝛼[𝑚,𝑗,1]𝑄[𝑗,1])

𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜

𝑗=1

 

𝑠(1,1) = 𝛼(1,1,1)𝑄(1,1) + 𝛼(1,2,1)𝑄(2,1) + 𝛼(1,3,1)𝑄(3,1) 

(67) 

 Para 𝑘 =  2: 

𝑠(𝑚,2) = ∑ (𝛼[𝑚,𝑗,2]𝑄[𝑗,1] + 𝛼[𝑚,𝑗,1]∆𝑄[𝑗,2])

𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜

𝑗=1

 

𝑠(1,2) = 𝛼(1,1,2)𝑄(1,1) + 𝛼(1,2,2)𝑄(2,1) + 𝛼(1,3,2)𝑄(3,1) + 𝛼(1,1,1)∆𝑄(1,2) + 𝛼(1,2,1)∆𝑄(2,2)

+ 𝛼(1,3,1)∆𝑄(3,2) 

(68) 

 Para 𝑘 =  3: 

𝑠(𝑚,3) = ∑ (𝛼[𝑚,𝑗,3]𝑄[𝑗,1] + 𝛼[𝑚,𝑗,2]∆𝑄[𝑗,2] + 𝛼[𝑚,𝑗,1]∆𝑄[𝑗,3])

𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜

𝑗=1

 

𝑠(1,3) = 𝛼(1,1,3)𝑄(1,1) + 𝛼(1,2,3)𝑄(2,1) + 𝛼(1,3,3)𝑄(3,1) + 𝛼(1,1,2)∆𝑄(1,2) + 𝛼(1,2,2)∆𝑄(2,2)

+ 𝛼(1,3,2)∆𝑄(3,2) + 𝛼(1,1,1)∆𝑄(1,3) + 𝛼(1,2,1)∆𝑄(2,3) + 𝛼(1,3,1)∆𝑄(3,3) 

(69) 

Este procedimiento se aplicó en cada uno de los puntos de control definidos en 

el análisis. 

3.4.4. Evaluación del abatimiento en el acuitardo 

Un tiempo adimensional, 𝑡∗, puede ser definido por (Bredehoeft y Pinder, 1970): 

𝑡∗ =
𝐾′𝑡

𝑆𝑠
′𝑏′2

 (70) 
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donde 𝑡 es tiempo [T], 𝑏′ es el espesor del acuitardo [L], 𝐾′ es la conductividad 

hidráulica del acuitardo [LT-1], y 𝑆𝑠′ es el almacenamiento específico del acuitardo 

[L-1].  

Estos autores utilizaron una solución analítica (ecuación 71) que describe la 

respuesta de un acuitardo ante un abatimiento unitario instantáneo; para 𝑡∗ > 0.5 

el flujo a través del acuitardo alcanza el estado estacionario, mientras que para 

𝑡∗ < 0.1 el efecto transitorio es significativo: 

𝑠′(𝑚,𝑘) = 𝑆0∑{𝑒𝑟𝑓 [
(2𝑛 + 1) + 𝑧/𝑏′

(4𝑡∗)1/2
] − 𝑒𝑟𝑓 [

(2𝑛 + 1) − 𝑧/𝑏′

(4𝑡∗)1/2
]}

∞

𝑛=0

 (71) 

Donde, 𝑆0 es el cambio en el abatimiento inicial en el límite entre el acuífero y el 

acuitardo producto del bombeo, en cada intervalo de tiempo; 𝑧 es la posición 

vertical dentro del acuitardo donde se calcula el valor del abatimiento; 𝑡∗ es el 

tiempo adimensional. 

Para extender la metodología propuesta por Chang et al. (2011 y 2007) y poder 

aplicarla en acuitardos altamente compresibles, en este trabajo se consideró la 

propagación del abatimiento a través del acuitardo, mediante el Teorema de 

Duhamel: 

𝑠′(𝑧,𝑡) = ∫
𝜕𝑠1
𝜕𝑡
(𝑧, 𝑡 − 𝜏) 𝑢(𝑧, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 (72) 

Donde 𝑠′(𝑧,𝑡) es el abatimiento en el acuitardo, 𝑠1 es el abatimiento en la interfaz 

acuífero-acuitardo y   𝑢(𝑧, 𝜏) es la función de memoria que explica la historia del 

efecto del abatimiento en la capa del acuitardo que se analiza.  

Por otro lado, para determinar el flujo de agua, 𝑞′, hacia el acuífero producido por 

un cambio en el abatimiento inicial en la interfaz acuitardo-acuífero, se aplicó la 

ecuación (73): 
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𝑞′ =
𝐾′𝑆0

𝑏′(𝜋𝑡∗)1/2
{1 + 2∑𝑒𝑥𝑝 [−

𝑛2

𝑡∗
]

∞

𝑛=1

} (73) 

3.4.5. Determinación de los hundimientos 

Suponiendo que el abatimiento es uniforme en cada segmento en los que se 

dividió el acuitardo, a partir de la ecuación 74, se determinaron los hundimientos 

acumulados en el m-ésimo punto de control a medida que la perturbación se va 

propagando a través del acuitardo: 

𝛿𝑚,𝑘 =∑ 𝐶𝑏 𝑝𝑠𝑚,𝑘−𝑝+1

𝑘

𝑝=1

 

Sujeto a   k ≤ 𝑁𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

(74) 

Considerando un abatimiento unitario uniforme en toda la columna 𝑏′, entonces 

C representa el hundimiento en el m-ésimo punto de control: 

𝐶 =  
𝜌𝑤𝑔

2𝜇 + 𝛾
𝑏′ (75) 

A partir del valor de 𝑧 del apartado 3.4.4, se dividió b  en 𝑁𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠  de igual 

longitud b , entonces la ecuación 75, se replanteó a: 

𝐶𝑏 = 
𝜌𝑤𝑔

2𝜇 + 𝛾
Δ𝑏′ (76) 

Si 𝐶𝑏 𝑝 = 𝐶𝑏  es constante en cada partición del acuitardo, entonces la ecuación 

74 quedó de la siguiente manera: 

𝛿𝑚,𝑘 = 𝐶𝑏 ∑𝑠𝑚,𝑘−𝑝+1

𝑘

𝑝=1

 

Sujeto a   k ≤ 𝑁𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

(77) 
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A partir de esta ecuación 77, se calcularon los hundimientos para cada uno de 

los puntos de control (pozos de observación); donde, 𝛿(𝑚,𝑘) es el hundimiento 

calculado en el m-ésimo punto de control durante el k-ésimo periodo de tiempo; 

𝐶𝑏  es el coeficiente que representa el hundimiento en el m-ésimo punto de 

control considerando un abatimiento unitario uniforme en el segmento ∆𝑏′; 𝜌𝑤,

𝑔, ∆𝑏′ son la densidad del agua, la aceleración de la gravedad, la longitud del 

segmento en los que se divide el acuitardo en el m-ésimo punto de control, 

respectivamente; 𝜇 𝑦 𝜆 son las constantes de Lame; para el caso de ∆𝑏′ se 

tomaron los valores analizados y determinados en el apartado 3.4.4. 

De esta manera, analizando para el primer punto de control y para cada periodo 

de tiempo: 

𝛿1,𝑘 = (
𝜌𝑤𝑔

2𝜇 + 𝛾
Δ𝑏′)∑𝑠𝑚,𝑘−𝑝+1

3

𝑝=1

 

𝛿1,1 = (
𝜌𝑤𝑔

2𝜇 + 𝛾
Δ𝑏′) (𝑠1,1) 

𝛿1,2 = (
𝜌𝑤𝑔

2𝜇 + 𝛾
Δ𝑏′) (𝑠1,2 + 𝑠1,1) 

𝛿1,3 = (
𝜌𝑤𝑔

2𝜇 + 𝛾
Δ𝑏′) (𝑠1,3 + 𝑠1,2 + 𝑠1,1) 

(78) 

Estas ecuaciones 78 se aplicaron para los abatimientos determinados en cada 

uno de 𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 periodos de tiempo. 

3.4.7. Esquema conceptual. 

La Figura 8 muestra el diagrama de flujo que se seguirá para el modelo: 
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Figura 8. Diagrama de flujo para la aplicación de la metodología  

3.5. Resultados y discusión 

A partir del algoritmo de optimización planteado, y considerando que los 

abatimientos no deben ser mayores a los 15 metros en cada uno de los pozos de 

bombeo (A, B, C), se determinaron los caudales óptimos de extracción; en el 

Cuadro 6 se muestran los valores determinados para el sistema considerando 

que el coeficiente de almacenamiento en el acuitardo, 𝑆𝑠
′, es de 0.02; puede 

apreciarse que, con esta propuesta de manejo del sistema, los caudales tienden 
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a disminuir conforme se incrementa el tiempo para mantener el efecto causado 

en el primer intervalo de tiempo, y se estimó un caudal óptimo de extracción de 

1.118 m3/s. 

Cuadro 6. Caudal óptimo de extracción en los pozos en cada uno de los periodos 

de tiempo considerando 𝑆𝑠
′ = 0.02 en el acuitardo (m3/s). 

Pozo de bombeo 
Tiempo (años) 

1 2 3 

Pozo A 0.0305 0.0298 0.0295 

Pozo B 0.0941 0.0922 0.0913 

Pozo C 0.2517 0.2498 0.2489 

Caudal anual total 0.3763 0.3718 0.3697 

 

Este esquema de operación del acuífero provoca los abatimientos que se 

concentran en el Cuadro 7, resaltando que en los puntos de control cercanos a 

los pozos de bombeo los abatimientos se mantienen en los 15 metros. 

Cuadro 7. Abatimientos en los puntos de control en cada uno de los periodos de 
tiempo (m). 

Punto de control 
Tiempo (años) 

1 2 3 

PC-a 15.000 15.000 15.000 

PC-b 15.000 15.000 15.000 

PC-c 15.000 15.000 15.000 

PC-d 2.323 2.623 2.775 

PC-e 2.698 2.890 2.983 

PC-f 3.526 3.791 3.924 

PC-g 3.913 4.120 4.221 

PC-h 3.075 3.152 3.189 

 

Estos abatimientos en el acuífero se utilizan como perturbación inicial para 

evaluar el efecto transitorio dentro del acuitardo, por lo que, bajo el supuesto de 

que el acuífero es perturbado al inicio del periodo de tiempo, se determinaron los 

siguientes tiempos adimensionales: 

 Acuitardo con 𝑆𝑠′  = 0.00001 𝑚−1: 
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t∗ =
1𝑥10−8 ∗ 31536000

0.00001 ∗ (40)2
= 19.71 > 0.5 

 Acuitardo con 𝑆𝑠′  = 0.02 𝑚−1: 

t∗ =
1𝑥10−8 ∗ 31536000

0.02 ∗ (40)2
= 0.009855 < 0.1 

Cuando el acuitardo tiene un 𝑆𝑠
′ = 0.00001, se obtuvo un valor de tiempo 

adimensional de t∗ = 19.71, valor mucho más grande al límite donde el acuífero 

responde como si no hubiera almacenamiento en el acuitardo debido al flujo 

establecido de agua a través de él, por lo que esta condición permite una relación 

lineal entre el abatimiento y el caudal de extracción de los pozos.  

Por el contrario, cuando 𝑆𝑠
′ = 0.02, se determinó un valor de tiempo adimensional 

de t∗ = 0.009855, valor mucho más pequeño a 0.1, por lo que el efecto del 

almacenamiento en el acuitardo deberá ser considerado.  

En la Figura 9, se muestra el comportamiento del abatimiento observado en el 

PC-a, a diferentes profundidades dentro del acuitardo; debido a la propuesta de 

operación, que el abatimiento no debe exceder a 15 metros en los pozos de 

bombeo, en el acuitardo con 𝑆𝑠
′ = 0.00001 el comportamiento de los abatimientos 

se mantiene constante debido a que el flujo de agua está establecido entre al 

acuitardo y el acuífero desde el primer intervalo de tiempo y durante los 3 años 

que comprende el horizonte de planeación, por lo que el efecto del abatimiento 

se propaga rápidamente dentro del acuitardo (Figura 9a). En la misma Figura 9 

(b), se observa el efecto transitorio dentro del acuitardo medido en el mismo punto 

de control PC-a; para condiciones de 𝑆𝑠
′ = 0.02, el límite planteado en la 

ecuación 64 se alcanza para un tiempo de 50.7 años; en el Cuadro 8 se muestran 

los abatimientos determinados para ambos casos. 
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Figura 9. Efecto transitorio en el acuitardo bajo una perturbación de 15 metros 

en la interfaz con el acuífero, observado en el punto de control a (PC-a): a) 

Considerando un acuitardo con  𝑆𝑠
′ = 0.00001 (k=años), b) Considerando un 

acuitardo con 𝑆𝑠
′ = 0.02 (k=años) 

 

Cuadro 8. Comportamiento de los abatimientos en los tres primeros intervalos 

de tiempo para los dos casos de 𝑆𝑠
′ del acuitardo (en metros) 

Relación  
1 - z/b' 

𝑆𝑠
′ = 0.00001 𝑆𝑠

′ = 0.02 

k = 1 k = 2 k = 3 k = 1 k = 2 k = 3 

1.0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

0.9 1.5000 1.5000 1.5000 0.0000 0.0001 0.0031 

0.8 3.0000 3.0000 3.0000 0.0000 0.0008 0.0150 

0.7 4.5000 4.5000 4.5000 0.0000 0.0063 0.0599 

0.6 6.0000 6.0000 6.0000 0.0003 0.0377 0.2041 

0.5 7.5000 7.5000 7.5000 0.0055 0.1769 0.5964 

0.4 9.0000 9.0000 9.0000 0.0658 0.6591 1.4997 

0.3 10.5000 10.5000 10.5000 0.4891 1.9618 3.2596 

0.2 12.0000 12.0000 12.0000 2.3142 4.7066 6.1620 

0.1 13.5000 13.5000 13.5000 7.1443 9.2175 10.2134 

0.0 15.0000 15.0000 15.0000 15.0000 15.0000 15.0000 
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Es conveniente resaltar que, dependiendo del valor del coeficiente de 

almacenamiento específico, 𝑆𝑠
′, en el acuitardo, se tiene que revisar el valor del 

horizonte de planeación y poder evaluar el efecto transitorio en el mismo. Para el 

caso de un acuitardo con 𝑆𝑠
′ = 0.00001, el intervalo de tiempo de un año no 

permite identificar el efecto transitorio en él, por lo que el ∆𝑡 debería ajustarse a 

un valor menor a 800,000 s (9.25 días) para poder evaluarlo. Por el contrario, con 

valores de 𝑆𝑠
′ = 0.02, el mismo intervalo de tiempo permite conocer la evolución 

del efecto transitorio en el acuitardo, pero no se evalúa en su totalidad por la 

duración del horizonte de planeación; en este caso, se tendrá que ajustar hasta 

alcanzar un valor de 51 años aproximadamente, tiempo al cual el efecto 

transitorio se estabiliza en el acuitardo.  

Para comprobar estos resultados, se compararon con los determinados a partir 

del modelo de simulación numérica desarrollado en Modflow, por lo que en la 

Figura 10 se observan los valores de los abatimientos determinados con la 

solución analítica de Bredehoeft y Pinder (1970); es conveniente citar, que 

inicialmente se dividió el acuitardo en 10 estratos de 4 metros de espesor (∆𝑏′); 

en el Cuadro 9 se concentran los valores de los abatimientos evaluados con estos 

métodos; esto puede ser una consecuencia de la interacción del flujo de agua 

entre el acuitardo y el acuífero, que conforme avanza el tiempo, el caudal 

acuitardo-acuífero tiende a estabilizarse.  
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Figura 10. Relación entre los abatimientos en el acuitardo (𝑆𝑠
′ = 0.02) 

determinados con la solución analítica de Bredehoeft y Pinder (1970) y el modelo 
de simulación numérica para un tiempo de simulación k = 3 años: a) Línea 
continua: solución analítica de Bredehoeft y Pinder (1970) y línea segmentada: 
modelo de simulación numérica. (k=años). 
 

Cuadro 9. Abatimientos calculados con el modelo de simulación numérica y la 
solución analítica de Bredehoeft y Pinder, 1970. (en metros) 

Relación  
1 - z/b' 

Modelo de simulación numérica 
Solución analítica de 

 Bredehoeft y Pinder (1970) 

k = 1 k = 2 k = 3 k = 1 k = 2 k = 3 

1.0 0.002 0.009 0.029 0.000 0.000 0.000 
0.9 0.003 0.017 0.048 0.000 0.000 0.003 
0.8 0.009 0.039 0.101 0.000 0.001 0.015 
0.7 0.023 0.093 0.218 0.000 0.006 0.060 
0.6 0.061 0.218 0.464 0.000 0.038 0.204 
0.5 0.163 0.506 0.968 0.006 0.177 0.596 

0.4 0.431 1.151 1.956 0.066 0.659 1.500 
0.3 1.145 2.544 3.793 0.489 1.962 3.260 
0.2 3.038 5.398 6.956 2.314 4.707 6.162 
0.1 8.064 10.731 11.810 7.144 9.217 10.213 
0.0 15.000 15.000 15.000 15.000 15.000 15.000 
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En la Figura 11, se muestra el flujo de agua entre el acuitardo y el acuífero durante 

el tiempo de simulación, evaluado a partir de la perturbación de 15 metros en la 

interfase entre ellos, se aprecia como el flujo disminuye conforme el tiempo 

adimensional se incrementa. 

 

Figura 11. Comportamiento del flujo de agua entre el acuitardo y el acuífero y el 
tiempo adimensional para el tiempo de simulación de k = 3 años. 
 

Una forma sintética para analizar el efecto transitorio en el acuitardo es su 

representación en una gráfica escalonada, determinada a partir del área bajo la 

curva de abatimientos (Figura 9b) para el horizonte de planeación. De esta 

manera, en la Figura 12, se muestran diversos escenarios creados a partir de 

estos valores y considerando abatimientos de 15 m, 11 m, 7 m y 15m 

respectivamente; a partir de estos valores, se determinó la altura equivalente que 

alcanzará el efecto del abatimiento dentro del acuitardo. En el Cuadro 10, se 

concentran las características de los escenarios de análisis de la representación 

escalonada. 
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Figura 12. Escenarios para representar el efecto transitorio escalonado en el 

acuitardo para el tiempo de simulación de k = 3 años. 
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Cuadro 10. Principales variables de los escenarios de análisis de la 
representación escalonada del efecto transitorio en el acuitardo.  

Escenario 
Tiempo 
(años) 

Área bajo la 
curva 
(m2) 

Área gráfica 
escalonada 

(m2) 

Abatimiento 
s (m) 

Altura 
equivalente 

z (m) 

1 

1 70.077 70.077 15.0 4.67 

2 97.067 26.991 8.5 3.18 

3 118.053 20.986 6.3 3.33 

2 

1 70.077 70.077 11.0 6.37 

2 97.067 26.991 6.5 4.15 

3 118.053 20.986 4.3 4.88 

3 

1 70.077 70.077 7.14 9.81 

2 97.067 26.991 3.5 7.71 

3 118.053 20.986 1.15 18.25 

4 

1 70.077 35.038 15.0 2.34 

2 97.067 44.510 11.7 3.80 

3 118.053 38.505 8.1 4.75 

 

Analizando el planteamiento de estos escenarios, los tres primeros consideran el 

área total bajo la curva en el primer periodo de tiempo, y en los restantes el 

incremento de ésta; considerando el abatimiento inicial, se determinó la altura 

equivalente, la cual se extiende hasta interceptar la curva del siguiente periodo 

de tiempo. En el caso del escenario 4, se tomó la mitad del área bajo la curva 

para el primer periodo de tiempo, y el resto se incorporó en los 2 periodos de 

tiempo siguientes. Se resalta con este análisis el movimiento del efecto transitorio 

a lo largo del acuitardo, alcanzando alturas equivalentes, por encima de la 

interfase acuífero-acuitardo, que van de los 10 metros hasta los 36 metros. Los 

escenarios 2 y 4 proponen un abatimiento inicial de 15 metros, pero difieren en 

cómo se cubre el área bajo la curva; en estos escenarios, el efecto transitorio 

alcanza valores de 6.3 y 8.1 metros respectivamente, y se reflejarían a una altura 

equivalente de 11 metros aproximadamente en ambos casos. 

En la Figura 13, se muestra una representación alterna del efecto transitorio en 

el acuitardo que considera el área bajo la curva de abatimientos total en cada 

intervalo de tiempo, partiendo de un abatimiento de 11 metros, mismo que se 

extiende hasta una altura equivalente de 2 metros por encima de la interfase 

acuífero-acuitardo; este efecto se mantiene constante a lo largo del horizonte de 
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planeación. Con estas condiciones, se determina una altura equivalente donde 

el efecto es cero en el acuitardo; de esta manera, en el Cuadro 11 se muestran 

los valores de esta propuesta trapecial-radial. En este análisis, el efecto 

transitorio en el acuitardo se reflejaría hasta una altura equivalente de 20 metros 

aproximadamente. 

Cuadro 11. Resultados de la propuesta de representación trapecial-radial del 
efecto transitorio en el acuitardo.  

Tiempo 
(años) 

Área bajo la 
curva 
(m2) 

Área gráfica 
efecto 

trapecial 
(m2) 

Abatimiento 
(m) 

Altura equivalente 
(m) 

Menor Mayor 

1 70.077 70.077 11.00 2.00 10.74 

2 97.067 97.067 11.00 2.00 15.65 

3 118.053 118.053 11.00 2.00 19.46 

 

 

Figura 13. Representación trapecial-radial del efecto transitorio en el acuitardo. 
 

Esta forma de operación del acuífero provoca hundimientos en el acuitardo del 

orden de 7 cm en los 3 años de funcionamiento del acuífero; el Cuadro 12 

concentra los hundimientos parciales determinados en cada periodo de tiempo, 
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considerando que los valores de las constantes de Lame son 𝜇 = 5𝑥106 y 𝜆 =

5𝑥106; se resalta, para llegar a estos resultados, la utilización del método del 

trapecio para aproximar el área bajo la curva de abatimientos (Figura 9b). 

Cuadro 12. Hundimientos parciales provocados en el punto de control PC-a, en 
cada periodo de tiempo por la operación propuesta del acuífero (en centímetros). 

Relación 
 1 – z/b’ 

Tiempo (años) 

k = 1 k = 2 k = 3 

1    

0.9 0.000 0.000 0.000 
0.8 0.000 0.000 0.002 
0.7 0.000 0.001 0.010 
0.6 0.000 0.006 0.035 
0.5 0.001 0.028 0.105 
0.4 0.009 0.109 0.274 
0.3 0.073 0.343 0.623 
0.2 0.367 0.872 1.232 
0.1 1.237 1.821 2.142 
0 2.896 3.168 3.298 

 

 

Figura 14. Análisis de los hundimientos entre el acuitardo para el horizonte de 
planeación (k = 3); a) hundimiento parcial por intervalo de tiempo, en centímetros; 
b) hundimiento total en cada uno de los intervalos de tiempo, en centímetros. 
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En la Figura 15 se muestra una comparación en el cálculo de los abatimientos a 

partir de ∆𝑏′ más finos. Se resalta la utilización del método de los trapecios para 

determinar el área bajo la curva. 

 

Figura 15. Comparación entre los abatimientos en el acuitardo a partir ∆𝑏′ = 4 𝑚 

(línea continua) y ∆𝑏′ = 0.25 𝑚 (línea discontinua) para el tiempo de simulación 

de k = 3 años. 

3.6. Conclusiones 

El análisis planteado en esta investigación permitió evaluar las bondades del 

método de la matriz de los coeficientes de respuesta en el diseño del modelo de 

gestión, pero también se identificó que, para periodos de tiempo muy grandes, el 

método del coeficiente de respuesta se vuelve lento y de difícil manejo, esto como 

consecuencia del esquema de manejo propuesto. 

El enfoque de Bredehoeft y Pinder (1970) permitió identificar los límites para 

considerar el efecto transitorio en el acuitardo a través del cálculo del tiempo 

adimensional, de esta manera, se verificó, a través de la Figura 9a, para el 

acuitardo con valor de 𝑆𝑠
′ = 0.00001, un flujo de agua establecido entre el 

acuitardo y acuífero, mismo que se comprobó a partir del tiempo adimensional 𝑡∗ 
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mayor a 0.5. Para el caso del acuitardo con 𝑆𝑠
′ = 0.02, con tiempo adimensional 

𝑡∗ menor a 0.1, se realizó todo el análisis transitorio propuesto en la metodología; 

se resalta que el flujo establecido de agua se logra a partir del año 50 (Figura 9b). 

La representación trapecial del efecto transitorio dentro del acuitardo permite 

observar una relación lineal entre el punto de “pivote” (lado menor) y la altura 

equivalente alcanzada cuando el abatimiento es cero; en este caso, habrá que 

tomar en cuenta que el área máxima a representar en la gráfica será la que se 

obtenga cuando el flujo de agua entre el acuífero-acuitardo se encuentre 

establecido (alrededor del año 51). 

La aplicación del método de los trapecios para evaluar el área bajo la curva de 

abatimiento fue una buena alternativa en el cálculo de los hundimientos, misma 

que puede afinarse al considerar valores de ∆𝑏′ más pequeños a lo largo del 

tiempo. 
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4.1. Resumen 

Los modelos de gestión han sido ampliamente aplicados para obtener estrategias 
de bombeo óptimo para el control de las subsidencias, pero la mayoría de ellos 
no incorporan explícitamente a la subsidencia dentro de las restricciones del 
modelo y desprecian el efecto transitorio en el almacenamiento del acuitardo al 
considerar que la perturbación en la interfaz acuífero-acuitardo recorre por 
completo todo el espesor del acuitardo. En esta publicación, se analizan 
escenarios para evaluar la subsidencia en un sistema multi-acuífero que permitan 
plantear esquemas de manejo con el apoyo de un modelo de optimización para 
la gestión del agua subterránea; los escenarios consideraron esquemas de 
bombeo integrados con información de los volúmenes de extracción del acuífero 
Chalco-Amecameca. Para el escenario óptimo, se logró determinar un esquema 
de bombeo que restringe el abatimiento a 10 metros y maximiza el bombeo a 2.6 
millones de metros cúbicos por año en promedio, ocasionando hundimientos en 
el acuitardo del orden 16.6 centímetros en el horizonte de planeación. La 
metodología se aplicó para identificar la superposición de efectos a partir de los 
escenarios de operación del sistema multi-acuífero, para concluir en que los 
efectos de la aplicación de una política no pueden evaluarse en el corto plazo, 
siendo importante el establecimiento de un horizonte de planeación a partir del 
concepto de tiempo adimensional. 

                                            
5 Tesis de Doctorado en Ingeniería. Posgrado en Ingeniería Agrícola y Uso Integral del Agua. 
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Palabras clave: modelo de gestión de agua subterránea; método de la matriz de 
coeficientes de respuesta; optimización; escenarios; hundimientos. 

4.2. Abstract 

Management models have been widely applied to obtain optimal pumping 
strategies for subsidence control, but most of them do not explicitly incorporate 
subsidence within the model constraints and disregard the transient effect on 
aquitard storage when considering that the disturbance at the aquifer-aquitard 
interface runs completely through the entire thickness of the aquitard. In this 
publication, scenarios are analyzed to evaluate subsidence in a multi-aquifer 
system that allow proposing management schemes with the support of an 
optimization model for groundwater management; The scenarios considered 
integrated pumping schemes with information on the extraction volumes of the 
Chalco-Amecameca aquifer. For the optimal scenario, it was possible to 
determine a pumping scheme that restricts drawdown to 10 meters and 
maximizes pumping to 2.6 million cubic meters per year on average, causing 
subsidence in the aquitard of the order of 16.6 centimeters in the planning horizon. 
The methodology was applied to identify the overlapping of effects from the 
operating scenarios of the multi-aquifer system, to conclude that the effects of the 
application of a policy cannot be evaluated in the short term, being important the 
establishment of a horizon planning based on the concept of dimensionless time. 

Keywords: groundwater management model; response coefficient matrix 
method; optimization; scenarios; subsidence. 

 

4.3. Introducción 

La sobreexplotación del agua subterránea ocasiona subsidencia (hundimiento del 

terreno), generando múltiples efectos adversos, desde cuantiosos daños a la 

infraestructura hasta un agotamiento gradual de la capacidad de almacenamiento 

del sistema hidrogeológico (Galloway y Burbey, 2011; Bagheri, et al., 2019). Cada 

uno de estos procesos ocurre de manera gradual dependiendo de las 

características del sistema hidrogeológico; las escalas de tiempo involucradas en 

la respuesta del sistema ante las perturbaciones antropogénicas pueden ser muy 

grandes y diversas (Rousseau-Gueutin et al., 2013; Currell et al., 2016) y el 

tiempo para que un acuitardo alcance el equilibrio ante una perturbación puede 

tomar cientos de años (Rudolph and Frind, 1991; Zapata-Norberto et al. 2018).  
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Los modelos de gestión han sido ampliamente aplicados para obtener estrategias 

de bombeo para el control de las subsidencias, pero la mayoría de ellos no 

incorporan explícitamente a la subsidencia dentro de las restricciones del modelo 

(Chang et al., 2011 y 2007, Psilovikos, 2006; Steinbrügge, 2005; Maddock, 1972). 

Gambolatti et al (1991) evaluó la subsidencia de un sistema multi-acuífero a partir 

de un modelo de la consolidación vertical unidimensional considerando el 

abatimiento a través del tiempo en el acuífero, mismo que fue utilizado como un 

dato de entrada para el modelo de consolidación vertical en cada acuitardo.  

Chang et al (2007) planteó un modelo de gestión para determinar el bombeo total 

óptimo sujeto a las restricciones de abatimiento y subsidencia; para evaluar la 

subsidencia, consideró la metodología propuesta por Tsai (2001) basada en la 

ecuación de consolidación unidimensional y asumió que el desplazamiento del 

suelo en la dirección vertical es mucho más grande que en la dirección horizontal, 

además, no simuló el efecto de rebote. La subsidencia fue calculada para cada 

periodo de tiempo y para el total del estrato. Chang et al (2011), modificó el 

modelo desarrollado previamente para cuantificar la relación entre la subsidencia 

y el abatimiento, al considerar el compartimiento elástico e inelástico de la 

subsidencia del suelo debido al bombeo dentro de la ecuación de consolidación 

unidimensional; para este fin, asumió que la subsidencia es proporcional al 

cambio en el abatimiento y que la proporción de la compactación elástica a 

inelástica por unidad de incremento en el abatimiento es 𝛼 (𝛼 ≪ 1). 

En ambos trabajos despreciaron el efecto transitorio en el acuitardo, es decir, 

supusieron que el tiempo requerido para que una perturbación (abatimiento) se 

transmita a todo el espesor del acuitardo, es mucho menor al paso de tiempo 

empleado en el modelo de optimización. Sin embargo, esto no es aplicable en 

sistemas hidrogeológicos que incluyen acuitardos altamente compresibles como 

los que se encuentran en la Ciudad de México, en los que el tiempo de respuesta 

del acuitardo puede ser de cientos de años (Rudolph and Frind, 1991; Ortega-

Guerrero et al., 1999; Zapata-Norberto et al., 2018). 
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Zapata-Norberto et al (2019 y 2018) desarrolló un algoritmo de subsidencia no 

lineal para evaluar la consolidación del acuitardo en un sistema multi-acuífero; 

esta propuesta tomó como base el algoritmo de Neuman et al (1982), el cual fue 

modificado por Rudolph y Frind (1991). Se consideró que los parámetros 

hidrogeológicos dependen del esfuerzo efectivo, lo que se induce la característica 

no lineal al modelo. Su aplicación tomó las características del acuitardo lacustre 

de la Ciudad de México. 

Por su parte, Díaz-Nigenda et al (2022) planteó una propuesta metodológica para 

identificar el efecto transitorio en un acuitardo e incluirlo en un modelo de gestión 

de agua subterránea para un sistema multi-acuífero, considerando el 

hundimiento del terreno inducido por el bombeo; esta metodología, toma la teoría 

de Bredehoeft y Pinder (1970) y, para poder aplicarla en acuitardos altamente 

compresibles, se consideró la propagación del abatimiento a través del acuitardo, 

mediante el Teorema de Duhamel. El modelo integró tres módulos que analizan 

la optimización del sistema, el transitorio del acuitardo y el cálculo del 

hundimiento. 

En esta publicación, se analizan escenarios para evaluar la subsidencia en un 

sistema multi-acuífero que permitan plantear esquemas de manejo con el apoyo 

de un modelo de optimización para la gestión del agua subterránea; para este fin, 

se utilizó la metodología propuesta por Díaz-Nigenda et al (2022). 

Actualmente, existen altas posibilidades de aplicación de estos modelos de 

gestión en los acuíferos de México, y más aún donde la explotación del agua 

subterránea se realiza sin ninguna restricción en el uso del agua y en zonas de 

escasez, donde su disponibilidad se encuentra ya condicionada por los altos 

niveles de sobreexplotación. 

4.4. Materiales y métodos 

Para aplicar la metodología, se consideraron algunas de las características del 

sistema multi-acuífero Chalco-Amecameca y se aplicaron al modelo propuesto. 
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4.4.1. Comprobación del funcionamiento del sistema 

Para evaluar que la respuesta del sistema multi-acuífero planteado por Díaz-

Nigenda et al (2022) fuera hidrológicamente razonable en el horizonte de 

planeación, se revisaron las condiciones de frontera definidas originalmente; de 

esta manera, las fronteras de carga constante (tipo Dirichlet) se compararon con 

fronteras mixtas o de carga remota (GHB). Se consideraron intervalos de tiempo 

de 1 año y se determinó, a partir del tiempo adimensional de Bredehoeft y Pinder 

(1970) y de las características hidrogeológicas del acuitardo, un horizonte de 

planeación de 50 años. 

Para el acuitardo, se tomó un espesor, 𝑏′, de 40 m, una conductividad hidráulica, 

𝐾′, de 1𝑥10−8 𝑚/𝑠, y 𝑆𝑠′  = 0.02 𝑚−1. 

A partir de la teoría de la hidráulica de pozos en un acuífero confinado, con las 

ecuaciones (79 y 80) se determinó la tasa de propagación radial de un pulso de 

presión o abatimiento: 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
=√

𝑢𝑓𝑇

𝑆𝑡
 (79) 

𝑢𝑓 =
𝑆𝑟2

4𝑇𝑡
 (80) 

Donde es 𝑇 la transmisividad del acuífero; 𝑆 es el coeficiente de almacenamiento 

en el acuífero, 𝑡 es el tiempo; y 𝑟 es la distancia radial desde el pozo de bombeo. 

4.4.2. Definición de los escenarios de gestión del agua subterránea 

A partir de la información de los volúmenes concesionados del Registro Público 

de Derechos de Agua (REPDA) de la Comisión Nacional del Agua (CONAGUA), 

para el acuífero Chalco-Amecameca, se diseñaron dos esquemas de bombeo a 

lo largo del horizonte de planeación. Para asignar los volúmenes de bombeo al 
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modelo se consideró una asignación como proporción del área6 a partir de la 

información para el acuífero Chalco-Amecameca.  

4.4.3. Aplicación de la metodología para analizar la subsidencia 

De acuerdo con la propuesta metodológica de Díaz-Nigenda et al (2022), a partir 

de los coeficientes de respuesta, [𝛼(𝑚,𝑗,𝑘)], se calcularon los caudales óptimos de 

operación de los pozos de bombeo en el acuífero considerando la función objetivo 

planteada en la ecuación (81) la cual permitió maximizar el caudal de bombeo en 

el sistema sujeta, inicialmente, a restricciones de abatimiento, para 

posteriormente evaluar el hundimiento del terreno. 

𝑍 =𝑚𝑎𝑥 { ∑ ∑ 𝑄(𝑗,𝑘)

𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜

𝑘=1

𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜

𝑗=1

} (81) 

Donde, 𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜 es el número de pozos de bombeo; 𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 es el número de 

intervalos de tiempo; 𝑄(𝑗,𝑘) es el bombeo del j-ésimo pozo durante el k-ésimo 

intervalo de tiempo [L3T-1]; 𝑍 es el máximo caudal de bombeo que se puede 

extraer de los 𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜 del sistema multi-acuífero en 𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 intervalos de tiempo. El 

abatimiento, 𝑠(𝑚), en el m-ésimo punto de control (pozo de observación) dentro 

del acuífero, fue determinado con la ecuación (82): 

𝑠(𝑚) = ∑ ∑

(

 𝛼[𝑚,𝑗,𝑘]𝑄[𝑗,1] +∑𝛼[𝑚,𝑗,(𝑘−𝑝)]∆𝑄[𝑗,(𝑝+1)]

𝑘−1

𝑝=1
𝑝<𝑘 )

 

𝑁𝑝𝑜𝑧𝑜

𝑗=1

𝑁𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜

𝑘=1

 (82) 

Donde, 𝑠(𝑚,𝑘) es el abatimiento en el m-ésimo punto de control en el k-ésimo 

periodo de tiempo, [L]; 𝑄(𝑗,𝑘) es el bombeo del j-ésimo pozo durante el k-ésimo 

periodo de tiempo [L3T-1]; ∆𝑄(𝑗,𝑘) es el incremento en el caudal de bombeo del j-

ésimo pozo observado en el k-ésimo periodo de tiempo [L3T-1]; y, 𝛼(𝑚,𝑗,𝑘) es el 

                                            
6 Consultados en: 

http://sina.conagua.gob.mx/sina/tema.php?tema=acuiferos&ver=reporte&o=1&n=nacional, 

http://sina.conagua.gob.mx/sina/tema.php?tema=acuiferos&ver=reporte&o=1&n=nacional
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coeficiente de respuesta que representa el abatimiento del m-ésimo punto de 

control debido a un bombeo de un caudal unitario del j-ésimo pozo durante el k-

ésimo periodo de tiempo, [L-2T1]. 

De acuerdo con Bredehoeft y Pinder (1970), con la ecuación (83), se 

determinaron los valores del abatimiento en diferentes posiciones, 𝑧, dentro del 

acuitardo, en cada intervalo de tiempo:  

𝑠′(𝑚,𝑘) = 𝑆0∑{𝑒𝑟𝑓 [
(2𝑛 + 1) + 𝑧/𝑏′

(4𝑡∗)1/2
] − 𝑒𝑟𝑓 [

(2𝑛 + 1) − 𝑧/𝑏′

(4𝑡∗)1/2
]}

∞

𝑛=0

 (83) 

Donde, 𝑆0 es el cambio en el abatimiento inicial en el límite entre el acuífero y el 

acuitardo producto del bombeo, en cada intervalo de tiempo; 𝑧 es la posición 

vertical dentro del acuitardo donde se calcula el valor del abatimiento; 𝑡∗ es el 

tiempo adimensional. 

La aplicación de esta ecuación quedó condicionada a un escenario donde el 

bombeo sufría incrementos o al menos se mantenía constante a lo largo del 

horizonte de planeación.  

Por otro lado, para determinar el flujo de agua, 𝑞′, hacia el acuífero producido por 

un cambio en el abatimiento inicial en la interfaz acuitardo-acuífero, se aplicó la 

ecuación (84): 

𝑞′ =
𝐾′𝑆0

𝑏′(𝜋𝑡∗)1/2
{1 + 2∑𝑒𝑥𝑝 [−

𝑛2

𝑡∗
]

∞

𝑛=1

} (84) 

A partir de las ecuaciones (85) y (86), se calcularon los hundimientos para cada 

uno de los puntos de control (pozos de observación); a medida que la 

perturbación se va propagando a través del acuitardo: 

𝛿𝑚,𝑘 = 𝐶𝑏 ∑𝑠𝑚,𝑘−𝑝+1

𝑘

𝑝=1

 (85) 
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Sujeto a   k ≤ 𝑁𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝐶𝑏 = 
𝜌𝑤𝑔

2𝜇 + 𝛾
Δ𝑏′ (86) 

donde, 𝛿(𝑚,𝑘) es el hundimiento calculado en el m-ésimo punto de control durante 

el k-ésimo periodo de tiempo; 𝐶𝑏  es el coeficiente que representa el hundimiento 

en el m-ésimo punto de control considerando un abatimiento unitario uniforme en 

el segmento ∆𝑏′; 𝜌𝑤 , 𝑔, ∆𝑏
′ son la densidad del agua, la aceleración de la 

gravedad, la longitud del segmento en los que se divide el acuitardo en el m-

ésimo punto de control, respectivamente; 𝜇 𝑦 𝜆 son las constantes de Lame. 

Para esta parte de la metodología, al suponer que Δ𝑏′ es constante, se 

determinaron las áreas bajo de la curva de abatimientos para cada uno de los 

𝑁𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 en el k-ésimo periodo de tiempo en que divide el acuitardo y se 

comparó con los obtenidos en el periodo k+1-ésimo periodo de tiempo, si 

(𝐴𝑟𝑒𝑎𝑘+1 > 𝐴𝑟𝑒𝑎𝑘)𝑁𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 , con esto, en algunos intervalos de tiempo, se 

consideran algunos de los segmentos del acuitardo dentro del cálculo del 

hundimiento (Figura 16). 
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Figura 16. Representación de los casos para considerar las áreas bajo la curva 
de abatimientos en el cálculo del hundimiento. 

 

Este análisis, se retomó para aplicar la teoría propuesta por Leake, mencionado 

por Chang et. al (2011), donde la relación entre el hundimiento y el cambio en el 

abatimiento podría simplificarse como se indica en la Figura 17, donde 𝛥ℎ𝑝 (𝑙, 𝑘, 𝑡) 

es la diferencia entre la carga hidráulica inicial y la carga hidráulica de 

preconsolidación al final del t-ésimo período de tiempo. Un valor positivo de 𝛥ℎ𝑝 

indica que la carga hidráulica inicial es mayor que la carga hidráulica de 

preconsolidación.  
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Figura 17. Relación entre el abatimiento y la subsidencia, tomada de Chang et 
al. (2011). 

Cuando el abatimiento aumenta de 𝛥ℎ(𝑙, 𝑘, 𝑡 − 1) a 𝛥ℎ𝑝(𝑙, 𝑘, 𝑡 − 1) durante el t-

ésimo período de tiempo (segmento de línea AB), la compactación del suelo es 

elástica y es proporcional o casi proporcional al cambio en abatimiento. Sin 

embargo, si el abatimiento aumenta continuamente y está más allá de 

𝛥ℎ𝑝(𝑙, 𝑘, 𝑡 − 1) durante el t-ésimo período de tiempo, se producirá la 

compactación del suelo inelástica y permanente (segmento de línea BC). La 

compactación por unidad de incremento en el abatimiento en el rango inelástico 

es considerablemente mayor (un orden de magnitud) que el del rango elástico. A 

diferencia de la compactación elástica, la relación entre la compactación 

inelástica y el cambio en el abatimiento no es lineal, lo que significa que la 

pendiente del segmento BC no es constante, sino una función de esfuerzo 

efectivo (𝜎𝑒). Este supuesto no producirá un error significativo para los 

sedimentos profundos porque el cambio de esfuerzo efectivo (o reducción) es 

mucho menor que el esfuerzo total. Para los sedimentos poco profundos, la 

compactación inelástica se sobreestimará ligeramente. En la compactación 

inelástica, 𝛥ℎ𝑝 aumenta simultáneamente con el aumento en el abatimiento. Al 

final del período de tiempo, 𝛥ℎ𝑝(𝑙, 𝑘, 𝑡) es igual a 𝛥ℎ(𝑙, 𝑘, 𝑡). Si la reducción 

disminuye de 𝛥ℎ(𝑙, 𝑘, 𝑡) a 𝛥ℎ(𝑙, 𝑘, 𝑡 + 1) durante el (t+1) ésimo período de tiempo 

debido a la recuperación del nivel freático, la expansión elástica del suelo (o 
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rebote) ocurrirá (segmento de línea CD). Al igual que la compactación elástica, 

la expansión elástica es proporcional o casi proporcional al cambio en la 

reducción. Además, la pendiente del segmento de línea CD es aproximadamente 

igual a la del segmento de línea AB con signo opuesto.  

A través de Leake (1990), con la ecuación (87) se puede estimar el tiempo 

requerido para que se disipe el 93% del exceso de presión de poro luego de un 

cambio en la carga hidráulica en la interfase acuífero-acuitardo: 

𝜏𝑣 = 
𝑆𝑠 (

𝑏′

2)
2

𝐾𝑣
′  

(87) 

4.4.4. Aplicación del Teorema de Duhamel 

Cuando el escenario integraba reducciones en el bombeo como parte de una 

estrategia para evaluar el comportamiento del sistema, el cálculo del abatimiento 

en diferentes posiciones, 𝑧, dentro del acuitardo fue ajustado mediante la 

aplicación del Teorema de Duhamel a partir de la teoría integro-diferencial 

planteada por Herrera y Figueroa (1969), Herrera (1970) y Herrera y Rodarte 

(1973) que analizaba un sistema multi-acuífero conformado por dos acuíferos 

separados por un acuitardo: 

𝜕2𝑠1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑠1
𝜕𝑦2

+
𝐾′

𝑇1
(
𝜕𝑠1
𝜕𝑧
)
𝑧=0

=
1

𝛼1

𝜕𝑠1
𝜕𝑡

 (88) 

𝜕2𝑠′

𝜕𝑧2
=
1

𝛼′
𝜕𝑠′

𝜕𝑡
 (89) 

𝜕2𝑠2
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑠2
𝜕𝑦2

+
𝐾′

𝑇2
(
𝜕𝑠1
𝜕𝑧
)
𝑧=𝑏′

=
1

𝛼2

𝜕𝑠2
𝜕𝑡

 (90) 

Con las siguientes condiciones de frontera e iniciales: 

𝑠′(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 𝑠1(𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑠′(𝑥, 𝑦, 𝑏′, 𝑡) = 𝑠2(𝑥, 𝑦, 𝑡) (91) 

𝑠1(𝑥, 𝑦, 0) = 0 𝑠2(𝑥, 𝑦, 0) = 0 𝑠′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0 (92) 
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A partir de la ecuación (89) y de las condiciones de frontera e iniciales de las 

ecuaciones (91) y (92), se planteaba, para calcular el abatimiento en el acuitardo: 

𝑠′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∫
𝜕𝑠1
𝜕𝑡
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝜏) 𝑢(𝑧, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

+∫
𝜕𝑠2
𝜕𝑡
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝜏) 𝑣(𝑧, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 (93) 

Para el sistema analizado, la ecuación (93) se simplificó de la siguiente manera:  

𝑠′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∫
𝜕𝑠1
𝜕𝑡
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝜏) 𝑢(𝑧, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 (94) 

En esta investigación, se aplicó la siguiente forma discretizada de la ecuación 

(94) con el apoyo de las ecuaciones (95 – 100), considerando que 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡: 

𝑠′(𝑧, 𝑡) = ∑
𝑠(𝑡+∆𝑡−𝜏𝑗) − 𝑠(𝑡−𝜏𝑗)

∆𝑡
𝑢(𝑧, 𝜏𝑗)∆𝜏

𝑛+1

𝑗=1

 (95) 

𝑢(𝑧, 𝜏) = 1 − 𝑧𝐷 − 2∑[
𝑒−𝑛

2𝜋2𝑡𝐷

𝑛𝜋
] sin(𝑛𝜋𝑧𝐷)

∞

𝑖=1

 (96) 

𝑛 =
𝑡

𝜏
 (97) 

𝑧𝐷 =
𝑧

𝑏′
 (98) 

𝑡𝐷 = 𝛼
′
𝜏

𝑏′2
 (99) 

𝛼′ =
𝐾′

𝑆𝑠
′ (100) 

Donde 𝑠1 y 𝑠2 es el abatimiento en el acuífero 1 y 2 respectivamente; 𝑠′ es el 

abatimiento en el acuitardo; 𝑇1 y 𝑇2 es la transmisividad del acuífero 1 y 2 

respectivamente; 𝐾′ es la conductividad hidráulica en el acuitardo; 𝑡 es el tiempo; 

𝑆𝑠
′ es el almacenamiento específico en el acuitardo; 𝑏′ es el espesor del 

acuitardo; 𝜏 es el tiempo del subintervalo dentro del tiempo 𝑡; y, 𝑛 es el número 

de subintervalos dentro del 𝑡. 
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4.5. Resultados y discusión 

La consulta del Registro Público de Derechos de Agua (REPDA) para el acuífero 

Chalco-Amecameca arrojó un volumen de bombeo (concesionado) de 99.5 

millones de metros cúbicos, mientras que la superficie de este acuífero es de 

942.19 km2. En la Figura 18, se muestra el esquema de bombeo definido para el 

modelo en los primeros 25 años del horizonte de planeación; este esquema sirvió 

de base para el diseño de los escenarios de análisis. 

 
Figura 18. Esquema de bombeo a partir de los volúmenes concesionados en el 
acuífero Chalco Amecameca. 
 

A partir del concepto de tiempo adimensional, 𝑡∗, de Bredehoeft y Pinder (1970) 

y de las características del acuitardo, se comprobó que en un tiempo de 50.7 

años se alcanza un flujo establecido de agua a través del acuitardo hacia el 

acuífero; este análisis permitió establecer un horizonte de planeación de 50 años 

para incluir el efecto transitorio del almacenamiento del acuitardo en un modelo 

de gestión del agua subterránea. Por el contrario, en el acuífero se estimó un 

tiempo que varía de 90 a 340 segundos cuando se alcanza el flujo establecido 

en él; estos tiempos del acuífero contrastan en varias órdenes de magnitud con 

el manejado en el acuitardo. 
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Esta diferencia en los tiempos de respuesta dentro del sistema también lleva a 

determinar diferentes velocidades de propagación de un pulso de presión o 

abatimiento dentro del sistema. Dentro del acuitardo, esta velocidad de 

propagación es del orden de 5 m/año, mientras que en el acuífero se estima de 

23 x 106 m/año. 

Para conocer el efecto de las fronteras del modelo de simulación numérica a 

través del tiempo y evaluar que la respuesta del sistema fuera hidrológicamente 

razonable en el horizonte de planeación, se revisaron las condiciones de frontera 

definidas originalmente; por lo que las fronteras de carga constante (tipo Dirichlet) 

se compararon con fronteras mixtas o de carga remota (GHB).  

De esta manera, en la Figura 19 se muestran los volúmenes de agua aportados 

por la frontera de carga constante y por el almacenamiento a lo largo del horizonte 

de planeación en el escenario tendencial; bajo estas condiciones, en el año 5 se 

observa que el almacenamiento alcanza una aportación máxima del orden de 

497 miles de metros cúbicos, para posteriormente decaer hasta 73 miles de 

metros cúbicos, que demuestra el flujo establecido entre el acuitardo y el acuífero; 

resalta que hasta el año 5, el almacenamiento del acuitardo aporta del orden del 

23% de la extracción total y a lo largo del horizonte de planeación su aportación 

es del 6% aproximadamente. Este comportamiento del sistema induce 

abatimientos máximos del orden de 13 metros, valor observado en el punto de 

control PC-a.  
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Figura 19. Funcionamiento del sistema bajo condiciones de frontera de carga 
constante (valores de abatimiento observados en el punto de control PC-a). 
 

En la Figura 20, se muestra el funcionamiento del sistema considerando fronteras 

de carga remota; aunque se puede apreciar un comportamiento similar en ambos 

casos, existen diferencias en los volúmenes de agua que aportan tanto el 

almacenamiento como la frontera de carga remota. En todo el horizonte de 

planeación el almacenamiento aporta el 8% de la extracción total del agua del 

sistema, alcanzando su máximo en el año 5 con 622 miles de metros cúbicos. 

Para el caso de esta frontera, se observa que la aportación del almacenamiento 

es mayor al 25% para los primeros 5 años de funcionamiento. El abatimiento 

registrado en el punto de control PC-a con este funcionamiento del sistema es 

del orden de 13 metros.  



 

88 

 
Figura 20. Funcionamiento del sistema bajo condiciones de frontera de carga 
remota -GHB (valores de abatimiento y carga hidráulica observados en el PC-a). 
 

Tanto en las figuras 19 y 20 puede apreciarse que la máxima tasa de cambio del 

abatimiento dentro del acuífero se presenta en los años 4 y 5, y a partir del año 

10 se estabiliza su funcionamiento con tasas del orden de centímetros por año. 

El abatimiento máximo alcanzado en los 50 años del horizonte de planeación es 

del orden de 13 metros. En el Cuadro 13 se concentran algunos de los valores 

determinados para las dos condiciones de frontera analizadas anteriormente.  

Cuadro 13. Valores de las entradas al sistema, abatimientos (s) y cargas 
hidráulicas (h) determinados en cada tipo de condición de frontera (punto de 
control: PC-a)  

Año 

Frontera tipo mixta Frontera tipo Dirichlet 

Entradas (miles m3) s 
(m) 

h 
(m) 

Entradas (miles m3) s 
(m) 

h 
(m) Ss GHB Totales Ss H cte Totales 

1 15.9 0.4 16.3 0.1 1499.9 4.2 12.1 16.3 0.1 1499.9 

5 622.1 1,590.5 2,212.6 11.1 1,488.9 497.2 1,715.4 2,212.6 11.0 1,489.0 

10 335.1 2,180.1 2,515.2 12.9 1,487.1 249.6 2,265.6 2,515.2 12.7 1,487.3 

20 205.1 2,363.3 2,568.4 13.3 1,486.7 151.6 2,416.7 2,568.3 13.1 1,486.9 

25 185.6 2,428.0 2,613.6 13.5 1,486.5 136.5 2,477.1 2,613.6 13.3 1,486.7 

30 159.7 2,453.9 2,613.6 13.5 1,486.5 116.8 2,496.8 2,613.6 13.3 1,486.7 

40 126.3 2,487.3 2,613.6 13.5 1,486.5 91.9 2,521.7 2,613.6 13.3 1,486.7 

50 101.5 2,512.1 2,613.6 13.6 1,486.4 73.5 2,540.1 2,613.6 13.3 1,486.7 
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Realizando una prueba de hipótesis, donde 𝐻0: 𝜇𝐻𝐶𝑇𝐸 = 𝜇𝐺𝐻𝐵, y con el estadístico 

|𝑡0| > 𝑡𝑔𝑙
0.975 para rechazar la hipótesis nula, se pudo comprobar que no existe una 

diferencia significativa entre los valores del abatimiento calculados en cada tipo 

de condición de frontera por lo que son estadísticamente iguales a un nivel de 

confianza del 95%, esto debido a: |𝑡0| = 0.283 y 𝑡 = 1.984. Para el caso de las 

entradas de agua del almacenamiento, los datos indican que existe una 

diferencia significativa entre los valores calculados en cada tipo de condición de 

frontera, por lo que se rechazó la hipótesis nula con un nivel de confianza del 

95%, esto es, |𝑡0| = 2.687 y 𝑡 = 1.986. Con este análisis pudo comprobarse que 

el cambio en la condición de frontera afecta los flujos de agua al interior del 

sistema, pero los abatimientos provocados se mantienen estadísticamente 

iguales. 

Escenario tendencial.  

El esquema de bombeo planteado en este escenario no considera incrementos 

en el volumen de extracción en lo que resta del horizonte de planeación, por lo 

que el valor del año 25 se mantiene constante, tal y como se muestra en la Figura 

21. 



 

90 

  
Figura 21. Esquema de bombeo en cada pozo de extracción considerado en el 
escenario tendencial (cifras en m3). 
 

Los abatimientos que se inducen en el acuífero con el esquema de bombeo 

planteado se indican en la Cuadro 14. 

Cuadro 14. Escenario tendencial: abatimientos registrados en el acuífero en los 
puntos de control en el horizonte de planeación (cifras en metros).  

Punto de 
control 

Años 

1 10 20 30 40 50 

PC-a 0.080 12.719 13.063 13.320 13.338 13.352 

PC-b 0.027 4.320 4.456 4.551 4.562 4.570 

PC-c 0.011 1.760 1.813 1.851 1.855 1.857 

PC-d 0.005 0.996 1.081 1.123 1.139 1.150 

PC-e 0.004 0.719 0.768 0.794 0.803 0.809 

PC-f 0.015 2.609 2.741 2.817 2.835 2.849 

PC-g 0.007 1.167 1.234 1.271 1.281 1.289 

PC-h 0.003 0.479 0.503 0.517 0.520 0.523 

 

En este escenario se resalta que, aunque el bombeo se mantiene constante en 

los últimos 25 años, el abatimiento sigue incrementándose a una tasa que varía 

de 0.3 a 3.2 por ciento. Este comportamiento del abatimiento en el acuífero 
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provoca un efecto transitorio en el acuitardo, por lo que en la Figura 22 se muestra 

este efecto medido en el punto de control PC-a; puede apreciarse que es en el 

año 50 cuando el flujo de agua entre el acuitardo y el acuífero se encuentra en 

un estado estacionario. 

 
Figura 22. Abatimientos en el acuitardo a lo largo del horizonte de planeación en 
el escenario tendencial, medido en el punto de control PC-a. 
 

Las Figuras 23 y 24 muestran el comportamiento del hundimiento dentro del 

acuitardo a lo largo del horizonte de planeación; se determinó que el hundimiento 

total es superior a los 17 centímetros a una tasa promedio del hundimiento de 

0.34 cm/año, utilizándose valores de las constantes de Lame de: 𝜇 = 5𝑥106 y 𝜆 =

5𝑥106. En la misma Figura 24, se concentran las tasas de hundimientos anuales, 

las cuales presentan valores extremos de 5.13 cm/año en el año 5 y de 0.01 

cm/año en el año 50; se vincula este comportamiento a los incrementos de los 

caudales de extracción al inicio del horizonte de planeación. 
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Figura 23. Hundimientos en el acuitardo a lo largo del horizonte de planeación 
en el escenario tendencial, medido en el punto de control PC-a. 
 

 
Figura 24. Hundimiento total y tasa de hundimiento en el acuitardo a lo largo del 
horizonte de planeación, medido en el punto de control PC-a. 
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Escenario óptimo.  

Este escenario está integrado con un esquema de bombeo óptimo a partir del 

año 26, con el que se garantiza un abatimiento no mayor de 10 metros en los 

puntos de control; esta restricción de abatimiento fue determinada a partir del 

escenario tendencial donde se alcanzaban abatimientos máximos de 13 metros 

en el punto de control PC-a en el horizonte de planeación. Con este criterio, los 

pozos de bombeo B y C, incrementan el caudal de extracción para alcanzar la 

restricción de abatimiento, tal y como se muestra en la Figura 25. 

 
Figura 25. Esquema de bombeo en cada pozo de extracción considerado en el 
escenario óptimo (cifras en hm3). 

En el Cuadro 15 se concentran los valores de los abatimientos calculados en el 

horizonte de planeación para este escenario. El abatimiento máximo en el 

acuífero se alcanza en el año 25; a partir de ese año, los caudales de extracción 

se ajustan para cumplir con la restricción de abatimiento de 10 metros; al final del 

horizonte de planeación aún no se logra cumplir con la restricción debido al efecto 

provocado por la extracción durante los primeros 25 años. 
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Cuadro 15. Escenario óptimo: abatimientos registrados en los puntos de control 
del acuífero en el horizonte de planeación (cifras en metros). 

Punto de 
control 

Años 

1 10 20 30 40 50 

PC-a 0.080 12.719 13.063 10.122 10.047 10.032 

PC-b 0.027 4.320 4.456 10.073 10.028 10.019 

PC-c 0.011 1.760 1.813 9.962 10.010 10.007 

PC-d 0.005 0.996 1.081 2.050 2.118 2.145 

PC-e 0.004 0.719 0.768 2.096 2.142 2.158 

PC-f 0.015 2.609 2.741 2.825 2.862 2.881 

PC-g 0.007 1.167 1.234 2.943 2.986 3.003 

PC-h 0.003 0.479 0.503 2.159 2.185 2.191 

 

El abatimiento inducido por el esquema de bombeo propuesto provoca el efecto 

transitorio en el acuitardo que se muestra en la Figura 26 para el punto de control 

PC-a; resalta que a partir del año 26 el funcionamiento del sistema induce un 

abatimiento de 10 metros, mismo que se extiende hasta el año 50; al menos, 

durante el horizonte de planeación, el abatimiento empieza a estabilizarse. 

 
Figura 26. Abatimiento en el acuitardo a lo largo del horizonte de planeación en 

el escenario óptimo, medido en el punto de control PC-a (𝜏 = 0.5). 
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En la misma Figura 26, pueden observarse 2 etapas de funcionamiento del 

sistema; la primera, delimitada por los abatimientos incrementales hasta el año 

25, y la segunda a partir del año 26 cuando el sistema tiende a reacomodar su 

funcionamiento hasta alcanzar un abatimiento de 10 metros en la interfase 

acuífero-acuitardo. Estos resultados fueron obtenidos al aplicar lo comentado en 

los apartados 4.4.3 y 4.4.4. 

Este comportamiento de abatimiento provoca un hundimiento máximo del orden 

de 15.6 centímetros en todo el horizonte de planeación; en la etapa 1 se registra, 

en promedio, una tasa de hundimiento de 0.61 cm/año, mientras que en la etapa 

2 la tasa de hundimiento promedio es de 0.017 cm/año. 

Las Figuras 27 y 28 muestran el comportamiento del hundimiento parcial y total 

en el acuitardo. Se resalta en la Figura 28, que, aunque la medida de ajustar la 

extracción a un valor óptimo se implemente en el tiempo 26, los efectos en el 

acuitardo se resienten hasta el año 33; por lo que el establecimiento de una 

medida para contrarrestar el efecto del hundimiento en el acuitardo tardará 7 años 

al reflejar el impacto deseado. 

 
Figura 27. Hundimiento en el acuitardo a lo largo del horizonte de planeación, 
medido en el punto de control PC-a. 
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Figura 28. Hundimiento total en el acuitardo y tasa de hundimiento a lo largo del 
horizonte de planeación, medido en el punto de control PC-a. 
 

La Figura 29, se tiene la gráfica que relaciona el abatimiento y la subsidencia 

para las condiciones del modelo desarrollado. Haciendo una comparación entre 

ésta y la Figura 17, se detectan varios puntos de interés que permiten delimitar 

las zonas de compactación elástica e inelástica; de esta manera, hasta un 

abatimiento de 10.98 metros aproximadamente se tendrá la zona de 

compactación elástica con una tasa de compactación por unidad de abatimiento 

de 0.26 cm/m; la zona de compactación inelástica estaría delimitada hasta el 

abatimiento de 3.31 metros, con tasas de compactación de 1.14 cm/m.  
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Figura 29. Análisis de las relaciones entre el abatimiento y la subsidencia. 
 

Se estima que el tiempo requerido para que se disipe el 93% del exceso de 

presión de poro luego de un cambio en la carga hidráulica en la interfase acuífero-

acuitardo es de 25 años. 

Comparación del inicio de la implementación del bombeo óptimo como medida 

para controlar el hundimiento en el acuitardo.  

Para conocer el impacto de la implementación del bombeo óptimo como medida 

para controlar el hundimiento en el acuitardo, induciendo abatimientos de 10 

metros en el acuífero, se diseñó un escenario donde se evaluó el tiempo de inicio 

de la misma, considerando los años 6, 8, 10 y 26 del horizonte de planeación. En 

la Figura 26 se presentó el efecto transitorio en el acuitardo con la 

implementación del bombeo optimo en el año 26, mientras que en las Figuras 30 

– 32 se aprecian los efectos transitorios en el acuitardo a lo largo del horizonte 

de planeación con los tiempos de implementación de 10, 8 y 6 años 

respectivamente. 
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Los hundimientos totales alcanzados en el horizonte de planeación son de 12.9, 

13.2, 13.5 y 15.6 centímetros para los tiempos de implementación en los años 6, 

8, 10 y 26 respectivamente. El efecto del retardo determinado con el Teorema de 

Duhamel, puede apreciarse a partir del año 8, cuando el acuífero aún no 

encuentra el equilibrio durante su funcionamiento. En el año 25, el 

funcionamiento del acuífero prácticamente ha alcanzado el máximo abatimiento 

por lo que el hundimiento en el acuitardo tiene el mismo comportamiento, de esta 

manera el efecto de la implementación de la medida se manifiesta en el año 33, 

cuando no existe crecimiento en la tasa de hundimiento anual (Figura 34). 

En la Figura 33 se muestran los hundimientos en el acuitardo a lo largo del 

horizonte de planeación determinados en cada tiempo de implementación del 

bombeo óptimo para controlar el hundimiento. Cuando la medida es 

implementada en el año 26, el efecto transitorio en el acuitardo se estabiliza en 

el año 33 y se presenta una tasa de hundimiento anual de cero, por lo que el 

hundimiento máximo se ha alcanzado dentro del horizonte de planeación. Es 

conveniente resaltar que adelantar la implementación de la medida antes de que 

el funcionamiento del acuífero alcance el máximo abatimiento tiene un impacto 

del 15% en el hundimiento del acuitardo, pero sus efectos se seguirán presentado 

más allá del horizonte de planeación. 
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Figura 30. Abatimiento en el acuitardo a lo largo del horizonte de planeación en 
el escenario óptimo, medido en el punto de control PC-a con la medida 
implementada en el año 10. 
 

  
Figura 31. Abatimiento en el acuitardo a lo largo del horizonte de planeación en 
el escenario óptimo, medido en el punto de control PC-a con la medida 
implementada en el año 8. 
 



 

100 

  
Figura 32. Abatimiento en el acuitardo a lo largo del horizonte de planeación en 
el escenario óptimo, medido en el punto de control PC-a con la medida 
implementada en el año 6. 
 

  
Figura 33. Comparación de los hundimientos en el acuitardo con diferentes 
tiempos de implementación del bombeo óptimo como medida para controlar el 
hundimiento. 
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Figura 34. Comparación de las tasas de hundimiento en el acuitardo con 
diferentes tiempos de implementación del bombeo óptimo como medida para 
controlar el hundimiento. 
 

4.6. Conclusiones  

Tomando un sistema multi-acuífero integrado por un acuífero confinado y un 

acuitardo, se aplicó la metodología que permitió conocer el efecto transitorio 

dentro del acuitardo a partir del diseño de dos escenarios, tendencial y óptimo, 

en un modelo de gestión del agua subterránea; estos escenarios consideraron 

esquemas de bombeo integrados con información de los volúmenes de 

extracción del acuífero Chalco-Amecameca. Con la aplicación del tiempo 

adimensional de Bredehoeft y Pinder (1970) se determinó un horizonte de 

planeación mínimo de 50 años. Para tratar de evaluar el efecto del “rebote” en el 

cálculo del hundimiento en el acuitardo se calcularon las áreas bajo la curva de 

abatimiento en cada tiempo; es necesario ajustar el horizonte de planeación a un 

tiempo mayor para lograr que el abatimiento se estabilice. 

Al aplicar el algoritmo de optimización para el escenario óptimo, se logró 

determinar un esquema de bombeo que restringe el abatimiento a 10 metros y 

maximiza el bombeo a 2.6 millones de metros cúbicos por año en promedio. 
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Los esquemas de bombeo tendencial y óptimo propuestos ocasionan 

hundimientos en el acuitardo del orden 17 y 15.6 centímetros respectivamente; 

esta diferencia es consecuencia principalmente por el cálculo de las áreas bajo 

la curva de abatimientos y su comparación entre el k-ésimo y el t+1-ésimo periodo 

de tiempo determinados en el mismo segmento del acuitardo.  

El tiempo requerido para que se disipe el 93% del exceso de presión de poro 

luego de un cambio en la carga hidráulica en la interfase acuífero-acuitardo es 

de 25 años; en este tiempo, se provocaría un abatimiento de 13.31 metros y se 

induciría un cambio en el esfuerzo efectivo de (Δ𝜎𝑒) de 13,310 kg/m2 (130.5 

kN/m2). 

Para evaluar el efecto de la implementación del bombeo óptimo como medida 

para controlar el hundimiento en el acuitardo se comprobó que el efecto 

transitorio en el acuitardo se estabiliza en el año 33 y se presenta una tasa de 

hundimiento anual de cero, por lo que el hundimiento máximo se ha alcanzado 

dentro del horizonte de planeación; adelantar la implementación de la medida 

antes de que el funcionamiento del acuífero alcance el máximo abatimiento tiene 

un impacto del 15% en el hundimiento del acuitardo. Los hundimientos totales 

alcanzados en el horizonte de planeación son de 12.9, 13.2, 13.5 y 15.6 

centímetros para los tiempos de implementación en los años 6, 8, 10 y 26 

respectivamente. 

El efecto de las fronteras del modelo de simulación numérica a través del tiempo 

permitió evaluar una respuesta hidrológicamente razonable en el horizonte de 

planeación, comprobándose que el cambio en la condición de frontera afecta los 

flujos de agua al interior del sistema, pero los abatimientos provocados se 

mantienen estadísticamente iguales. Se estimaron tiempos de respuesta para 

alcanzar el flujo establecido que contrastan en varias órdenes de magnitud entre 

el acuitardo y el acuífero. Esta diferencia en los tiempos de respuesta dentro del 

sistema también lleva a determinar diferentes velocidades de propagación de un 

pulso de presión o abatimiento dentro del sistema. Dentro del acuitardo, esta 
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velocidad de propagación es del orden de 5 m/año, mientras que en el acuífero 

se estima de 23 x 106 m/año. 

La metodología de cálculo del efecto transitorio en el acuitardo a través del 

Teorema de Duhamel permitió evaluar de mejor manera el efecto del retraso del 

abatimiento en el acuífero a través del acuitardo. Aunque el análisis acá 

presentado considerado un 𝜏 = 0.5 , sería conveniente analizar para otros 

valores. 
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5. CONCLUSIONES GENERALES 

Los modelos de gestión del agua subterránea proporcionan información sobre la 

respuesta del sistema a las alternativas de explotación planteadas y son una 

buena herramienta para apoyar el manejo de un sistema de aguas subterráneas.  

Las posibilidades de aplicación de estos modelos de gestión en los acuíferos de 

México son muy grandes, y más aún donde la explotación del agua subterránea 

se realiza sin ninguna restricción en el uso del agua y en zonas de escasez, 

donde su disponibilidad se encuentra ya condicionada por los altos niveles de 

sobreexplotación. 

La propuesta metodológica expuesta en esta investigación permitió identificar e 

incluir el efecto transitorio en el almacenamiento de un acuitardo en un modelo 

de gestión del agua subterránea y evaluar el hundimiento inducido por el 

funcionamiento óptimo de un sistema multi-acuífero.  

A través del algoritmo de optimización se logró maximizar el caudal de extracción 

de los pozos de bombeo, y se comprobó la aplicación del método de la matriz de 

coeficientes de respuesta en la determinación de los abatimientos, que no 

excedieron de 10 y 15 metros en las etapas de realización de la investigación.  

La utilización de la solución analítica propuesta por Bredehoeft y Pinder en el 

análisis transitorio permitió conocer el efecto en el almacenamiento del acuitardo 

a través del abatimiento a diferentes profundidades del acuitardo. La 

implementación del tiempo adimensional definió el horizonte de planeación 

mínimo de análisis del sistema.  

Al dividir el acuitardo en segmentos permitió evaluar que el hundimiento en el 

acuitardo es del orden de 7 centímetros en los 3 años iniciales de análisis, mismo 

que puede crecer hasta 17 y 16 centímetros dependiendo del esquema de 

bombeo que se diseñe 
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6. RECOMENDACIONES Y FUTURAS INVESTIGACIONES 

Algunas recomendaciones para apoyar investigaciones futuras son: 

a. Enfoque metodológico. 

 Analizar la parte económica para la implementación de una alternativa de 

manejo dentro del modelo de gestión de aguas subterráneas, por lo que 

se deberá optimizar una función objetivo que minimice los costos de 

bombeo y costos sociales provocados por el hundimiento. 

 Mejorar la teoría inelástica de la consolidación para considerar de mejor 

manera el efecto de rebote en el análisis de los hundimientos. 

 Desarrollar funciones de respuesta que sustituyan los coeficientes de 

respuesta dentro del modelo de gestión del agua subterránea. 

b. Líneas a futuro. 

 Diseñar un modelo integrado que permita evaluar simultáneamente el 

abatimiento producido por los caudales óptimos, el análisis transitorio en 

el almacenamiento del acuitardo y los hundimientos. 

 Vincular la metodología dentro de un modelo estructurado en plataformas 

como el WEAP (Sistema de Evaluación y Planificación del Agua) para 

analizar sistemas integrados que incluyan tanto aguas superficiales como 

subterráneas. 

 Impulsar la integración de modelos de gestión de sistemas de aguas 

subterráneas para el desarrollo de estrategias de manejo. 

 Desarrollar herramientas que permitan evaluar el impacto de asignaciones 

futuras de agua subterránea a partir las extracciones unitarias. 

 Integrar criterios diferenciados de hundimiento máximo permitido en 

función del uso del suelo dentro del acuífero.
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7. APÉNDICES 

Apéndice 1. Desarrollo para el módulo de optimización. 

# Inicio 
!pip install ortools 
from ortools.linear_solver import pywraplp 
solver = pywraplp.Solver.CreateSolver('GLOP') 
 
# Definición de variables 
infinity = solver.infinity() 
x1_t1 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x1_t1') 
x2_t1 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x2_t1') 
x3_t1 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x3_t1') 
 
x1_t2 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x1_t2') 
x2_t2 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x2_t2') 
x3_t2 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x3_t2') 
 
x1_t3 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x1_t3') 
x2_t3 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x2_t3') 
x3_t3 = solver.IntVar(0.0, infinity, 'x3_t3') 
 
# Planteamiento de restricciones 
 
# Para el periodo de tiempo 1: 
solver.Add(CR[0][0]*x1_t1+CR[0][1]*x2_t1+CR[0][2]*x3_t1 <= 10) # Restricción punto 
control A 
solver.Add(CR[1][0]*x1_t1+CR[1][1]*x2_t1+CR[1][2]*x3_t1 <= 10) # Restricción punto 
control B 
solver.Add(CR[2][0]*x1_t1+CR[2][1]*x2_t1+CR[2][2]*x3_t1 <= 10) # Restricción punto 
control C 
solver.Add(CR[3][0]*x1_t1+CR[3][1]*x2_t1+CR[3][2]*x3_t1 <= 10) # Restricción punto 
control D 
solver.Add(CR[4][0]*x1_t1+CR[4][1]*x2_t1+CR[4][2]*x3_t1 <= 10) # Restricción punto 
control E 
solver.Add(CR[5][0]*x1_t1+CR[5][1]*x2_t1+CR[5][2]*x3_t1 <= 10) # Restricción punto 
control F 
solver.Add(CR[6][0]*x1_t1+CR[6][1]*x2_t1+CR[6][2]*x3_t1 <= 10) # Restricción punto 
control G 
solver.Add(CR[7][0]*x1_t1+CR[7][1]*x2_t1+CR[7][2]*x3_t1 <= 10) # Restricción punto 
control H 
 
# Para el periodo de tiempo 2: 
solver.Add(CR[8][0]*x1_t1+CR[8][1]*x2_t1+CR[8][2]*x3_t1+CR[8][3]*x1_t2+CR[8][4]*x2
_t2+CR[8][5]*x3_t2 <= 10) # Restricción punto control A 
solver.Add(CR[9][0]*x1_t1+CR[9][1]*x2_t1+CR[9][2]*x3_t1+CR[9][3]*x1_t2+CR[9][4]*x2
_t2+CR[9][5]*x3_t2 <= 10) # Restricción punto control B 
solver.Add(CR[10][0]*x1_t1+CR[10][1]*x2_t1+CR[10][2]*x3_t1+CR[10][3]*x1_t2+CR[10]
[4]*x2_t2+CR[10][5]*x3_t2 <= 10) # Restricción punto control C 
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solver.Add(CR[11][0]*x1_t1+CR[11][1]*x2_t1+CR[11][2]*x3_t1+CR[11][3]*x1_t2+CR[11]
[4]*x2_t2+CR[11][5]*x3_t2 <= 10) # Restricción punto control D 
solver.Add(CR[12][0]*x1_t1+CR[12][1]*x2_t1+CR[12][2]*x3_t1+CR[12][3]*x1_t2+CR[12]
[4]*x2_t2+CR[12][5]*x3_t2 <= 10) # Restricción punto control E 
solver.Add(CR[13][0]*x1_t1+CR[13][1]*x2_t1+CR[13][2]*x3_t1+CR[13][3]*x1_t2+CR[13]
[4]*x2_t2+CR[13][5]*x3_t2 <= 10) # Restricción punto control F 
solver.Add(CR[14][0]*x1_t1+CR[14][1]*x2_t1+CR[14][2]*x3_t1+CR[14][3]*x1_t2+CR[14]
[4]*x2_t2+CR[14][5]*x3_t2 <= 10) # Restricción punto control G 
solver.Add(CR[15][0]*x1_t1+CR[15][1]*x2_t1+CR[15][2]*x3_t1+CR[15][3]*x1_t2+CR[15]
[4]*x2_t2+CR[15][5]*x3_t2 <= 10) # Restricción punto control H 
 
# Para el periodo de tiempo 3: 
solver.Add(CR[16][0]*x1_t1+CR[16][1]*x2_t1+CR[16][2]*x3_t1+CR[16][3]*x1_t2+CR[16]
[4]*x2_t2+CR[16][5]*x3_t2+CR[16][6]*x1_t3+CR[16][7]*x2_t3+CR[16][8]*x3_t3 <= 10) # 
Restricción punto control A 
solver.Add(CR[17][0]*x1_t1+CR[17][1]*x2_t1+CR[17][2]*x3_t1+CR[17][3]*x1_t2+CR[17]
[4]*x2_t2+CR[17][5]*x3_t2+CR[17][6]*x1_t3+CR[17][7]*x2_t3+CR[17][8]*x3_t3 <= 10) # 
Restricción punto control B 
solver.Add(CR[18][0]*x1_t1+CR[18][1]*x2_t1+CR[18][2]*x3_t1+CR[18][3]*x1_t2+CR[18]
[4]*x2_t2+CR[18][5]*x3_t2+CR[18][6]*x1_t3+CR[18][7]*x2_t3+CR[18][8]*x3_t3 <= 10) # 
Restricción punto control C 
solver.Add(CR[19][0]*x1_t1+CR[19][1]*x2_t1+CR[19][2]*x3_t1+CR[19][3]*x1_t2+CR[19]
[4]*x2_t2+CR[19][5]*x3_t2+CR[19][6]*x1_t3+CR[19][7]*x2_t3+CR[19][8]*x3_t3 <= 10) # 
Restricción punto control D 
solver.Add(CR[20][0]*x1_t1+CR[20][1]*x2_t1+CR[20][2]*x3_t1+CR[20][3]*x1_t2+CR[20]
[4]*x2_t2+CR[20][5]*x3_t2+CR[20][6]*x1_t3+CR[20][7]*x2_t3+CR[20][8]*x3_t3 <= 10) # 
Restricción punto control E 
solver.Add(CR[21][0]*x1_t1+CR[21][1]*x2_t1+CR[21][2]*x3_t1+CR[21][3]*x1_t2+CR[21]
[4]*x2_t2+CR[21][5]*x3_t2+CR[21][6]*x1_t3+CR[21][7]*x2_t3+CR[21][8]*x3_t3 <= 10) # 
Restricción punto control F 
solver.Add(CR[22][0]*x1_t1+CR[22][1]*x2_t1+CR[22][2]*x3_t1+CR[22][3]*x1_t2+CR[22]
[4]*x2_t2+CR[22][5]*x3_t2+CR[22][6]*x1_t3+CR[22][7]*x2_t3+CR[22][8]*x3_t3 <= 10) # 
Restricción punto control G 
solver.Add(CR[23][0]*x1_t1+CR[23][1]*x2_t1+CR[23][2]*x3_t1+CR[23][3]*x1_t2+CR[23]
[4]*x2_t2+CR[23][5]*x3_t2+CR[23][6]*x1_t3+CR[23][7]*x2_t3+CR[23][8]*x3_t3 <= 10) # 
Restricción punto control H 
 
# Función objetivo 
solver.Maximize(x1_t1+x2_t1+x3_t1+x1_t2+x2_t2+x3_t2+x1_t3+x2_t3+x3_t3) 
 
#Solución 
status = solver.Solve() 
if status == pywraplp.Solver.OPTIMAL: 
         
    print('SOLUCIÓN:'); 
    print('Valor función objetivo = ',solver.Objective().Value()); 
    print('Valor de Q1 = ', x1_t1.solution_value()); 
    print('Valor de Q2 = ', x2_t1.solution_value()); 
    print('Valor de Q3 = ', x3_t1.solution_value()); 
     
    print('Valor de Q1 = ', x1_t2.solution_value()); 
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    print('Valor de Q2 = ', x2_t2.solution_value()); 
    print('Valor de Q3 = ', x3_t2.solution_value()); 
     
    print('Valor de Q1 = ', x1_t3.solution_value()); 
    print('Valor de Q2 = ', x2_t3.solution_value()); 
    print('Valor de Q3 = ', x3_t3.solution_value()); 
else: 
    print('No existe una solución óptima'); 
 
# Verificación de las restricciones con el caudal optimo 
 
# Para el periodo de tiempo 1: 
Abat_A_t1 = 
CR[0][0]*x1_t1.solution_value()+CR[0][1]*x2_t1.solution_value()+CR[0][2]*x3_t1.solutio
n_value() # Restricción punto control A 
Abat_B_t1 = 
CR[1][0]*x1_t1.solution_value()+CR[1][1]*x2_t1.solution_value()+CR[1][2]*x3_t1.solutio
n_value() # Restricción punto control B 
Abat_C_t1 = 
CR[2][0]*x1_t1.solution_value()+CR[2][1]*x2_t1.solution_value()+CR[2][2]*x3_t1.solutio
n_value() # Restricción punto control C 
Abat_D_t1 = 
CR[3][0]*x1_t1.solution_value()+CR[3][1]*x2_t1.solution_value()+CR[3][2]*x3_t1.solutio
n_value() # Restricción punto control D 
Abat_E_t1 = 
CR[4][0]*x1_t1.solution_value()+CR[4][1]*x2_t1.solution_value()+CR[4][2]*x3_t1.solutio
n_value() # Restricción punto control E 
Abat_F_t1 = 
CR[5][0]*x1_t1.solution_value()+CR[5][1]*x2_t1.solution_value()+CR[5][2]*x3_t1.solutio
n_value() # Restricción punto control F 
Abat_G_t1 = 
CR[6][0]*x1_t1.solution_value()+CR[6][1]*x2_t1.solution_value()+CR[6][2]*x3_t1.solutio
n_value() # Restricción punto control G 
Abat_H_t1 = 
CR[7][0]*x1_t1.solution_value()+CR[7][1]*x2_t1.solution_value()+CR[7][2]*x3_t1.solutio
n_value() # Restricción punto control H 
 
# Para el periodo de tiempo 2: 
Abat_A_t2 = 
CR[8][0]*x1_t1.solution_value()+CR[8][1]*x2_t1.solution_value()+CR[8][2]*x3_t1.solutio
n_value()+CR[8][3]*x1_t2.solution_value()+CR[8][4]*x2_t2.solution_value()+CR[8][5]*x3
_t2.solution_value() # Restricción punto control A 
Abat_B_t2 = 
CR[9][0]*x1_t1.solution_value()+CR[9][1]*x2_t1.solution_value()+CR[9][2]*x3_t1.solutio
n_value()+CR[9][3]*x1_t2.solution_value()+CR[9][4]*x2_t2.solution_value()+CR[9][5]*x3
_t2.solution_value() # Restricción punto control B 
Abat_C_t2 = 
CR[10][0]*x1_t1.solution_value()+CR[10][1]*x2_t1.solution_value()+CR[10][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[10][3]*x1_t2.solution_value()+CR[10][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
0][5]*x3_t2.solution_value() # Restricción punto control C 
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Abat_D_t2 = 
CR[11][0]*x1_t1.solution_value()+CR[11][1]*x2_t1.solution_value()+CR[11][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[11][3]*x1_t2.solution_value()+CR[11][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
1][5]*x3_t2.solution_value() # Restricción punto control D 
Abat_E_t2 = 
CR[12][0]*x1_t1.solution_value()+CR[12][1]*x2_t1.solution_value()+CR[12][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[12][3]*x1_t2.solution_value()+CR[12][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
2][5]*x3_t2.solution_value() # Restricción punto control E 
Abat_F_t2 = 
CR[13][0]*x1_t1.solution_value()+CR[13][1]*x2_t1.solution_value()+CR[13][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[13][3]*x1_t2.solution_value()+CR[13][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
3][5]*x3_t2.solution_value() # Restricción punto control F 
Abat_G_t2 = 
CR[14][0]*x1_t1.solution_value()+CR[14][1]*x2_t1.solution_value()+CR[14][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[14][3]*x1_t2.solution_value()+CR[14][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
4][5]*x3_t2.solution_value() # Restricción punto control G 
Abat_H_t2 = 
CR[15][0]*x1_t1.solution_value()+CR[15][1]*x2_t1.solution_value()+CR[15][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[15][3]*x1_t2.solution_value()+CR[15][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
5][5]*x3_t2.solution_value() # Restricción punto control H 
 
# Para el periodo de tiempo 3: 
Abat_A_t3 = 
CR[16][0]*x1_t1.solution_value()+CR[16][1]*x2_t1.solution_value()+CR[16][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[16][3]*x1_t2.solution_value()+CR[16][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
6][5]*x3_t2.solution_value()+CR[16][6]*x1_t3.solution_value()+CR[16][7]*x2_t3.solution
_value()+CR[16][8]*x3_t3.solution_value() # Restricción punto control A 
Abat_B_t3 = 
CR[17][0]*x1_t1.solution_value()+CR[17][1]*x2_t1.solution_value()+CR[17][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[17][3]*x1_t2.solution_value()+CR[17][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
7][5]*x3_t2.solution_value()+CR[17][6]*x1_t3.solution_value()+CR[17][7]*x2_t3.solution
_value()+CR[17][8]*x3_t3.solution_value() # Restricción punto control B 
Abat_C_t3 = 
CR[18][0]*x1_t1.solution_value()+CR[18][1]*x2_t1.solution_value()+CR[18][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[18][3]*x1_t2.solution_value()+CR[18][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
8][5]*x3_t2.solution_value()+CR[18][6]*x1_t3.solution_value()+CR[18][7]*x2_t3.solution
_value()+CR[18][8]*x3_t3.solution_value() # Restricción punto control C 
Abat_D_t3 = 
CR[19][0]*x1_t1.solution_value()+CR[19][1]*x2_t1.solution_value()+CR[19][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[19][3]*x1_t2.solution_value()+CR[19][4]*x2_t2.solution_value()+CR[1
9][5]*x3_t2.solution_value()+CR[19][6]*x1_t3.solution_value()+CR[19][7]*x2_t3.solution
_value()+CR[19][8]*x3_t3.solution_value() # Restricción punto control D 
Abat_E_t3 = 
CR[20][0]*x1_t1.solution_value()+CR[20][1]*x2_t1.solution_value()+CR[20][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[20][3]*x1_t2.solution_value()+CR[20][4]*x2_t2.solution_value()+CR[2
0][5]*x3_t2.solution_value()+CR[20][6]*x1_t3.solution_value()+CR[20][7]*x2_t3.solution
_value()+CR[20][8]*x3_t3.solution_value() # Restricción punto control E 
Abat_F_t3 = 
CR[21][0]*x1_t1.solution_value()+CR[21][1]*x2_t1.solution_value()+CR[21][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[21][3]*x1_t2.solution_value()+CR[21][4]*x2_t2.solution_value()+CR[2
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1][5]*x3_t2.solution_value()+CR[21][6]*x1_t3.solution_value()+CR[21][7]*x2_t3.solution
_value()+CR[21][8]*x3_t3.solution_value() # Restricción punto control F 
Abat_G_t3 = 
CR[22][0]*x1_t1.solution_value()+CR[22][1]*x2_t1.solution_value()+CR[22][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[22][3]*x1_t2.solution_value()+CR[22][4]*x2_t2.solution_value()+CR[2
2][5]*x3_t2.solution_value()+CR[22][6]*x1_t3.solution_value()+CR[22][7]*x2_t3.solution
_value()+CR[22][8]*x3_t3.solution_value() # Restricción punto control G 
Abat_H_t3 = 
CR[23][0]*x1_t1.solution_value()+CR[23][1]*x2_t1.solution_value()+CR[23][2]*x3_t1.sol
ution_value()+CR[23][3]*x1_t2.solution_value()+CR[23][4]*x2_t2.solution_value()+CR[2
3][5]*x3_t2.solution_value()+CR[23][6]*x1_t3.solution_value()+CR[23][7]*x2_t3.solution
_value()+CR[23][8]*x3_t3.solution_value() # Restricción punto control H 

 

Apéndice 2. Desarrollo para el cálculo del abatimiento en el acuífero. 

# Caudales para calcular el abatimiento 
import numpy as np 
periodosT = 50; 
NP = 3; 
NC = 8; 
suma = 0; 
deltaQ2=[ ]; 
for j in range (NP): 
    for k in range (periodosT): 
        if k == 0 : 
            deltaQ = Qsc[j][k] 
            deltaQ2.append(deltaQ) 
        elif k > 0 : 
            deltaQ = Qsc[j][k]-Qsc[j][k-1] 
            deltaQ2.append(deltaQ); 
deltaQ2_2 = np.array(deltaQ2).reshape(NP,periodosT); 
print(deltaQ2_2) 
 
# Cálculo del abatimiento 
import numpy as np 
periodosT = 50; 
NP = 3; 
NC = 8; 
suma = 0; 
sumaInc = 0; 
Abat2 =[]; 
Abat2_2=[]; 
 
for k in range (periodosT): 
    suma=0; 
    print('k=', k); 
    for m in range (NC): 
        print('m=', m); 
        suma=0; 



 

116 

        pp = k-1; 
        if pp >= 0 : 
            for j in range (NP): 
                print('j=', j); 
                sumaInc=0; 
                for p in range (k): 
                    Incremento = CR[m + (k * NC)][j + ((p+1) * NP)] * deltaQ2_2[j][p+1]; 
                    sumaInc = sumaInc + Incremento; 
                abat = CR[m + (k * NC)][j] * Qsc[j][0] + sumaInc; 
                suma = suma + abat; 
                 
        elif pp < 0 : 
            for j in range (NP): 
                print('ja=', j); 
                abat = CR[m + (k * NC)][j] * Qsc[j][0] ; 
                suma = suma + abat; 
        Abat2.append(suma); 
        print(suma); 
Abat2_2 = np.array(Abat2).reshape(periodosT,NC); 
print(Abat2_2) 

 

Apéndice 3. Desarrollo para el efecto transitorio en acuitardo. 

# Cálculo del tiempo adimensional 
tiempoAdimensional = []; 
for k in range(1,periodosT+1): 
    t_adimensional = (K_prima * deltaT*k)/(Ss_prima * b_prima**2); 
    tiempoAdimensional.append(t_adimensional); 
tiempoAdimensional_2 = np.array(tiempoAdimensional).reshape(periodosT); 
print(tiempoAdimensional_2); 
 
# Efecto transitorio en acuitardo – Bredehoeft Pinder 
k2 = [ ]; 
b2=[ ]; 
Abat2=[ ]; 
suma = 0; 
suma1 = 0; 
deltaBprima = 4; 
divAcuitardo = int(b_prima / deltaBprima); 
for k in range(periodosT): 
    for z in range(divAcuitardo+1): 
        suma = 0; 
        suma1 = 0; 
        for n in range(0,50): 
            b = (deltaBprima / b_prima) * z; 
            x = (((2 * n) + 1) + (b))/(4 * tiempoAdimensional_2[k])**0.5; 
            x1 = (((2 * n) + 1) - (b))/(4 * tiempoAdimensional_2[k])**0.5; 
            Res = special.erf(x) - special.erf(x1); 
            suma = suma + Res; 
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        print ('suma = ', suma); 
        Abat = suma * Abat_inicio[k]; 
        k2.append(k); 
        b2.append(b); 
        Abat2.append(Abat) 
k2_2 = np.array(k2).reshape(periodosT*(divAcuitardo+1),1); 
b2_2 = np.array(b2).reshape(periodosT*(divAcuitardo+1),1); 
Abat2_2 = np.array(Abat2).reshape(periodosT,divAcuitardo+1); 
print(Abat2_2); 

 

Apéndice 4. Desarrollo para el cálculo del hundimiento en el acuitardo. 

# Cálculo de los hundimientos en acuitardo 
miuLame = 5.0e6; 
gamaLame = 5.0e6; 
densidadAgua = 1000; 
Gravedad = 9.81; 
areaTrapecio = [ ]; 
areaTiempo = [ ]; 
DifareaTrapecio = [ ]; 
hunTrapecio =[ ]; 
hunTiempo = [ ]; 
hunAcumTiempo = [ ]; 
C = (densidadAgua * Gravedad ) / (2*miuLame + gamaLame);# Se sacó deltaBprima 
de la ecuación... se considera en el cálculo del área 
print(C) 
hundimiento = 0; 
suma2=0; 
 
for k in range (periodosT): 
    hundimiento = 0 
    suma2=0; 
    for z in range (1,divAcuitardo+1): 
        areaTrap = ((Abat2_2[k,z] + Abat2_2[k,z-1])/2) * deltaBprima; 
        areaTrapecio.append(areaTrap); 
        suma2 = suma2 + areaTrap; 
    areaTiempo.append(suma2) 
AreaTrapecio_2 = np.array(areaTrapecio).reshape(periodosT,divAcuitardo); 
AreaTiempo_2 = np.array(areaTiempo).reshape(1,periodosT); 
print(AreaTrapecio_2); 
print(AreaTiempo_2); 
 
for z in range (divAcuitardo): 
    hundimiento = 0 
    suma2=0; 
    for k in range (0,periodosT): 
        if k == 0 : 
            DifareaTrap = AreaTrapecio_2[k,z]; 
            DifareaTrapecio.append(DifareaTrap); 
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        elif k > 0 : 
            DifareaTrap = AreaTrapecio_2[k,z] - AreaTrapecio_2[k-1,z]; 
            DifareaTrapecio.append(DifareaTrap); 
DifareaTrapecio_2 = np.array(DifareaTrapecio).reshape(divAcuitardo,periodosT); 
print(DifareaTrapecio_2); 
 
for z in range (0,divAcuitardo): 
    hundimiento = 0 
    suma2=0; 
    for k in range (0,periodosT): 
        if DifareaTrapecio_2[z,k] > 0 : 
            hundimientoTrapecio = (DifareaTrapecio_2[z,k] * C) * 100; #Cálculo en 
centrimetros 
        elif DifareaTrapecio_2[z,k] < 0: 
            hundimientoTrapecio = 0; 
        hunTrapecio.append(hundimientoTrapecio); 
hundTrapecio_2 = np.array(hunTrapecio).reshape(divAcuitardo,periodosT) 
print(hundTrapecio_2); 
 
for k in range (0,periodosT): 
    suma2 = 0; 
    for z in range (0,divAcuitardo): 
        suma2 = hundTrapecio_2[z,k] + suma2; 
    hunTiempo.append(suma2); 
hundTiempo_2 = np.array(hunTiempo).reshape(1,periodosT); 
print(hundTiempo_2); 
 
suma3=0; 
for k in range (0,periodosT): 
    suma3 = hundTiempo_2[0,k] + suma3; 
    hunAcumTiempo.append(suma3); 
hundAcumTiempo_2 = np.array(hunAcumTiempo).reshape(1,periodosT); 
print(hundAcumTiempo_2);   

 

Apéndice 5. Desarrollo para el cálculo del efecto transitorio en el acuitardo con 
Teorema de Duhamel. 

# Inicio 
from scipy import special 
import matplotlib.pyplot as plt 
import numpy as np 
from math import exp, pi, sin, ceil 
from mpmath import * 
 
# Información inicial del tiempo y características del acuitardo: 
K_prima = 1e-8 * 31536000;  
tiempo = 50;  
deltaT = 1; 
periodosT = int(tiempo/deltaT); 
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Ss_prima = 0.02; 
b_prima = 40; 
DeltaTau = 0.5 
 
# Inicio Teorema de Duhamel 
Tau1 = [ ]; 
tmenosTau1 = [ ]; 
t_D_1 = [ ]; 
s_prima1 = [ ]; 
sumaIntTau = 0; 
for k in range(1,tiempo+1): 
    s_prima1=[ ] 
    numIntTau = int(k / DeltaTau); 
    sumaIntTau = numIntTau + 1 + sumaIntTau; 
    print('************************************************* t = ', k) 
    for kk in range(0,numIntTau+1): 
        Tau = kk * DeltaTau; 
        Tau1.append(Tau); 
        tmenosTau = k - Tau; 
        tmenosTau1.append(tmenosTau); 
        t_D = (K_prima/Ss_prima)*(Tau / b_prima**2); 
        t_D_1.append(t_D); 
        a = int(ceil(k - Tau + deltaT - 1)); 
        b = int(ceil(k - Tau - 1)); 
        if tmenosTau >= 1 :  
            deltaAbat = (Abat_inicio2[0,a]-Abat_inicio2[0,b])/deltaT 
        elif tmenosTau < 1 : 
            deltaAbat = (Abat_inicio2[0,a]-Abat_inicio2[0,0])/deltaT 
        for z in range(divAcuitardo + 1): 
            suma = 0; 
            suma1 = 0; 
            for n in range(1,6): 
                Coef = exp(-(n**2 * pi**2 * t_D)) * sin(n * pi * b2[z,0])/(n * pi); 
                suma = suma + Coef; 
            suma1 = suma * 2 
            u_zTau = 1 - b2[z,0] - suma1 
            s_prima = u_zTau * deltaAbat * DeltaTau  
            s_prima1.append(s_prima) 
    s_prima2 = np.array(s_prima1).reshape(numIntTau+1,divAcuitardo+1); 
    s_prima3 = np.sum(s_prima2, axis = 0) 
    print(s_prima3)     
    print(); 
 


