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i•l 

k n xj = (x~Xx2) ... (xk): et producto de tas xj, desde 1 = 1 hasta 1 = k. 
j•l 

UE: unidad experimental 

f.v.: fuente de variaci6n 

g.l. : grados de libertad 

tr{-): Ia traza de 0. Por ej ., tr(A) es Ia traza de Ia matriz A 
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RESUMEN 

Arturo Antonio Alvarado Segura 

METODOS ESTADISTICOS MULTIVARIADOS EN DASONOMiA 

1998 

(Bajo la direcci6n de Francisco Jose Zamudio Sanchez, Ph.D.) 

Se discuten algunas tecnicas estadisticas multivariadas ejemplificandolas con datos del 

bosque y/o sus recursos asociados. Los metodos multivariados estan relacionados con el 

analisis de observaciones que contienen mediciones sobre mas de una variable. Estos 

metodos permiten una comprension global del fenomeno bajo estudio ya que indagan las 

relaciones que existen tanto entre variables como entre individuos. Frecuentemente los 

estudios que se hacen en Ia dasonomia involucran Ia necesidad de colectar varias variables 

--como altura, diametro, ancho de copa, peso, magnitudes anatomicas de Ia madera, 

magnitudes corporales, etc- sobre un grupo de individuos --como arboles, especies 

faunisticas, especies herbaceas o floristicas, etc. Por lo tanto, Ia presentacion 

metodologica de algunas tecnicas multivariadas que tienen aplicaciones en Ia dasonomia 

puede ser de utilidad para los investigadores cuyo interes principal no sea Ia estadistica, 

pero deseen aplicarla adecuadamente para reportar, con aceptacion generalizada y formal, 

los resultados de sus estudios. 

Palabras clave: analisis de varianza multivariado, componentes principales, correlaciones 

canonicas, dasonomia, matriz de covarianza, pruebas de hipotesis, regresion lineal 

multivariada. 
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ABSTRACT 

Arturo Antonio Alvarado Segura 

MULTIVARIATE STATISTICAL METHODS IN FORESTRY 
1998 

(Under the direction of Francisco Jose Zamudio Sanchez, Ph.D.) 

Some multivariate statistical techniques are discussed using examples in the context of 

forest and/or their associated resources. Multivariate methods are involved in analizing 

observations on more than one variable. These methods allow a whole comprehension of 

the ph~nomena being studied since they are concerned with relationships as among 

variables as between different individuals. Usually surveys that are done in forestry 

involve several variables --such as height, diameter, crown width, weight, anatomical 

measurements of wood, magnitudes of a body, and so on-- on a set of individuals --such 

as trees, species of wildlife, species of grasses and flowers, etc. Thus, methodological 

presentation of some multivariate techniques which have applications in forestry can be 

useful for researchers whose main interest is not statistics but wish a formal and general 

acceptance of their works through an appropiate use of statistics. 

Key words: canonical correlations, covanance matrix, forestry, hypothesis testing, 

multivariate analysis of variance, multivariate linear regression, principal components. 
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I INTRODUCCION 

La dasonomia constituye una estructura de conocimientos relacionada con el bosque y 

sus recursos asociados, entendiendose por bosque, a una comunidad biol6gica de plantas 

y animales en una interacci6n compleja con el ambiente fisico (Young eta/., 1991). En 

las investigaciones forestales es comun que se consideren varias caracteristicas 

(representadas por las variables) ya sea como predictoras de otras o como variables­

respuesta de diferentes condiciones experimentales. Por otro lado, el amilisis multivariado 

es Ia parte de Ia metodologia estadistica que tiene por objeto estudiar mediciones 

simultaneas sobre varias variables de un grupo de individuos (o unidades); esta disciplina 

estadistica tiene aplicaciones en los campos de Ia medicina, Ia economia y Ia 

administraci6n, Ia agronomia, Ia biologia, Ia educaci6n, Ia psicologia, los estudios 

ambientales, Ia meteorologia, Ia geologia, entre otros (Johnson & Wichern, 1982; Harris, 

1985;Mardiaeta/., 1989). 

En este escrito se pretende entrelazar algunas de las tecnicas multivariadas generadas 

en Ia estadistica y, posiblemente, aplicadas en otras ramas del conocimiento, con los 

estudios forestales que involucren dos o mas variables. El objetivo es incorporar a 

nuestro entomo academico algunas de estas metodologias que tratan desde una 

perspectiva mas global y amplia -en comparaci6n con Ia difundida contraparte 

univariada- los fen6menos bajo estudio. 

Aunque todavia es predominante el analisis de datos desde Ia perspectiva univariada 

(sobre una variable), pueden mencionarse los trabajos de Caballero (1967), Cortez 

(1994), Lopez (1995), Sanchez (1993), entre otros, que hicieron uso de alguna tecnica 

multivariada en sus analisis estadisticos. Como ejemplos de algunos trabajos publicados 

1 



en el ambito internacional que emplearon metodos multivariados, se encuentran 

Zimmerman et a/. (1994), Olff et a/. (1994), Clark & Haynes (1992) y Repasky & 

Schluter (1994). 

Para el investigador en recursos naturales, que desee reportar los resultados de sus 

investigaciones de una manera ordenada, formal y universalmente aceptada a traves de Ia 

estadistica, es de gran utilidad un conocimiento general sobre las ventajas, las desventajas 

y los supuestos sobre los que estan construidos los metodos estadisticos que emplee, para 

hacerlo apropiadamente. La estadistica permite presentar los resultados de las 

investigaciones como tendencias provisionales y aproximadas, proveyendo una 

estimacion de los niveles de confiabilidad en las conclusiones que se alcanzan; Ia 

estadistica multivariada permite ademas indagar sobre las interrelaciones que ocurren en 

las variables sobre los individuos. Sin embargo, aim cuando Ia estadistica es un 

instrumento valioso en el analisis de informacion experimental u observacional, algunas 

veces se usa inadecuadamente: en unos casos, para presentar como buenas, 

investigaciones pobremente concebidas y/o realizadas; en otros, aunque no de manera 

intencional, se descuidan los supuestos requeridos para Ia validez de los metodos 

empleados (Ostle, 1973, p. 19). En esa tonica Infante & Zarate (1997) comentan que "es 

mejor no usar estadistica que usarla mal". De ahi Ia importancia de que el investigador 

comprenda con claridad las tecnicas que Io auxilien en sus analisis. En este documento se 

tiene Ia intencion de presentar algunas de las tecnicas multivariadas que tienen 

aplicaciones en Ia dasonomia de forma que, tanto sus estructuras conceptuales basicas 

como su uso en casos particulares, resulten facilmente comprensibles para los 

investigadores cuyo interes se enfoque a los recursos naturales, como es el caso de los 

recursos relacionados con el bosque. 

Con respecto a las aplicaciones de Ia estadistica, es importante recordar que ante una 

mala planeaci6n de Ia investigacion o una toma deficiente de los datos, no existe metodo 

estadistico -por mas depurado o fino que sea- que pueda superar los resultados 

incorrectos que se obtengan; por Io que, cuando asi se requiera, Ia consulta a un 
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estadistico debeni ser desde las etapas iniciales de Ia investigaci6n (Cochran & Cox, 

1983). 

Con base en las consideraciones anteriores, se estructuraron las tecnicas multivariadas 

abordadas en el Capitulo IV. Por cada metodo, se hace una pequefia introducci6n, se 

escriben sus resultados importantes tornados de Ia Iiteratura y se desarrollan algunos 

ejemplos con datos relacionados con el bosque, para esbozar alguna situaci6n en que Ia 

tecnica pueda ser de utilidad; adicionalmente, se escriben los programas en SAS (1987) 

-Statistical Analysis · System, Sistema de Analisis Estadistico- con los que se hicieron 

los calculos y que, en un momento dado, pueden ser utiles para tratar situaciones 

parecidas a las de los ejemplos. 

Es conveniente dejar explicito que este trabajo, de ninguna manera puede considerarse 

un sustituto -ni siquiera mediano- de los Iibros de metodos multivariados, sino que su 

prop6sito solo es servir de puente inicial entre algunas de las tecnicas multivariadas mas 

conocidas y el analisis de datos provenientes de investigaciones forestales, en particular, y 

de los recursos naturales, en terminos mas amplios. 
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II REVISION DE LITERATURA 

En este Capitulo, se escriben los conceptos de dasonomia y estadistica asi como sus 

ramas o disciplinas mas importantes, para comentar sobre Ia forma en que interactuan 

estos cuerpos de conocimiento. AI final, se escribe una seccion de algebra matricial en Ia 

que se resumen algunas de sus herramientas tomadas de Searle (1982) y Mardia et a/. 

( 1989) que se usan en repetidas ocasiones en Io que resta del trabajo. 

2.1 LA DASONOMiA Y SUS DIVISIONES 

Dasonomia es una palabra formada por los vocablos griegos dasos, bosque y nomos, 

tratado, estudio o tratado del bosque. Siguiendo a Young et a/. ( 1991 ), se puede definir a 

Ia dasonomia como el arte y el cuerpo organizado de conocimientos relacionados con Ia 

administracion (y planificacion a largo plazo) de los recursos naturales que se dan sobre, 

y en asociacion con, los terrenos de aptitud forestal, para el beneficio humano. En su 

concepcion mas amplia, Ia dasonomia debe incluir no solo el estudio de las especies 

maderables, sino todo aquello que interactue con el bosque y genere condiciones que 

alteren -favorezcan o perjudiquen- las acciones culturales que ahi se realicen, asi como 

tambien las extemalidades que se producen, como Ia reduccion de los problemas 

causados por Ia erosion eolica en los terrenos agricolas aledaiios; en este sentido, Ia 

dasonomia incluye el estudio y el manejo de Ia fauna silvestre, Ia preservacion de las 

cuencas hidrograficas, l.as especies no maderables, Ia influencia de las masas forestales en 

Ia calidad de vida de los citadinos, el control de Ia erosion hidrica, el manejo de los 

incendios en el bosque, el manejo de las plagas y enfermedades, Ia sucesion vegetal, etc. 
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Se entendeni por bosque, a una comunidad biol6gica de plantas y animates en una 

interacci6n compleja con el ambiente fisico; las asociaciones vegetates estan formadas por 

arboles y/o arbustos, predominantemente, y en ocasiones involucran a las formas crasas y 

el estrato herbaceo (Santillan, 1986 y Young eta/., 1991). 

A Ia dasonomia se le nombra tambien muchas veces como "ciencia forestal"; sin 

embargo, esta acepci6n es dificil de justificar desde Ia concepcion modema de que toda 

ciencia debe involucrar, entre otras caracteristicas, Ia descripci6n y explicaci6n de los 

fen6menos que estudia y que con base en ciertos principios amplios aunque no 

totalizadores, puede predecir fen6menos parecidos (Hawking, 1996; Fregoso, 1996) los 

cuales no necesariamente deben tener aplicaci6n inmediata; por Ia alta variabilidad de los 

aspectos biol6gicos que estudia Ia dasonomia, es casi imposible hacer predicciones 

exactas del comportamiento de una variable, y menos de un grupo de elias. Pero puede 

afirmarse, de forma menos irreal, que Ia dasonomia es auxiliada por varias ciencias para 

cumplir sus objetivos, entre las que se pueden mencionar a Ia biologia, Ia quimica, las 

matematicas y Ia estadistica. 

Por otra parte, Ia dasonomia puede dividirse para su estudio en tres grandes ramas: Ia 

biologia forestal, el manejo forestal y los productos forestales (Young et a/., 1991 ), que 

se resumen a continuaci6n. 

Biologla Forestal. Estudia los factores geneticos y del ambiente que, ya sea de forma 

individual o a traves de sus interacciones, determinan Ia forma y funcionamiento de los 

sistemas vitales, el crecimiento de los arboles y de los sitios forestales. Considera tambien 

Ia influencia de los arboles y las propiedades del sitio sobre otras comunidades y sistemas 

biol6gicos. El objetivo de Ia biologia forestal es el estudio de los principios generales que 

rig en las practicas silvicolas (Hocker Jr., 1984). En Young et a/. ( 1991 ), se incluyen 

dentro Ia biologia forestal los aspectos de: fisiologia de crecimiento del arbol, suelos 

forestales, genetica forestal, ecologia y ecosistemas forestales y entomologia y patologia 

forestales. 
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Manejo forestal. Dentro de esta rama de Ia dasonomia se incluye una serie de aspectos 

biol6gicos y socioecon6rnicos, que constituyen diferentes disciplinas como: Ia 

silvicultura, Ia dasometria, Ia adrninistraci6n forestal, Ia recreaci6n forestal, el manejo de 

incendios forestales y las interacciones del bosque con Ia fauna silvestre (Young et a/., 

1991). A continuaci6n se intenta una demarcaci6n de los primeros tres conceptos. 

Silvicultura. (Por sus raices, cultivo del bosque). Es una especialidad de Ia dasonomia 

que estudia los aspectos biol6gicos del manejo forestal y esta sujeta a restricciones 

econ6micas y ambientales; incluye los estudios de regeneraci6n, composici6n de especies, 

y crecimiento de los bosques. El objetivo de Ia practica silvicultural puede enfocarse a 

destacar Ia producci6n de madera, los productos no maderables, el habitat para Ia fauna 

silvestre, el flujo de las corrientes o las caracteristicas esteticas del bosque (belleza 

escenica). Por tanto, de forma general, puede decirse que Ia silvicultura es Ia 

manipulaci6n de las masas forestales con Ia finalidad de alcanzar un conjunto de objetivos 

establecidos (Young eta/., 1991). 

Dasometria. (Proviene de las palabras griegas, dasos, bosque y metron, medida, significa 

medici on del bosque). Es Ia parte de Ia dasonomia relacionada con Ia medici6n, calculo o 

estimaci6n del volumen, edad e incremento de las masas forestales (Santillan, 1986). Se 

divide a su vez: en dendrometria, que estudia las medidas del bosque en un tiempo 

determinado (de forma transversal); y en epidometria que estudia el crecimiento de los 

arboles y las masas forestales, es decir, mediciones del bosque en forma longitudinal. En 

Ia dasometria, los metodos cuantitativos, como los estadisticos, contribuyen de una forma 

contundente para el analisis de Ia informacion. 

Administracion forestal. El bosque genera productos de alta demanda; Ia sociedad 

comienza a administrar el bosque (un recurso) cuando hay productos forestales 

insuficientes (escasez) que satisfagan su demanda o cuando es demasiado costoso obtener 

esos productos por algun otro media (bienes sustitutos). Anteriormente, el concepto de 
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administracion forestal solo incluia la manipulacion biologica de los arboles y sus rodales 

para lograr ciertos objetivos establecidos; este aspecto proporciona muchas altemativas 

para la administracion forestal, pero ahora solo se enfatiza en los cursos de silvicultura y 

ecologia. Administrar el bosque, involucra Ia manipulacion de variables intemas, como las 

condiciones climaticas, el suelo y las especies presentes en un determinado rodal, pero 

tambien incluye variables extemas que hay que considerar, como Ia legislacion, los 

impuestos y el mercado de los productos forestales. Actualmente, se puede enunciar que 

Ia administracion forestal consiste en Ia aplicacion de tecnicas analiticas para decidir que 

altemativas de produccion son las que contribuyen mejor a los objetivos de una sociedad 

determinada. (Young eta/., 1991). 

Productos forestales . Incluye los aspectos de anatomia y tecnologia de Ia madera, 

comercializacion y demanda y oferta de los productos provenientes del bosque o de sus 

derivados en el mercado local y nacional (Young eta/., 1991). 

2.2 LA ESTADiSTICA Y SUS DIVISIONES 

Con la finalidad de demarcar el concepto Estadistica y su apoyo en Ia generacion y 

validacion de conocimientos en las diferentes areas aplicadas, puede aceptarse que "es Ia 

ciencia involucrada con Ia planeacion, analisis e interpretacion de los resultados de una 

investigacion" y que en general trata con: (Ostle, 1973; p. 19) 

1) Coleccion y ordenamiento de datos 

2) Diseiio y analisis de experimentos y diagnosticos 

3) Medicion de Ia variacion, tanto de datos experimentales como de datos 

observacionales 

4) Estimacion de parametros poblacionales y suministro de varias medidas de exactitud1 y 

precision2 de esas estimaciones 

1 La "exactitud" se refiere a que tan bien, el valor estimado de un panimetro, se acerca a su valor verdadero. (Freese, 
1969; p. 6) 
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5) Pruebas de hipotesis respecto a poblaciones 

6) Estudio de Ia relacion entre dos o mas variables ( o entre dos o mas individuos) 

Una caracteristica distintiva de Ia estadistica es el uso del razonamiento inductivo en el 

proceso de obtener los resultados, ya que se requieren hacer conclusiones sobre un grupo 

grande de datos (Ia poblacion) disponiendo solo con una parte representativa de ellos (la 

muestra) . Los resultados finales, de Ia estimacion de un parametro por ejemplo, se 

pueden presentar en un rango de valores, determinando el grado de error que se puede 

cometer al tomarlo como base de una decision. 

De una forma concisa, se puede definir a Ia estadistica como "Ia ciencia, pura y aplicada, 

que crea, desarrolla y aplica tecnicas de modo que pueda evaluarse Ia incertidumbre de 

inferencias inductivas" (Steel & Torrie, 1988). 

Algunas divisiones de Ia estadistica se escriben a continuacion. 

La estadistica puede dividirse en dos grandes areas: Ia estadistica descriptiva y Ia 

estadistica inferencial . La primera se refiere a un grupo de tecnicas para Ia recoleccion, 

organizacion, descripcion y presentacion de grupos de datos y calculos de cantidades 

"representativas" de dicho grupo, con el objeto de que los aspectos relevantes del mismo 

sean rapida y facilmente aprehensibles. La estadistica inferencial se refiere a las tecnicas 

que permiten cuantificar, mediante los principios probabilisticos, Ia incertidumbre que es 

inherente de Ia informacion obtenida del analisis de datos y que, en ultima instancia, nos 

ayuda a tomar decisiones con base en los resultados. La idea mas generalizada de Ia 

estadistica en Ia mayoria de Ia gente, se relaciona con Ia estadistica descriptiva; sin 

embargo, de acuerdo a Ia concepcion actual de esta ciencia, el recuento y Ia numeracion 

de grandes cantidades de informacion, aunque constituye uno de los aspectos que abarca 

Ia estadistica, no es el mas importante (Infante & Zarate, 1997). 

2 La "precision" se refiere al agrupamiento de los valores muestrales alredcdor de su propia media. (Freese, 1969; p. 

6) 
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Por el numero de variables consideradas en el amilisis, Ia estadistica se divide en 

univariada y multivariada. La estadistica univariada esta relacionada con el analisis de 

un fenomeno tomando en consideracion una sola variable. Por ejemplo, se puede estar 

interesado en conocer Ia altura media de los arboles de una area sujeta a contaminacion y 

compararla con Ia altura media de los arboles en ambiente silvestre con Ia finalidad de 

cuantificar los efectos de un ambiente contaminado sabre Ia vegetacion; atencion, solo 

con Ia informacion que provea Ia altura de los arboles (i .e., mediciones sabre una 

variable) . Por otra parte, Ia estadistica multivariada esta involucrada con el analisis de 

informacion de observaciones que se han registrado sabre varias dimensiones de los 

individuos (Mardia et a/., 1989); en vez de estudiar el efecto de Ia contaminacion en los 

arboles solo con las alturas, esta evaluacion se puede hacer con base en Ia informacion 

recabada de altura, diametro del fuste a cierta altura, longitud de raices, proyeccion de Ia 

copa y coloracion de las hojas, por ejemplo. La idea es que usando mas de una variable, 

se cuenta con mas elementos para hacer una conclusion del fenomeno que se estudia. 

Como ejemplos de datos que contienen mediciones de dos o mas variables, medidas 

cada una, sabre un conjunto de individuos, se pueden mencionar: (veanse los Cuadros 

3.2.1 , 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 y 4.5.1) 

• Mediciones florales de diferentes especies de Iris 

• Datos de pajaros .sabre dos tipos de sitios en el bosque 

• Numero de arboles de Ia regeneracion natural en una selva mediana subperennifolia 

• Mediciones de Ia coraza de un grupo de tortugas 

• Calificaciones obtenidas en diferentes materias por un grupo de estudiantes 

En estos cinco ejemplos, las variables son: las mediciones florales; Ia altura del dose!, 

Ia distancia del nido al contorno y el perimetro de Ia masa de vegetacion; los estratos; el 

largo y el ancho de los caparazones; las calificaciones. Asimismo, los individuos son: las 

flares, los sitios, las etapas sucesionales; las tortugas y los estudiantes, respectivamente. 

9 



Como sinonimos de variable se puede usar: atributo, caracteristica, descripcion, medicion 

o respuesta; asi tambien, algunos sinonimos de "individuo" son: observacion, objeto, 

parcela, lectura y unidad (ibid.) . 

2.3 RELACION DE LA ESTADISTICA Y LA DASONOMIA 

Las siguientes definiciones sobre aplicaciones particulares de Ia estadistica se 

presentan para entender Ia interaccion de Ia dasonomia y Ia estadistica. 

Bioestadistica. Las herramientas de Ia estadistica se emplean en muchos campos -los 

negocios, Ia educacion, Ia psicologia, Ia agricultura y Ia economia por mencionar solo 

unos cuantos. Cuando los datos que se est{m analizando se obtienen de las ciencias 

biologicas y de Ia medicina, se usa el termino bioestadistica para distinguir a esta 

aplicacion particular de las herramientas y conceptos estadisticos (Daniel, 1983). 

Estadistica Ecologica. Incluye todos los metodos estadisticos que son de valor en el 

estudio de las relaciones entre animates y plantas y su ambiente, pero mas particularmente 

aquellos metodos estadisticos desarrollados especialmente para su uso en esta area. 

Puede abarcar tanto el estudio de especies individuates como Ia ecologia de poblaciones 

asi como experimentos en ecologia. (Manly, 1994, p.307) 

Biometria Forestal. Se comenta de Ia biometria en general, que Ia evolucion de Ia 

practica estadistica ha sido guiada por las necesidades de los estudiosos de fenomenos 

biologicos para resolver problemas y contestarse preguntas que resultan de sus 

aplicaciones cotidianas en Ia disciplina en que trabajan. Particularmente esto es cierto en 

dasonomia, donde se requiere de informacion cuantitativa confiable para el manejo de los 

bosques. La biometria forestal incluye los procedimientos estadisticos usados para 

cuantificar el volumen y forma de los arboles, Ia calidad de sitio ( curvas altura-edad), Ia 
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densidad del rodal, y las relaciones crecimiento-cosecha. (Burkhart & Gregoire, 1994; p. 

378) 

Considerando las tres definiciones anteriores, y tomando en cuenta que los estudios en 

dasonomia -que se dedica al estudio del bosque- tienen una importante componente 

bio16gica y que pueden integrar al mismo tiempo los aspectos de conservaci6n 

(ecol6gicas) y de aprovechamiento, se puede estar de acuerdo en que, el punto donde se 

intersectan Ia dasonomia y Ia estadistica es, de manera general, Ia bioestadistica -puesto 

que los bosques y los recursos asociadas son entes bio16gicos- y muy particularmente lo 

hacen en Ia biometria forestal. La cuesti6n ecol6gica, se considera implicitamente como 

parte de Ia biologia y del concepto de manejo forestal que incluye aspectos fisicos, 

ecol6gicos, socio-econ6micos, entre otros. 

2.4 ELEMENTOS DE ALGEBRA MATRICIAL 

Para poder resumir algunas herramientas matriciales que se usanin frecuentemente en 

este escrito, se asume que se conocen, de forma general, que es una matriz y las 

siguientes operaciones: suma, producto, transpuestas, determinantes e inversas. Se tiene 

como referencias el libro de Searle (1982) y el apendice .de algebra matricial que 

present an Mardi a eta/. ( 1989). 

2.4.1 Combinaci6n Lineal 

Sean x1, x2, . . . ,xP un conjunto de p vectores del m1smo orden, y a1,a2, ... ,aP, p 

valores escalares. Entonces, Ia combinaci6n lineal del conjunto de p vectores se puede 

definir como: 

p 

+ .. . +a x = L:a x . = Xa 
p p J J 

j =l 
(2.4-1) 
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donde X = [ x0> x<2> • • · x<P>] y a = [ a1 a 2 • • • a P J . Observe que Xa es un vector 

columna que presenta las combinaciones lineales de las columnas de X . De forma 

amlloga, dada una matriz X y un vector b, si b' X existe, seni un vector hilera de las 

combinaciones lineales de las hileras de X . 

La combinacion lineal Xa es una combinacion lineal estandarizada si se cumple que 

a' a= 1. 

2.4.2 lnversa de una Matriz 

La inversa de Ia matriz cuadrada A es Ia matriz (mica A - 1 que satisface: 

(2.4-2) 

La inversa existe si, y solo si, A es una matriz no-singular; en otras palabras, A -l existe 

si, y solo si, el determinante de A es diferente de cero CIAI -:t:; 0) . 

El (i,j)-esimo elemento de A - 1 se denota por aii, quedando como: 

Para A particionada, se escribe: 

Propiedades 

(I) A -
1 = ~~~ adj(A), 

donde 

n 

IAI = Iau(-lY+JIMul para toda hilera i, 
} =1 
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n 

= Ia!i( -lY+1IM!il para toda columna}, 
i=l 

es el determinante de Ia matriz A con IM ij I igual al valor del determinante que se 

obtiene despues de eliminar Ia i-esima hilera y Ia j-esima columna de A, y se denomina 

+ . 
como el menor de au . El cofactor de au es (-1)' 1 veces el menor de au·; y adj(A) 

es Ia transpuesta de Ia matriz de cofactores, conocida como Ia matriz adjunta de A. 

(II) (cAr'= c-1A -l 

(III) (Anr' = B-1A _, 

(IV) La solucion tmica de Ax= b es x =A _,b 

(V) Si existen todas las inversas necesarias, entonces para Ap xp, Bp xn' Cn x n y Dnxp, 

(VI) Si existen todas las inversas necesarias, entonces para una matriz A particionada, los 

elementos de A - 1 son 

En Ia definicion de A -1 se asume que A es una matriz cuadrada con determinante 

diferente de cero (i.e., se asume que A es una matriz no-singular) . Es claro que Ia inversa 

de A - 1 es A. 

2.4.3 Productos Kronecker 

Definicion 2.4.3.1 . Sea A= (a!i) una matriz de dimension (m x n) y B =(bid) una 

matriz de orden (p x q) . Entonces el producto Kronecker de A y B se define como: 
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allB ai2B alnB 

A®B= 
a2IB a22B a2nB 

amlB am2B a B mn mp xnq 

Definicion 2.4.3.2. Si X es una matriz de dimension (n x p) denotar con X v al vector 

de orden np que se obtiene de "vectorizar" a X; es decir, de colocar las columnas de X 

una debajo de otra de la primera a la ultima, de forma que: 

donde, xu> es Ia j-esima columna de X, j = 1, . .. ,p . De estas definiciones se dan las 

siguientes propiedades: 

(I) a( A 0 B) = ( aA) 0 B = A 0 ( aB) para to do escalar a , y de ahi puede escribirse sin 

ambiguedad como aA 0 B . 

(II) A0(B0C)=(A0B)0C. Por lo que puede escribirse como A®B®C . 

I 

(Ill) (A® B) = A'®B' . 

(IV) (A0B)(F0G)=(AF)0(BG) . Aqui son necesarios los parentesis. 

(V) (A 0 Br
1 
=A - 1 0 B-1 para matrices A y B no-singulares. 

(VI) (A +B) 0 C = A 0 C + B 0 C . 

(VII) A 0(B+C) = A®B+A ®C . 

(VIII) (AXBt = (B' 0 A)Xv. 

2.4.4 Valores Caracteristicos y Vectores Caracteristicos 

Si A p xp es cualquier matriz cuadrada, entonces: 

q(_,t) = lA- .Ail 
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es un polinomio de orden p en A. . Las p raices de q( A), A1, ••• , A P, de las cuales, 

algunas pueden ser cere o numeros complejos, son conocidos como los valores 

caracteristicos de Ia matriz A . Estas raices son conocidas tambien como raices latentes, 

eigenvalores, valores propios, raices caracteristicas, autovalores o raices-A.. En este 

trabajo se usa Ia acepci6n de valores caracteristicos. Algunas de las A; senin iguales si 

q( A.) tiene raices multiples. 

A cada valor caracteristico A.; corresponde un vector u; diferente de cere (para esto 

es necesario que JA - A.IJ = 0 ), que satisface 

(2.4-4) 

a los vectores U;, u1, u2 , •.• , uP, se les conoce como vectores caracteristicos, vectores 

latentes, eigenvectores, vectores propios o autovectores. Un eigenvector u sera un 

vector caracteristico estandarizado si 

u'u = 1. (2.4-5) 

Propiedad 2.4.4.1. Todos los valores caracteristicos de una matriz simetrica Apxp son 

reales. 

2.4.5 Teorema de Ia Descomposicion Espectral 

(Mardia eta/., 1989; p. 469). Se puede demostrar que AA'= 'La(J)a(1), donde aU) 
1 

es laj-esima columna de A . Sires una matriz ortogonal, i.e., I= IT', entonces se tiene 

que: 

(2.4-6) 

Ahora bien, si los y (i) son vectores caracteristicos de A = A' , premultiplicando por 

A en ambos lades de (2.4-6), se tiene que: 
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A= Al:y (i)y Ci) =LAy (i)Y Ci) = L A;Y (i)y Ci) 
; ; ; (2.4-7) 

=rAr' 

Esta es Ia descomposici6n espectral de A , donde A es una matriz que en su diagonal 

principal contiene los valores caracteristicos de A , y r es Ia matriz ortogonal que 

contiene en sus columnas los vectores caracteristicos asociadas de A . (La prueba de este 

teorema esta en Mardia eta!., 1989, p. 469) 

Corolario 2.4.5.1 . Si A es una matriz simetrica no-singular, entonces para cualquier 

enteron, 

(2.4-8) 

Si todos los valores caracteristicos de A son positives entonces se pueden definir las 

potencias racionales: 

(2.4~9) 

donde s > 0 y r son numeros enteros. Si alguno de los val ores caracteristicos de A son 

cero, entonces (2.4-8) y (2.4-9) se cumplen si se tiene Ia restricci6n de que los 

exponentes sean no-negatives (La prueba esta en Mardia eta!., 1989, p.470) 

Dos casas especiales de (2.4-9) son: 

A1
/
2 = r A1

/
21', donde A1

/
2 = diag(i{2

), (2.4-1 0) 

cuando A;~ 0, Vi y 

(2.4-11) 

cuando A; > 0, V i . La descomposici6n (2.4-1 0) es conocida como Ia descomposicion 

raiz cuadrada simetrica de A. 

Corolario 2.4.5.2. El rango de A, denotado por r(A), es igual al numero de valores 

caracteristicos diferentes de cero. (ver la prueba en Mardia eta/., 1989, p. 471) 
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Observaciones (1) El Teorema de la descomposici6n espectral muestra que una matriz 

simetrica A es univocamente determinada por sus valores y vectores caracteristicos, o 

mas especificamente por sus diferentes valores caracteristicos y sus correspondientes 

. . 
etgenespac10s. 

(2) Como A l/2 tiene los mtsmos vectores caracteristicos que A y tiene valores 

caracteristicos dados como funciones de los valores caracteristicos de A, entonces la 

matriz raiz cuadrada simetrica es univocamente definida. 

(3) Si los A.i son todos distintos y estan escritos en orden decreciente, entonces r es 

univocamente determinado . 

( 4) Si A k+ 1 = ... = A P = 0 entonces (2 .4-7) puede escribirse mas compactamente como: 

k 

A= r 1A1ft' =I A.iy (i)Y (i), 
i=l 

(5) Una matriz simetrica A tiene range 1 si y solo si 

A=xx' 

para alguna x. Entonces el unico valor caracteristico diferentes-de-cero de A esta dado 

por: 

tr (A)= tr xx' = x'x 

y el correspondiente eigen-espacio es generado por x. La traza de la matriz A se denota 

como tr(A) y se define como la suma de los elementos de su diagonal principal. 

(6) Como J = 11' tiene range 1 con valor caracteristico p y su correspondiente vector 

caracteristico 1, se tiene que la matriz de equicorrelaci6n E = (1- p)I + pJ tiene valores 

caracteristicos A1 = 1 + (p- 1 )p y A. 2 = ... = A P = 1- p y los mismos vectores 

caracteristicos de J. Para los vectores caracteristicos y (I)•" . , y <P> se puede seleccionar 

cualquier conjunto de vectores estandarizados ortogonales a 1 y algun otro. 

(7) Si A es simetrica e idempotente (es decir, A= A' y A 2 =A), entonces Ai = 0 6 1 

para toda i, ya que A 2 = A :::::> A = A2
. 

(8) Si A= A' y A 2 =A entonces r(A) = tr (A) . 

. .., 



(9) Como ejemplo, considerar 

A=(~ ~) 
Usando (2.4-3), los valores caracteristicos de A son las soluciones de: 

1-A 

p 
p =0 

1-A ' 

conocidos como AI= 1 + p y A2 = 1- p 0 Entonces: 

A=diag(1+p, 1-p)=(
1
+p 

0
) 

0 0 1- p 
0 

Para p:;; 0, el vector caracteristico asociado a AI= 1 + p de (2.4-4) es 

(2.4-12) 

(2.4-13) 

que conduce a xi = x2 , por lo tanto el primer vector caracteristico estandarizado es 

Amilogamente, el vector caracteristico correspondiente a A2 = 1- p es 

De ahi que, 

r = (•1 J2 1/ J2 J 
1/J2 -1/J2 ° 

(2.4-14) 

( 1 0) La formula (2.4-1 0) sugiere un metodo para calcular Ia raiz cuadrada simetrica de 

una matrizo Por ejemplo, para Ia matriz en (2.4-12) con p 2 < 1, se observa que usando A 

y r de (2.4-1 0) y Ia relaci6n r Ar' = A ( derivada de 2.4-7) se tiene 

Alf
2 

= rAlf
2
r = (~ !) , 
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(11) Para matrices generales An x p , se puede usar el teorema de Ia descomposici6n 

espectral para derivar el siguiente resultado. 

2.4.6 Teorema de Ia Descomposicion del Valor Singular 

Si A es una matriz de dimension (n x p) de range r, entonces A puede escribirse 

como: 

A=ULV' (2.4-15) 

donde U n xr y Vp xr son matrices ortonormales por columnas ( U'U = V'V = lr) y L es 

una matriz diagonal con elementos positives. 

Las columnas de Ia matriz U son vectores caracteristicos de AA' y las columnas de Ia 

matriz V son vectores caracteristicos de A'A . De Ia Propiedad 2.4.4.1 se tiene que los 

val ores caracteristicos de AA' y A' A son iguales. 
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III MA TERIALES Y ME TO DOS 

3.1 PRESENTACION DE LOS METODOS MULTIVARIADOS 

En cada uno de los seis subcapitulos del Capitulo 4 se hace una introducci6n al tema; 

se presentan, con base en Ia investigaci6n bibliognifica, los conceptos y resultados 

importantes; dentro de Ia estructura de cada tema, se desarrollan algunos ejemplos 

usando datos dason6micos reportados en Ia literatura, con Ia finalidad de apreciar 

aplicaciones especificas del metoda · en cuesti6n. Tambien se incluyen los programas de 

SAS usados para resolver los ejemplos con Ia idea de que puedan ser utiles para el 

amilisis de informacion amiloga al de los casas que se describen. 

En muchas ocasiones los programas se escribieron, con fines didacticos, usando el 

subprograma IML (Interactive Matrix Language) de SAS. Es probable que resulte mas 

c6modo usar las funciones preconstruidas de SAS (como MANOV A y PRINCOMP) 

pero es sugerible usar los programas en IML cuando se desee entender un poco mas 

sabre Ia forma en que opera el metoda o Ia tecnica que se este abordando. 

En Ia presentaci6n del material se tuvo como referencia principal a Mardia et a/. 

(1989); otras fuentes de so porte son Morrison (1981) y Johnson & Wichern (1982). Se 

clara que, frecuentemente, cuando se mencione alguna propiedad, se citara el teorema o 

bien Ia pagina de Ia referencia, en que se puede localizar para facilitar su cotejamiento. 

Como se ha mencionado, este trabajo hace enfasis en Ia cuesti6n aplicada y los ejemplos 
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r que se presentan tratan de reforzar dicho enfoque; sin embargo, en algunas ocasiones, se 

han escrito demostraciones que ya sea que son faciles de desarrollar y entender o que por 

su relativa importancia, se tomo de la literatura para que pueden ayudar en darle alguna 

continuidad a la tematica. Para el proposito de este trabajo, es suficiente con prestar 

atencion a los resultados directos y a las aplicaciones que de ellos se pueden hacer mas 

que, sin dar a entender que es menos importante, entrar en detalle con Ia formalidad 

algebraica. 

Muchas de las formulas se escribieron usando la notacion matricial, pero solo es 

necesario conocer los conceptos basicos de esta notacion, para comprender con claridad 

la exposicion. En el subcapitulo de Generalidades, se destina una seccion corta para tratar 

los conceptos matriciales que se usaron en repetidas ocasiones en la tesis. Sin embargo, si 

se desea revisar con mas profundidad algun concepto matricial, se puede recurrir a Searle 

(1982) y a Mardia eta/. (1989, pp. 452-485) o Johnson & Wichern (1982, pp. 37-90) 

que presentan un apendice de algebra de matrices. 

3.2 DATOS SOBRE V ARIAS DIMENSIONES 

A continuacion se presentan algunos conjuntos de datos multivariados que se usan a 

lo largo del trabajo, al igual que otros, para desarrollar los ejemplos numericos en los 

capitulos subsiguientes. En el Cuadro 3 .2.1, se cuentan con las mediciones de tres 

especies de Iris en las siguientes variables: 

xl : longitud de sepalo, 

x2 : ancho de sepalo, 

x3 : longitud de petalo, 

x4 : ancho de petalo. 

21 



Cuadra 3.2.1 Mediciones de longitud y ancho del sepalo y del petalo de 

tres eseecies de Iris Sf!£: 
Iris setosa Iris versicolour Iris virginica 

xl x2 xJ x4 xl x2 xJ x4 xl x2 xJ x4 
5.1 3.5 1.4 0.2 7.0 3.2 4.7 1.4 6.3 3.3 6.0 2.5 
4.9 3.0 1.4 0.2 6.4 3.2 4.5 1.5 5.8 2.7 5.1 1.9 
4.7 3.2 1.3 0.2 6.9 3.1 4.9 1.5 7.1 3.0 5.9 2.1 
4.6 3.1 1.5 0.2 5.5 2.3 4.0 1.3 6.3 2.9 5.6 1.8 
5.0 3.6 1.4 0.2 6.5 2.8 4.6 1.5 6.5 3.0 5.8 2.2 
5.4 3.9 1.7 0.4 5.7 2.8 4.5 1.3 7.6 3.0 6.6 2.1 
4.6 3.4 1.4 0.3 6.3 3.3 4.7 1.6 4.9 2.5 4.5 1.7 
5.0 3.4 1.5 0.2 4.9 2.4 3.3 1.0 7.3 2.9 6.3 1.8 
4.4 2.9 1.4 0.2 6.6 2.9 4.6 1.3 6.7 2.5 5.8 1.8 
4.9 3.1 1.5 0.1 5.2 2.7 3.9 1.4 7.2 3.6 6.1 2.5 
5.4 3.7 1.5 0.2 5.0 2.0 3.5 1.0 6.5 3.2 5.1 2.0 
4.8 3.4 1.6 0.2 5.9 3.0 4.2 1.5 6.4 2.7 5.3 1.9 
4.8 3.0 1.4 0.1 6.0 2.2 4.0 1.0 6.8 3.0 5.5 2.1 
4.3 3.0 1.1 0.1 6.1 2.9 4.7 1.4 5.7 2.5 5.0 2.0 
5.8 4.0 1.2 0.2 5.6 2.9 3.6 1.3 5.8 2.8 5.1 2.4 
5.7 4.4 1.5 0.4 6.7 3.1 4.4 1.4 6.4 3.2 5.3 2.3 
5.4 3.9 1.3 0.4 5.6 3.0 4.5 1.5 6.5 3.0 5.5 1.8 
5.1 3.5 1.4 0.3 5.8 2.7 4.1 1.0 7.7 3.8 6.7 2.2 
5.7 3.8 1.7 0.3 6.2 2.2 4.5 1.5 7.7 2.6 6.9 2.3 
5.1 3.8 1.5 0.3 5.6 2.5 3.9 1.1 6.0 2.2 5.0 1.5 
5.4 3.4 1.7 0.2 5.9 3.2 4.8 1.8 6.9 3.2 5.7 2.3 
5.1 3.7 1.5 0.4 6.1 2.8 4.0 1.3 5.6 2.8 4.9 2.0 
4.6 3.6 1.0 0.2 6.3 2.5 4.9 1.5 7.7 2.8 6.7 2.0 
5.1 3.3 1.7 0.5 6.1 2.8 4.7 1.2 6.3 2.7 4.9 1.8 
4.8 3.4 1.9 0.2 6.4 2.9 4.3 1.3 6.7 3.3 5.7 2.1 
5.0 3.0 1.6 0.2 6.6 3.0 4.4 1.4 7.2 3.2 6.0 1.8 
5.0 3.4 1.6 0.4 6.8 2.8 4.8 1.4 6.2 2.8 4.8 1.8 
5.2 3.5 1.5 0.2 6.7 3.0 5.0 1.7 6.1 3.0 4.9 1.8 
5.2 3.4 1.4 0.2 6.0 2.9 4.5 1.5 6.4 2.8 5.6 2.1 
4.7 3.2 1.6 0.2 5.7 2.6 3.5 1.0 7.2 3.0 5.8 1.6 
4.8 3.1 1.6 0.2 5.5 2.4 3.8 1.1 7.4 2.8 6.1 1.9 
5.4 3.4 1.5 0.4 5.5 2.4 3.7 1.0 7.9 3.8 6.4 2.0 
5.2 4.1 1.5 0.1 5.8 2.7 3.9 1.2 6.4 2.8 5.6 2.2 
5.5 4.2 1.4 0.2 6.0 2.7 5.1 1.6 6.3 2.8 5.1 1.5 

4.9 3.1 1.5 0.2 5.4 3.0 4.5 1.5 6.1 2.6 5.6 1.4 
5.0 3.2 1.2 0.2 6.0 3.4 4.5 1.6 7.7 3.0 6.1 2.3 
5.5 3.5 1.3 0.2 6.7 3.1 4.7 1.5 6.3 3.4 5.6 2.4 
4.9 3.6 1.4 0.1 6.3 2.3 4.4 1.3 6.4 3.1 5.5 1.8 
4.4 3.0 1.3 0.2 5.6 3.0 4.1 1.3 6.0 3.0 4.8 1.8 
5.1 3.4 1.5 0.2 5.5 2.5 4.0 1.3 6.9 3.1 5.4 2.1 
5.0 3.5 1.3 0.3 5.5 2.6 4.4 1.2 6.7 3.1 5.6 2.4 
4.5 2.3 1.3 0.3 6.1 3.0 4.6 1.4 6.9 3.1 5.1 2.3 
4.4 3.2 1.3 0.2 5.8 2.6 4.0 1.2 5.8 2.7 5.1 1.9 
5.0 3.5 1.6 0.6 5.0 2.3 3.3 1.0 6.8 3.2 5.9 2.3 
5.1 3.8 1.9 0.4 5.6 2.7 4.2 1.3 6.7 3.3 5.7 2.5 
4.8 3.0 1.4 0.3 5.7 3.0 4.2 1.2 6.7 3.0 5.2 2.3 
5.1 3.8 1.6 0.2 5.7 2.9 4.2 1.3 6.3 2.5 5.0 1.9 
4.6 3.2 1.4 0.2 6.2 2.9 4.3 1.3 6.5 3.0 5.2 2.0 
5.3 3.7 1.5 0.2 5.1 2.5 3.0 1.1 6.2 3.4 5.4 2.3 
5.0 3.3 1.4 0.2 5.7 2.8 4.1 1.3 5.9 3.0 5.1 1.8 

Fuente: Fisher ( 1936), reportados por Mardia et a/. ( 1989) y Johnson & 

Wichern ( 1982) 
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Cuadro 3.2.2 Mediciones de variables sobre los sitios de 
anidamiento de pajaros de helecho y sitios 
ubicados aleatoriamente en Ia misma area 

1.20 
0.58 
0.74 
0.70 
1.36 
0.78 
0.45 
0.78 
0.63 
0.75 
0.55 
0.45 
1.56 
0.85 
0.58 
0.75 
0.55 
0.56 
0.57 
0.41 
0.65 
0.78 
0.64 
0.71 

14.0 
25 .0 
14.0 
12.0 
14.5 
17.0 
15 .0 
15.0 
16.0 
12.0 
12.0 
20.0 
16.0 
23 .0 
12.0 
13.0 
18.0 
18.0 
19.5 
16.0 
18.0 
14.0 
18.0 
18.0 

8.90 
4.34 
2.30 
5.16 
2.92 
3.30 
3.17 
4.81 
2.40 
3.74 
4.86 
2.88 
4.90 
4.65 
4.02 
4.54 
3.22 
3.08 
4.43 
3.48 
4.50 
2.96 
5.25 
3.07 

Fuente: Manly, B.F.J. (1994). 

0.47 
0.62 
0.75 
0.52 
0.73 
0.62 
0.60 
0.26 
0.46 
0.28 
0.53 
0.42 
0.47 
0.50 
0.54 
0.56 
0.32 
0.62 
0.39 
0.56 
0.27 
0.42 
0.70 
0.26 
0.34 

13.5 
8.0 

19.0 
5.0 
8.0 

16.0 
17.0 
4.5 

15 .0 
12.0 
11.0 
17.0 
20.0 
13 .0 
16.0 
18.0 
7.0 

16.0 
15 .0 
8.0 
9.0 

11.0 
13 .0 
14.0 
9.5 

3.17 
3.23 
2.44 
1.56 
2.28 
3.16 
2.78 
3.07 
3.84 
3.33 
2.80 
2.92 
4.40 
3.86 
3.48 
2.36 
3.08 
5.07 
2.02 
1.81 
2.05 
1.74 
2.85 
3.64 
2.40 

( x1 : altura del dosel (metros), x2 : distancia del eje exterior 

del nido a Ia superficie exterior mas cercana del grupo de 

vegetaci6n en que se situa el nido (centimetros}, x3 : el 

perimetro del grupo de vegetaci6n (metros)) 

Cuadro 3.2.3 Numero de individuos/ha de Ia regeneraci6n 

natural en una selva mediana subperennifolia 
en Escarce a, Cam eche, Mexico. 

Etapa 
sucesional 

I 
II 
III 
IV 

Estratos de alturas (en em) 

0-30 

29,050 
16,025 
43,250 
83, 175 

3 1-1 00 1 00-3 00 

7,475 
5,575 
8,600 
9,275 

9,450 

5,025 
4,225 
2,075 

>300 

11 ,350 
5,250 
2,225 
2,000 

Fuente: Centeno (1989) reportado por Lopez (1995, p . 7) 
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Cuadro 3.2.4 caparaz6n (mm) de 48 

tortuoas 24 machos) 

Hem bras Machos 
Largo Ancho Alto Largo Ancho Alto 

(xt) (x2) ( x3) (xt) ( x2) (x3) 

98 81 38 93 74 37 
103 84 38 94 78 35 
103 86 42 96 80 35 
lOS 86 42 101 84 39 
109 88 44 102 85 38 
l23 92 50 103 81 37 
123 95 46 104 83 39 
133 99 51 106 83 39 
133 102 51 l07 82 38 
133 l02 51 112 89 40 
134 100 48 113 88 40 
136 102 49 114 86 40 
138 98 51 116 90 43 
138 99 51 117 90 41 
141 105 53 117 91 41 
147 108 57 119 93 41 
149 107 55 120 89 40 
153 l07 56 120 93 44 
155 115 63 121 95 42 
155 117 60 125 93 45 
158 115 62 l27 96 45 
159 118 63 128 95 45 
162 124 61 131 95 46 
177 132 67 135 106 47 

Fuente: Datos tornados de Johnson & Wichern (1982, p. 
281) 

Cuadro 3.2.5 Pesos (en centigramos) de depositos de corcho 

de 28 arboles en los cuatro ~untos cardinales 

N E s w N E s w 
72 66 76 77 91 79 100 75 
60 53 66 63 56 68 47 50 
56 57 64 58 79 65 70 61 
41 29 36 38 81 80 68 58 
32 32 35 36 78 55 67 60 
30 35 34 26 46 38 37 38 
39 39 31 27 39 35 34 37 
42 43 31 25 32 30 30 32 
37 40 31 25 60 50 67 54 
33 29 27 36 35 37 48 39 
32 30 34 28 39 36 39 31 
63 45 74 63 50 34 37 40 
54 46 60 52 43 37 39 50 
47 51 52 43 48 54 57 43 

Fuente: Rao (1948; p. 62) 
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IV LAS TECNICAS MUL TIV ARIADAS 
Y SUS APLICACIONES 
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4.1 GENERALIDADES 

4.1.1 El Contexto Multivariado 

La estadistica multivariada esta involucrada con el analisis de datos colectados, 

simultaneamente, sobre varias dimensiones del m1smo individuo. Como en el caso 

univariado, se asume que se colecta una muestra aleatoria de observaciones con varias 

componentes provenientes de diferentes individuos u otras unidades muestrales 

independientes. Sin embargo, Ia fuente comun de cada observaci6n individual generara 

dependencia o correlaci6n entre dimensiones y esta es una caracteristica distintiva entre 

las tecnicas y datos multivariados y los prototipos univariados (Morrison, 1981 ). 

Si sobre cada uno de n individuos de una muestra se consideran las mediciones sobre p 

diferentes variables, los datos registrados podran arreglarse de forma rectangular en una 

matriz de datos de manera que las hileras contengan a los individuos y las columnas a las 

mediciones de las respectivas variables. Con los datos de Iris spp. de el Cuadro 3.3.1 se 

pueden conformar tres matrices de datos, una para cada especie; las tres matrices de 

datos resultantes seran de dimension 50 x 4, ya que para cada especie, se tienen las 

mediciones de cuatro variables sobre 50 individuos. Las variables de datos multivariados 

no tienen necesariamente que ser del mismo tipo, es decir, pueden incluirse variables 

continuas (como Ia altura o el diametro ), discretas (como Ia edad del arbolado o el 

numero de ramas o de raices de una plantula) y/o dicot6micas (p. ej., macho o hembra, 

vivo o muerto, germin6 o no germin6) [Mardia eta!., 1989, p. 2]. 
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4.1.2 La Matriz de Datos 

En general, si se tomanp variables, X1,X2 , ••• ,XP, sobre cada uno den individuos, 

o1, o2 , ••• , on , provenientes de una muestra aleatoria, se obtendni un conjunto de datos con 

np elementos. Estos datos se pueden arreglar en una matriz de datos X de dimension 

( n x p), en Ia que cad a hilera corresponde a un individuo y cad a columna, a una variable 

(op. cit). 

Normalmente se usani Ia notacion xn x p [o X(n X p)] para indicar Ia dimension de Ia 

matriz de datos, o sencillamente se escribini X , cuando en el contexto sea obvio su 

orden o dimension; este convenio en Ia notacion del orden, sera valido tambien para 

cualquier otra matriz en los siguientes capitulos. 

La matriz de datos Xn x p que contiene observaciones de p variables tomadas sobre n 

individuos, puede escribirse de manera ampliada como: 

xll xl2 xlJ xlp 

X21 X22 x2J x2p 

xn xp = 
X;l X;2 xiJ X;p (4.1-1) 

xnl xn2 xnj xnp 

i=1,2,···,11, j = 1,2,·· ·,p 

en donde xiJ denota Ia observacion de laj-esima variable sobre el i-esimo individuo. 

La matriz de datos X tambien se puede expresar como sigue. Sea X= {xiJ}; usando 

Ia notacion de Mardia et al. {1989, pp . 8 y 453) donde X; representa Ia i-esima hilera de 

X escrita como columna y xu>, laj-esima columna de X , se tiene que: 
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donde 

x' I 
x' 2 

X= x' =[x<1> x(2) ··· xu> ··· x<P>], 
I 

x' n 

xnj 

(4.1-2) 

EJEMPLO 4.1.1 Con los datos de el Cuadro 3 .2.4 se pueden conformar dos matrices 

de datos, una para las tortugas hembras y otra para las tortugas machos. A continuaci6n, 

se escriben parcialmente estas matrices de datos. 

Para las hembras: Para los machos: 

98 81 38 93 74 37 

103 84 38 94 78 35 

X= X= 
162 124 61 131 95 46 

177 132 67 135 106 47 

En las hileras de estas matrices de datos estan representados los individuos y en sus 

columnas, las variables, que en este caso corresponden a! largo, ancho y altura del 

caparaz6n de las tortugas. + 

EJEMPLO 4.1.2 Con los datos de el Cuadro 3.2.5, de los depositos de corcho de 28 

arboles en los cuatro puntos cardinales, se puede representar Ia matriz de datos usando Ia 

notaci6n de Ia expresi6n (4.1-2) como sigue: 
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donde, 

72 60 37 48 72 77 

66 53 40 54 60 63 
xi= 76 'x2 = 66 , ... ,x9 = 31 , ... ,x28 = 57 

y x(l)= ,· • ·,X(4) = 

77 63 25 43 48 43 

Se observa que x1 es Ia primera hilera de Ia matriz de datos X escrita en forma de 

columna y corresponde a las mediciones de los depositos del primer arbol en las cuatro 

direcciones (N,E,S,W); asi enseguida, hasta que x28 corresponde a las observaciones de 

la hilera 28 de la matriz de datos (escrita como columna) y contiene las mediciones de los 

depositos del arbol 28 en las cuatro direcciones. Por otro lado, x< 1> contiene los datos de 

Ia primera columna de Ia matriz de datos que corresponden a las mediciones del deposito 

de corcho de los 28 arboles en Ia direcci6n norte; asi sucesivamente, hasta que, la ultima 

columna de X, x<4>, contiene las mediciones del deposito de corcho de los 28 arboles en 

la direcci6n oeste. + 

Tomando en cuenta Ia matriz de datos, los estudios multivariados pueden clasificarse 

desde dos puntos de vista alternatives: los metodos que hacen comparaciones entre las 

columnas de Ia matriz de datos ( estudian las relaciones entre las variables) y aquellos que 

comparan las hileras de Ia matriz de datos (indagan las relaciones entre los individuos). 

Los primeros son conocidos como tecnicas-R, por la importancia que juega la matriz de 

correlaciones R en este enfoque; los metodos que se dirigen a las relaciones entre 

individuos se les conoce como tecnicas-Q. Dentro las tecnicas-R, se incluyen el analisis 

de componentes principales, analisis de correlaciones can6nicas, analisis de factores; las 

tecnic s-Q, incluyen el amilisis discriminante y el escalamiento multidimensional. En este 
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trabajo solo se van a revtsar algunas de las tecnicas-R; el calculo de Ia matriz de 

correlaciones R de una matriz de datos se presenta en Ia expresion (4 .1-10) [ibid. p. 8]. 

4.1.3 Muestra Aleatoria Multivariada 

Una muestra aleatoria multivariada se define como un conjunto de observaciones en n 

individuos seleccionados al azar de una poblacion, a los cuales se les registra p variables, 

i=l,2, .. . ,n, j=l,2, ... ,p; en Ia matriz de datos, x; es Ia h.ilera que contiene los valores de 

las p variables registradas en el individuo i, y x(j) es Ia columna que contiene los 

registros de Ia j-esima variable sabre los n individuos de Ia muestra. Usualmente, las 

hileras x; forman una muestra aleatoria mientras que con las columnas x(j) no sucede 

asi; una vez seleccionado al azar al i-esimo individuo se registran sabre ei las p variables, 

lo cual es enfatizado en Ia notacion, por el uso de parentesis en los subindices de los 
I 

vectores columna de Ia matriz de datos (ibid. p. 9). 

En una muestra aleatoria univariada se tienen los registros de una sola variable sabre 

un conjunto de n individuos seleccionados al azar de una poblacion de tamafio N, n :::; N ; 

en cambia, en el caso multivariado, sabre los n individuos seleccionados al azar, se 

consideran simultaneamente las mediciones de p variables o caracteristicas de interes. 

4.1.4 El Vector de Medias y Ia Matriz de Covarianzas Muestrales 

La media muestral de Ia j-esima variable -haciendolo de una por una, como en el 

caso univariado- se define escalarmente por: 

l n 

X.;=- LX!i 
n i=l 

(4.1-3) 

Las x.1 se pueden arreglar en el vector muestral de medias de dimension (p x 1) , que se 

obtiene matricialmente por: 
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.x.l 
1 n 1 x.2 

x=-Ixi =-X'l= 
n i=l n 

(4.1-4) 

x.p 
p x l 

donde 1 = (1,1, ... ,1)~ x r -es un vector columna de puros unos de tamafio n. 

EJEMPLO 4.1.3 Usando los datos del Cuadra 3.2.5, se puede calcular el vector de 

medias de Ia siguiente manera usando Ia expresion (4.1-4): 

72 60 48 72 66 76 77 1 50.54 28 

1 66 53 54 60 53 66 63 I 46.18 28 
x=- + + ... + = = 

28 76 66 57 49.68 

77 63 43 48 54 57 43 ..L 45.18 
28 

Es clara que x.1 = 50.54 es el deposito de corcho promedio en Ia direccion norte; 

x.2 = 46.18 es el deposito de corcho promedio en Ia direccion este; y asi sucesivamente. 

• 
La varianza muestral de Ia j-esima variable, definiendola por analogia del contexte 

univariado es: 

j = 1,2, · ··,p 
' 

(4.1-5) 

y Ia covarianza muestral entre laj-esima y Ia k-esima variables es: 

(4.1-6) 

Los valores de sJJ y sJk, de las expresiones (4.1-5) y (4.1-6), se pueden disponer en Ia 

matriz de varianzas y covarianzas muestral, denotada por S, que se obtiene usando 

notacion matricial con (4.1-7). AS usualmente se le nombra sencillamente como matriz 

de covarianzas. 
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su S12 Sip 

S=lX'HX= 
S21 S22 s2p 

n (4.1-7) 

spl sp2 sPP 

donde H = I - ltl' denota Ia matriz centrante. La matriz S contiene en su diagonal 
n 

principal a las s JJ = s] y fuera de Ia diagonal principal estim las s 1k, cumpliendose que 

S=S' . 

Como en Ia estadistica univariada, resulta conveniente definir una matriz de 

covarianzas que tenga como divisor n-1, en Iugar den. Asi : 

S =-1 X'HX u n-1 (4 .1-8) 

es un estimador insesgado de Ia matriz de covarianzas poblacional I: , si los datos forman 

una muestra aleatoria multivariada con los segundos mementos finites . 

EJEMPLO 4.1.4 Con los datos de deposito de corcho, usados en los ejemplos anterio­

res se ejemplifica el calculo de Ia matriz de covarianzas. 

72 60 48 27 _ __!__ _ __!__ 72 66 76 77 
28 28 28 

S = lX'HX = -
1 66 53 54 _ __!__ 27 I 60 53 66 63 

28 28 -28 
n 28 76 66 57 

77 63 43 _ __!__ _ __!__ 27 48 54 57 43 
28 28 28 

4 X 28 28 X 28 28 X 4 

7840.96 6041.32 7787.82 6109.32 280.03 215.76 278.14 218.19 

1 6041.32 5938.11 6184.61 4627.11 215.76 212.08 220.88 165.25 
= - = 

28 7787.82 6184.61 9450.11 7007.61 278.14 220.88 337.50 250.27 ' 

6109.32 4627.11 7007.61 6102.11 218.19 165.25 250.27 217.93 

4x4 

y el estimador insesgado de I: es: 
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7840.96 6041.32 7787.82 6109.32 290.41 223.75 288.44 226.27 

s =-1 
6041.32 5938.11 6184.61 4627.11 223.75 219.93 229.06 171.37 

= 
u 27 7787.82 6184.61 9450.11 7007.61 288.44 229.06 350.00 259.54 

6109.32 4627.11 7007.61 6102.11 226.27 171.37 259.54 226.00 

• 
El coeficiente de correlaci6n muestral entre Ia j-esima y Ia k-esima variable se define 

escalarmente como: 

(4.1-9) 

y Ia matriz muestral de correlaciones que contiene a los r1k se obtiene con: 

(4.1-10) 

donde nt = ~diag(S) = diag{~} = diag{s1 } . Es decir, 

_l 
sn2 0 0 

_l 
_ l 

D 2 = 0 s2l 0 

_ l 
0 0 sP~ 

AI aplicar (4 .1-10) queda: 

1 ,.12 'ip 

,.21 1 r2p 
R= 

rp1 rp2 1 
p x p 

los unos de Ia diagonal principal de R , se desprenden directamente de Ia definicion del 

coeficiente de correlaci6n muestral r1k en ( 4.1-9). 

EJEMPLO 4.1.5 Continuando con los datos de el Cuadro 3.2.5 y haciendo uso de Ia 

matriz S del Ejemplo 4.1.4, se precede a calcular su correspondiente matriz de 

correlaciones R. Asi : 
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0.0598 0 0 0 0.0598 0 0 0 
0 0.0687 0 0 0 0.0687 0 0 R= 
0 0 0.0544 0 

s 
0 0 0.0544 0 

0 0 0 0.0677 0 0 0 0.0677 

1 0.8854 0.9047 0.8832 
0.8854 1 0.8256 0.7687 = 
0.9047 0.8256 1 0.9228 
0.8832 0.7687 0.9228 1 

• 

4.1.5 Medidas de Dispersion Multivariada 

La matriz S es una posible generalizacion de Ia nocion univariada de varianza, que 
mide Ia dispersion con respecto a Ia media. Sin embargo, algunas veces es conveniente 
contar con un solo numero que mida Ia dispersion multivariada. Dos medidas usuales son: 
( 1) Ia varianza generalizada que es el determinante de S, lSI ; y 

(2) Ia variacion total, definida como Ia traza de S, tr S . 
La varianza generalizada juega un importante papel en Ia estimacion de maxima 
verosimilitud y Ia variacion total es un concepto uti! en Ia presentacion de las 
componentes principales (ibid. p.13). 

4.1.6 Combinaciones Lineales (ibid. p. 13) 

Una de las herramientas mas importantes del analisis multivariado, son las 
combinaciones lineales de las variables. Unas cuantas combinaciones lineales bien 
seleccionadas pueden proveer mayor informacion que un gran numero de las variables 
originales, frecuentemente porque pueden reducir Ia dimensionalidad de los datos. Las 
transformaciones lineales pueden tambien simplificar Ia estructura de Ia matriz de 
covarianzas, hacienda que Ia interpretacion de los datos sea mas directa. 
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• Considerar una combinaci6n lineal 

(4.1-11) 

donde a1, •• • ,aP son valores dados. De (4.1-4), la media de Yn denotada por .Y, esta 

dada por: 

1 n 
y = -a':Lxr = a'X, 

11 r=l 
(4.1-12) 

y se tiene que su varianza es: 

s~ = _!_ ICYr- .Yi = .!._ Ia'(xr- x)(xr- x)'a = a'Sa. 
11 r=l 11 r=l 

(4.1-13) 

En general es de interes Ia transformaci6n lineal q-dimensional : 

Yr = Axr + b, r = 1, ... ,n, (4.1-14) 

que puede escribirse como Y = XA' + 1 b', donde A es una matriz de dimension ( q x p) 

y b es un vector de tamano q. 

El vector de medias y la matriz de covarianzas de los nuevos individuos y r estan 

dados por: 

y= Ax+b, (4.1-15) 

sy = _!_ ICYr- y)(y r- y)' = ASA'. 
11 r=l 

(4.1-16) 

Cuando A es una matriz no-singular (i .e., !AI:;:. 0) entonces: 

(4.1-17) 

Estos diferentes ejemplos de transformaciones lineales, estan centrados con media 

cero. 
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4.1.6.1 Transformaciones de escala 

Sea Yr = D-1
/
2(xr- x), r = 1, ... ,n, donde nt = diag{fs:;} = diag{s1 } [Observe que 

I 

D 2 es igual a la de Ia expresion ( 4.1-1 0)]. Con esta transformaci6n lineal se hace que cad a 

variable tenga varianza uno (se dice que se estandariza la escala de las variables) 

elirninando asi la selecci6n arbitraria de escalas. Par ejemplo, s1 x(I) representa el 

diametro normal 1
, Y(l) resultara la misma, independientemente que x(l) se mida en 

centimetres, en pulgadas, o en cualquier otra unidad de longitud. En este caso, S Y = R . 

4.1.6.2 Transformacion de Mahalanobis 

Si S > 0 entonces s-1 tiene una (mica matriz raiz cuadrada simetrica y positiva 

definida s-1/2 ( · 3 · s-lf2s-I/2 = s-t ) . La transformaci6n de Mahalanobis se define 

como: 

zr = s-1/2(x- i), r = 1, .. . ,n. (4 .1-18) 

Entonces, la varianza de la transformaci6n de Mahalanobis es Sz =I, lo que significa que 

esta transformaci6n elimina la correlaci6n entre variables y estandariza la varianza de 

cada variable. 

4.1.6.2 Transformacion componentes principales 

Par el teorema de la descomposici6n espectral, la matriz de covananzas S puede 

escribirse como: 

S= GLG', (4 .1-19) 

donde L es una matriz diagonal que contiene los valores caracteristicos de S ordenados 

descendentemente (/1 ::2: /2 ::2: ... ::2: I P ::2: 0) y G es una matriz ortogonal ( GG' = G'G = I ) 

que contiene los vectores caracteristicos de S asociadas a los 1;. i = 1, . .. ,p de L. La 

transformaci6n componentes principales se define como: 

1 Por convenci6n, se entendera por diamctro normal (dn), al diametro de un arbol medido a Ia altura de 

1.30 m de Ia base del mismo. En varios trabajos se usa el termino diamctro a Ia altura del pccho (dap o 

dbh) como sin6nimo. 
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wr = G'(xr- x), r = l,2, ... ,p . (4.1-20) 

Como Ia varianza de w, Sw = G'SG = L , es una matriz diagonal, las componentes 

principales contenidas en las columnas de W, representan combinaciones lineales no­

correlacionadas de las variables originates. Aunque se necesitan p componentes 

principales para reproducir Ia variabilidad total de los datos originates, se espera que Ia 

mayor parte de esta, este contenida en un menor numero de elias, digamos k < p . Si 

sucede que existe casi Ia misma informacion en las k componentes principales que en las p 

variables originates, entonces estas podrian ser reemplazadas por aquellas; y el conjunto 

de datos originates (n mediciones sabre p variables) se reduce a uno que contiene n 

observaciones sabre k componentes principales. Cuando esto ocurre, los estadisticos 

dicen que Ia dimensionalidad del problema se reduce de p a k. 

4.1. 7 La Distribuci6n Multinormal (ibid. p. 13) 

La distribucion de probabilidad multivariada mas importante es Ia normal multivariada 

y sufimci6n de densidad de probabilidad (fd.p) se puede escribir como extension de su 

contraparte univariada. Si Ia fd .p. de N(p, a-2
) , Ia normal univariada con media J.i y 

• 2 0 'b vananza u > , se escn e como: 

entonces una extension razonable con p variables es: 

(4 .1-21) 

donde I.> 0. 

Definicion 4.1. 7 .1. Se dice que el vector aleatoric x tiene distribucion normal p-variada 

(o normal p-dimensional o normal multivariada) con vector de medias J.1 y matriz de 

covarianzas L si su fd .p. esta dado por (4.1-21) y se denota por x- Np(Jl, I.). D 
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Teorema 4.1.7.1. Suponer que x tiene Ia fd .p. dada en (4.1-21) y sea 

y = L-I/2(x- J.l) (4 .1-22) 

donde :E -I/
2 es Ia raiz cuadrada simetrica positiva-definida de :f~ Entonces y 1, ••• , y P son 

variables independientes con distribuci6n normal estandar, N(O, 1 ) . Esto significa que 

E(y) = 0 y Var(y) =I . [La prueba esta en Mardia et al., 1989, p. 37] 0 

Corolario 1. Suponer que x tiene Ia fd .p. dada en (4.1-21) entonces: 

E(x) = J.l, Var(x) = L. 

4.1.7.1 Algunas propiedades 

Si x - N All, :E) se tienen los siguientes resultados. 

(4.1-23) 

0 

Teorema 4.1.7.2. Si U = (x- J.L)'L-1(x- Jl) entonces U tiene una distribuci6n ji­

cuadrada con p grades de libertad, denotandose como 

u- z! . (4.1-24) 

0 

Teorema 4.1.7.3 . Todas las combinaciones lineales no-triviales de los elementos x tienen 

distribuci6n normal univariada. 0 

4.1. 7.2 La distribucion normal de una matriz 

Sea X n x P una matriz cuyas n hileras, x;, ... , x ~ , se distribuyen independientemente 

como NAJ.l, :E). Entonces X tiene Ia distribuci6n normal matricial y representa una 

muestra aleatoria que proviene de una poblaci6n NAJ.l, :E) . La fd .p. de Xes: 

i=l 
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4.1.8 La Distribuci6n Wishart (ibid. p. 66) 

Definicion 4.1.8.1. Si Ia matriz Mp x p puede escribirse como M = X'X donde Xm x p es 

una matriz de datos proveniente de N P ( 0, I:) , entonces se dice que M tiene una 

distribuci6n Wishart con matriz de escala I: y panimetro de grados de Iibert ad m. Esto se 

denota como M- WAI:,m) . Cuando I:= IP, se dice que Ia distribuci6n esta en forma 

estandar. 0 

La distribuci6n Wishart es una generalizaci6n matricial de Ia distribuci6n ji-cuadrada 

univariada. Cuando p = I variable, Ia distribuci6n u--;: ( 0"
2

, m) est a dada por x 'x donde 

los elementos de X m x I se distribuyen identica e independientemente como N, ( 0, 0"
2
); 

esto es, Ia distribuci6n ~ ( 0"
2

, m) es Ia misma que Ia distribuci6n 0"
2 x;n . La matriz de 

escala I: en Ia distribuci6n Wishart juega el mismo papel que 0"
2 en Ia distribuci6n 

0"2 X~. 

4.1.8.1 Propiedades de las matrices Wishart 

Teorema 4.1.8.1. Si M- WAI:,m) y B es una matriz de dimension (p x q), entonces 

B'MB- Wq(B'I:B,m). 0 

Corolario 4.1.8.1.1. La submatrices diagonales de M por si mismas tienen distribuci6n 

Wishart . 0 

Corolario 4.1.8.1.2. I: - 1
/
2MI:-1

/
2 - WAI,m) . 0 

Corolario 4.1.8.1.3 . Si M- WP(l,m) y Bp xq satisface B'B = Iq, entonces B'MB 

- ~(I,m) . 0 
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t Del Corolario 4 .1. 8 .1.1, cad a elemento de la diagonal de M tiene una distribucion u7 X~ . 

Teorema 4.1.8.2. Si M- WA:E,m) y a es cualquier vector fijo de dimension p tal que 

a 'I: a =t. 0, entonces 

a'Ma _ 2 0 1~ Zm · 
a ""'a 

Corolario 4.1.8.2.1. m;; - u7 z~ . 0 

Teorema 4.1.8.4. Si X(n x p) es una matriz de datos proveniente de una distribucion 

NAO,:E) y si C(n x n) es una matriz simetrica, entonces: 

(a) X'CX tienen Ia misma distribucion que una suma ponderada de matrices WP(:E ,l) 

independientes, donde las ponderaciones son valores caracteristicos de C; 

(b) X'CX tiene una distribucion Wishart si y solo si C es una matriz idempotente, en 

cuyo caso X 'CX- WA:E.r) donde r = tr C = rango(C); 

(c) SiS= ~X'HX es Ia matriz muestral de covarianzas, entonces nS- WA:E,n-1) . 

0 

4.1.8.2 Matrices Wishart particionadas 

Si M- WA:E ,m) ' frecuentemente es util hacer Ia particion: 

(4.1-25) 

Se puede querer dividir las p variables originales en dos subgrupos, que consisten de a y 

b variables, respectivamente, donde a + b = p . 
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Las submatrices M 11 y M 22 tienen distribuciones Wishart, aunque estas 

distribuciones, en general, no son independientes. Sin embargo, M 11 es independiente de: 

M22.! = M22 - M21M~t1M12 · (4.1-26) 

Aqui M 22.1 es m veces el analogo muestral de 1: 22.1 = L 22 - 1: 21 1:~;1: 12 . 

Cuando p = 2, 

(4.1-27) 

En este contexte, M 22.1 se reduce a: 

M 22.1 = msH1- r
2

) . (4.1-28) 

Teo rem a 4.1.8.5. Si M- WA"I:. m), m >a entonces: 

(a) M 22.1 tiene Ia distribuci6n Wb('I: 22.1,m-a) yes independiente de (Mu,M12), y 

(b) si 1:12 = 0, entonces M 22 - M 22.1 = M21M~11M 12 tiene Ia distribuci6n ~(1: 22 ,a}, y 

Hacienda que M
22 = M;~.l = (M 22 - M21M~{M12 f 1 , se pueden escribir los dos 

incises del Teorema anterior como: 

Corolario 4.1.8.5.1 

(a) (M22 f 1
- Wb((1: 22 f 1

, m-a)y es independiente de (Mu , M 12 ) . [Aqui 1:
22 

= 1:2~ .d 

(b) Si 1:12 = 0 entonces M 22 - (M22 f 1
- Wb(1: 22 ,a) y M 22 - (M22 f 1

, Mu y 

(M 22 f 1 son conjuntamente independientes. 0 

Teorema 4.1.8.6. Si M- Wp('I:,m), m> p, entonces: 

(a) Ia relaci6n a'l:-1a/a'M-1a se distribuye como una X~-p+I para cualquier vector fijo 

a de dimension p; en particular, a-;/ nl - X~-p+I para i = 1, ... , p . 
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(b) m;; es independiente de todos los elementos de M excepto de m;; . 

0 

Teorema 4.1.8.7. Si M- Wp(:E 1,m), m "?. p, entonces IMI es I:EI veces (el prodticto de) 

p variables aleatorias ji-cuadradas independientes con m, m -1, ... , m- p + 1 grados de 

libertad. 0 

Corolario 4.1.8.7.1. Si M- Wp(:E,m), :E > 0 y m > p, entonces M > 0 con 

probabilidad uno. 

0 

4.1.9 La Distribuci6n T2 de Hotelling (ibid. p. 73) 

Definicion 4.1.9.1. Si a puede escribirse como md'M-1d donde d y M se distribuyen 

independientemente como N A 0, I) y WAI, m), respectivamente, entonces se dice que a 

tiene la distribuci6n T2 de Hotelling con parametres p y m. La notaci6n es a- T2(p, m) . 

0 

Teorema 4.1.9.1. Si x y M se distribuyen independientemente como NAJl,L) y 

WA:E,m), respectivamente, entonces: 

, 
m(x- Jl) M-1(x- Jl)- T 2(p,m) . (4.1-29) 

0 

Corolario 4.1.9.1.1. Si x y S son el vector de medias y la matriz de covarianzas de 

una muestra de tamafio n proveniente de una poblaci6n N P (Jl , :E), y Su = ( nf n- 1 )S, 

entonces: 

(4.1-30) 

Corolario 4.1.9.1.2. El estadistico T2 es invariante bajo cualquier transformaci6n lineal 

no-singular x ---)- Ax + b 
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t El estadistico t univariado tambien tiene Ia anterior propiedad de invarianza. Sin 

embargo el cuadrado de Ia variable tm univariada tiene Ia distribuci6n T2 (1,m) . Es decir, 

Ia distribuci6n F; ,m y Ia distribuci6n T2 (I, m) son iguales. 

Teorema 4.1.9.2. 

T2(p,m) = {mpj(m- p + 1)}Fp, m-p+I · (4.1-31) 

Corolario 4.1.9.2.1. Si i y S sonIa media y Ia covarianza de una muestra de tamaiio .n 

proveniente de NA~. L) , entonces: 

, 
{(n- p)j p}(x- ~) S-1(x- ~)- FP. n-p . (4.1-32) 

Corolario 4.1.9.2.2. JM J/JM+dd'J-B(t(m-p+1),tP) donde B(-.·) es una variable 

beta. 

Teorema 4.1.9.3 . Si d y M se distribuyen independientemente como NP(O,I) y 

WP(I , m), respectivamente, entonces: 

d'd(l+ 
1 

)-
2 

d'l\1-td Xm+l 

y se distribuye independientemente de d'M-1d . 

El Teorema 4.1.9.3 es una extension del siguiente resultado univariado : Si d- N(O,l) 

y u2 
- z2

, entonces d 2 + u2 es independiente de d 2 
/1/ . Antes de escribir otra 

generalizaci6n del mismo resultado se requiere el siguiente lema. 

Lema. Sea W una matriz aleatoria simetrica de orden (p x p) y sea x un vector aleatorio 

de dimensi6np. Sixes independiente de (g;Wg1, ... , g~ Wgp) para toda matriz ortogonal 

no-aleatoria G = (g1, ••• ,gP)' , entonces xes independiente deW. 
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Teorema 4.1.9.4. Si d y M se distribuyen independientemente como NAO,I} Y 

WAI. m}, respectivamente, entonces d'M-1d es independiente de M + dd' . 

4.1.10 El Estadistico T2 de Hotelling para Dos-Muestras (ibid. p. 76) 

La Hamada distancia de Mahalanobics entre dos poblaciones con medias J..L 1 y J..L 2 con 

matriz de covarianzas L esta dada por L1 , donde: 

(4.1-33) 

Por supuesto que solo raras poblaciones cuentan con parametres conocidos, por lo que 

es usual hacer estimaciones de sus correspondientes valores muestrales. Suponer que se 

tienen dos muestras de tamano n1 y n2 de forma que n1 + n2 = n ; entonces Ia distancia 

de Mahalanobics (muestral), D, puede escribirse como: 

D2 (- - )'s-•(- - ) = xl- X2 u xl- X2 ' (4.1-34) 

donde Su = (n1S1 + n2S2)/(n- 2} es un estimador insesgado de L . (Observe que X; y 

S;, i = 1,2, son el vector de medias y Ia matriz de covarianzas de Ia i-esima muestra.) En 

el siguiente teorema se escribe Ia distribuci6n estadistica de D 2 bajo un conjunto 

particular de supuestos. 

Teorema 4.1.10.1. Si X1 y X2 son matrices de datos independientes y las n; hileras de 

X; son identica e independientemente distribuidas (i .i.d .) como Np(J..L; . L;), i = 1,2, 

entonces cuando J..L 1 = J..L 2 y L 1 = L2 , (n1n2 jn}D2 es una variable T2(p,n- 2). 

La cantidad 

(4.1-35) 

se conoce como estadistico T2 de Hotelling para dos muestras. Usando Ia relaci6n entre 

los estadisticos T2 y F, se puede deducir tambien que, bajo los supuestos dados, 
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( 4.1-36) 

4.1.11 Estadisticos con Base en Ia Distribucion Wishart (ibid. p. 80) 

Muchas pruebas en el amilisis univariado se basan sobre estadisticos que tienen 

distribuciones ji-cuadradas independientes. Una hip6tesis particular podria implicar que 

a - cr2 x! y b -(fx1, donde a y b son estadisticos basados sobre los datos. Si a y b son 

independientes entonces afb es af f3 veces una variable FaJJ, y aj(a +b) tiene una 

distribuci6n beta con panimetros t a y t f3 . Ninguna de estas funciones involucra el 

panimetro cr que, en general, es desconocido. 

En el escenario multivariado muchos estadisticos se basan en distribuciones Wishart 

independientes. (Recordar que Ia distribuci6n Wishart multivariada es una generalizaci6n 

de Ia ji-cuadrada univariada.) Sea A- WP(L,m) independiente de B- WP(L,n) donde 

m ~ p. Dado que m ~ p, existe Ia inversa A -I, y son de inten!s los valores 

caracteristicos diferentes de cero de A -IB. Los valores caracteristicos de 

A -JB =A -l/
2 A -l/2B son los mismos que los de A -I/ 2BA - 1/2 , y como esta ultima es 

positiva semidefinida (p.s.d), todos los raices caracteristicas diferentes de cero son 

positivos. Asi tambien, con probabilidad uno, el numero de valores caracteristicos 

diferentes de cero es igual a min(n,p) . Debido a que Ia matriz de escala L no afecta Ia 

distribuci6n de las raices caracteristicas, sin perdida de generalidad se puede suponer 

I=I. 

La distribuci6n conjunta de Ia raices de A -IB se denota con 'P(p, m, n) . El siguiente 

teorema establece una importante relaci6n entre las distribuciones 'P para diferentes 

valores de los panimetros. 
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Teorema 4.1.11.1. Para m ~ p y n, p ~ 1, Ia distribuci6n 'P(p, m, 11) es identica a Ia 

distribuci6n 'P( 11, m + 11- p, p). 

Teorema 4.1.11.2 . Si A-WAL,m) y B-WAL,n) son independientes con m~p y 

11 ~ p, entonces: 

(4.1-37) 

es proporcional al producto de p variables F independientes, de las cuales Ia i-esima tiene 

(n- i + 1) g.l. en el numerador y (m- i + 1) g. I en el denominador. 

Definicion 4.1.11.1. Cuando A- WAI,m) y B- WAI,n) son independientes, con 

m ~ p , se dice que: 

A= IAI =II+A-1BI-t -A(p m n) 
IA+BI ' ' 

(4.1-38) 

tiene una distribuci6n lambda de Wilks con parametros p, m, y n. 

La familia de distribuciones A ocurre frecuentemente en el contexte de las pruebas de 

raz6n de verosimilitud. El panimetro m usualmente representa los g.l. del "error" y n los 

g.l. de Ia "hip6tesis" por los que m + n representa los g.l. del "total". AI igual que el 

estadistico T2 
, Ia distribuci6n lambda de Wilks es invariante bajo cambios de los 

parametres de escalade A y B. La distribuci6n de A esta dada en el siguiente teorema. 

Teorema 4.1.11.3. Se tiene: 

n 

A(p,m,n)- fi u;, (4 .1-39) 
i=l 

donde u1, ••. , u n son n variables independientes y ll; - B( t ( m + i - p ), t p) , i = 1, ... , p . 

Teorema 4.1.11.4. Las distribuciones A(p,m,n) y A(n,m+11- p,p) son iguales. 
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• 
Los que siguen son casos especiales de estos resultados: 

(a) Los estadisticos A(p, m, 1) y A( 1, m + 1- p, p) son equivalentes y cad a uno corres-

ponde a un estadistico B( t ( m- p + 1 ), t p) simple. 

(b) A(p, m, 2) y A( 2, m + 2 - p, p) son equivalentes y corresponden al producto de un 

estadistico B( t ( m- p + 1 ), t p) con un estadistico B( t ( m- p + 2), t p) 

independiente. 

A partir de las relaciones entre las variables p y F , pueden expresarse tambien 

funciones de los estadisticos A(p, m, 1) y A(p, m, 2) en terminos de Ia distribuci6n F 

como stgue: 

(a) Si A- A(p, m, 1), entonces 

1-A 

A 
p F . 

P m-p+l' 
m-p+1 · 

(4 .1-40) 

(b) Si A- A(I, m, n), entonces 

( 4.1-41) 

(c) Si A- A(p, m, 2), entonces 

1-JA p F . 
f.A - } 2p, 2(m- p+l) ' 

-..J/1 m-p+ 
(4.1-42) 

(d) Si A- A(2, m, n), entonces 

I-JA __ n_F 
JA m -1 2n, 2(m-l) . 

(4.1-43) 

Para otros valores de n y p, y se cumple que m es grande, se usa Ia aproximaci6n de 

Bartlett : 

-{m- !(P- n +I)} In A(p,m, n)- x!P (4.1-44) 

asint6ticamente mientras m ~ oo . 

47 



Definicion 4.1.11.2. Suponer que A- WAI,m) independientemente de B- WAI,n), 

donde m ~ p . Entonces el valor caracteristico mas grande de (A+ Br
1
B, representado 

por e, es conocido como el estadistico de la raiz mas grande y su distribuci6n se denota 

con e(p,m,n) . 

La B(p,m,n) puede definirse tambien como la raiz mas grande de Ia siguiente 

ecuaci6n: 

IB-B(A+B)I=O. 

Si A es un valor caracteristico de A -IB, entonces A/(1 +A) es un valor caracteristico de 

(A+ Br
1
B; B esta dado por: 

(4.1-45) 

donde A1 denota el valor caracteristico mas grande de A -IB. Los valores de e estan en 

el intervale 0 < B < 1. De Ia expresi6n: 

y del Teorema 4.1.11.1 se obtienen las siguientes propiedades: 

(I) e(p, m, n) y B(n, m + n - p, p) tienen la misma distribuci6n; 

(2) B(I,m,n) = 1- A(I,m,n) _ !!__F 
I-B(1,m,n) A(I,m,n) m n.m' 

(3) B(p,m,I) = 1- A(p,m,1) p F . 
1-B(p,m,I) A(p,m,I) - m-p+1 p.m-p+I' 

(4.1-46) 

(4.1-47) 

(4.1-48) 

(4.1-49) 

Para p ~ 2 los val ores criticos de e pueden verse de los cuadros; en Mardi a et a/. ( 1989; 

pp. 494-496) estan los valores criticos para p = 2 y para valores generales de p pueden 

consultarse los tablas de Pearson & Hartley (ibid. p.85). En el caso de los parametres del 

estadistico e, p es Ia dimension, m son los g. I. del "error" y n son los g. I. de la 

"hip6tesis". 
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4.2 PRUEBAS DE HIPOTESIS 

4.2.1 Introduccion 

Dos de las tareas importantes en Ia estadistica son: (a) Ia estimacion de parametres 

poblacionales y (b) las pruebas de hipotesis junto con Ia construccion de intervalos de 

confianza. En este capitulo se presenta Ia metodologia de algunas pruebas de hipotesis 

multivariadas; se plantea Ia hipotesis, se escribe el estadistico de prueba y Ia regia de 

decision para rechazar Ia hipotesis nula. Algunas de las pruebas de hipotesis univariadas 

tienen su extension directa a hipotesis multivariadas, pero existen otras que son 

exclusivas del enfoque multivariado (Mardia eta/. , 1989). 

De acuerdo a Winer eta!. ( 1991 ), una hip6tesis estadistica es un enunciado postulado 

sobre una poblacion, el cual se busca refutar o validar con base en Ia informacion extraida 

de Ia muestra. La prueba estadistica es un conjunto de reglas que conducen a tomar una 

decision acerca de Ia hipotesis. Otro concepto importante es el nivel de significaci6n de 

las pruebas de hipotesis, que se define como Ia probabilidad que se da de margen para 

rechazar Ia hipotesis nula cuando esta sea verdadera. El nivel de significancia se denota, 

usualmente, con Ia letra griega minuscula alfa, a . 

Mardia et a/. (1989) sefialan que en las pruebas de hipotesis multivariadas, se pueden 

mencionar dos problemas fundamentales : el gran numero de hip6tesis diferentes que 

existen y Ia dificultad de escoger entre diferentes pruebas estadisticas plausibles. Los 

mismos autores presentan los estadisticos de prueba de ciertas hip6tesis obtenidos desde 

dos criterios diferentes: Ia prueba de razon de verosimilitud (PR V) y Ia prueba union 

interseccion (PUI). En algunas ocasiones, ambos enfoques conducen al mismo estadistico 
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de prueba, pero en general no .ocurre asi. Sobre estas pruebas se desarrollan varios 

ejemplos numericos en este capitulo y se anexan los programas en SAS que se usaron 

para hacer los calculos. 

4.2.2 Pruebas sobre el Vector J.1 y Ia Matriz L 

Para plantear los estadisticos de prueba (EP) de las siguientes tres hipotesis, usando el 

enfoque de PRV, suponer que Ia muestra aleatoria de (X1, X 2, .. . , Xn)'- Np(J.L , :E) , y 

sean J..lo = [,u01 , ,u02 , .. ·.Uopl' un vector de medias dado y :E 0 , una matriz de covarianzas 

dada. 

4.2.2.1 La hipotesis H 0 :J..L = J..lo cuando :E es conocida 

El estadistico de prueba (EP) dado por el criterio de RV de esta prueba es: 

(- )'"t"-lc- > 2 n x - J..lo ~ x - J..lo - X P (4 .2-1) 

donde, 'i = ~X'1 como se dio en (4.1-4), es el estimador de maxima verosimilitud de J..l 

y z! es el valor de una distribucion ji-cuadrada con p grados de libertad. La regia de 

decision a un nivel de significancia a es: rechazar H 0 si el valor calculado del EP es 

mayor que z!.- a donde p es el numero de variables aleatorias; no rechazar H0 , de otro 

modo. 0 

EJEMPLO 4.2.1 Considerar el ancho de sepalo de las tres especies de Iris spp. del 

Cuadro 3.2.1 y Ia hipotesis H0 :J.L = J..lo, con :E conocida, donde: 

[

3.0] [ 0.1 0.0 
J..lo = 3.0 y :E = 0.0 0.1 

3.0 0.0 0.0 

0.0] 
0.0 

0.1 
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Con esta hip6tesis se esta postulando que Ia media poblacional del ancho de sepalo de las 

tres especies es 3. 0 y se trata de ver si los datos del ancho de sepalo de las especies de 

Iris, no contradicen Ia hip6tesis nula. Usando Ia expresi6n (4.2-1), se tiene que: 

[

10 0 0 ][ 0.428 J 
EP = 50(0.428,-0.23,-0.026) 0 10 0 -0.23 = 118.38. 

0 0 10 -0.026 

Como EP = 118.3 8 >xi; 0_01 = 11.34, se rechaza Ia hip6tesis nula con un nivel de 

significancia de 0.0 11
. Es decir, se concluye que el vector de medias poblacional es 

diferente de J..lo. Los calculos de esta prueba se hicieron con el Programa 4.2.6.1. + 

4.2.2.2 La hip6tesis H 0 : J..L = J..lo cuando :E es desconocida 

En esta hip6tesis, el EP de Ia PRY es: 

I 

(n -1)(x- J..Lo) s-1(x- J..Lo) (4.2-2) 

que bajo Ia hip6tesis nula se distribuye como una T2 de Hole/ling con (p, n -1) grades 

de libertad. Ademas se tiene Ia siguiente proporcionalidad: 

(n-1)-p+1 2 Ho 

( 1) 
l{p, n-1) - Fp. n- p' 

n- p 
(4 .2-3) 

por lo que, el estadistico de prueba se puede replantear como: 

(4.2-4) 

Usando Ia expresi6n (4.2-4), Ia regia de decision es: rechazar H 0 a un nivel de 

significancia a , si EP ~ Fp. n- p; a ; de otro modo, no rechazar H 0 . D 

EJEMPLO 4.2.2 Se va a plantear una hip6tesis similar a Ia del Ejemplo 4.2.1, para los 

anchos de sepalo de las especies de Iris spp, excepto que Ia matriz de covarianzas no se 

1 Cuando con un nivel de significancia a.=O.Ol se rechaza H0, usualmente se dice que el rechazo de Ia 
hip6tesis nul a fue "altamcnte significativo". 
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conoce. En estas condiciones podemos usar el EP de Ia expresi6n (4.2-4) de tal forma 

que: 

[

7.252 
50-3 

EP = -
3 

-(0.428,-0.23,-0.026) 1.264 

1.264 

10.661 

0.888 

0.888 -0.23 = 25.9995. 
0.055]( 0.428] 

0.055 9.886 -0.026 

Como EP = 25.99 > .FJ.47;o.o1 = 4.23 se debe rechazar Ia hip6tesis nula con un nivel de 

significancia a = 0.0 1 . Para hacer los calculos de este ejemplo se hizo uso del Programa 

4.2.6.2 . • 

4.2.2.3a La hip6tesis H 0 : 'f. = 'f. 0 , con Jl desconocida 

El EP de esta prueba por Ia RV es: 

EP = -2 In 2 = np(a -In g -1) (4.2-5) 

donde a y g, son Ia media aritmetica y Ia media geometrica, respectivamente, de los 

valores caracteristicos de 'f.~ 1 S; en este caso, sean d 1,d2 , ... ,dP los valores 

caracteristicos de 'f.~ 1 S, entonces: 

Comentario. Del resultado que si Amxn y Bnxm son cualesquiera dos matrices no 

nulas, los productos matriciales AB y BA tienen los mismos valores caracteristicos 

diferentes de cero, se sigue que los valores caracteristicos diferentes de cero de Ia 

matriz 'f.~ 1S = 'f.~ 1S112SI/2 son iguales que los de Ia matriz simetrica sl/2 'f.~ 1S112 , los 

cuales, por ese hecho, se pueden pedir en SAS -ya que por Propiedad 2.4.4.1, todos 

los valores caracteristicos de una matriz simetrica son numeros reales. 

Bajo Ia hip6tesis nula, el EP en (4.2-5) se distribuye asint6ticamente como una X~ 

con m = p(p + 1)/2 . La regia de decision para una prueba aproximada de tamai'io a es: 

rechazar H0 si EP ~ X~; a; no rechazar de otro modo. 0 
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EJEMPLO 4.2.3 Considerando el largo de sepalo de las tres especies de Iris spp del 

Cuadro 3.2.1, se puede plantear Ia hipotesis 4.2.2.3.a donde: 

[

0.15 0 0 ] 
I: 0 = 0 0.25 0 . 

0 0 0.35 

Para calcular el EP en ( 4.2-5), se tienen que obtener: 

[ 

0.122 -0.014 

s = -0.014 0.261 

0.029 -0.046 

0.029] [ 0.812 
-0.046 y I:01S = -0.058 

0.396 0.084 

-0.096 0.196 ] 
1.044 -0.182 

-0.130 1.132 

Los valores caracteristicos de son d1 = 1.293695 5, d2 = 0.9298699 y 

d3 = 0.7647706 , por lo que a= 0.996112 y g = 0.9864377 ; usando (4.2-5) tenemos que 

el EP = 1.465, valor que se com para con una X~· 0 05 = 12.59 . La conclusion a un nivel 
' . 

de significancia a = 0.05 es que no se puede rechazar Ia hipotesis nula; es decir, Ia matriz 

de covarianza poblacionales estadisticamente igual a I: 0 . Los calculos de este ejemplo se 

hicieron con el Programa 4.2.6.3. + 

Los EP presentados para las tres pruebas anteriores, cuyas distribuciones se conocen 

bajo Ia hipotesis nula, fueron obtenidos usando el criterio de Ia PR V (Mardi a, et a/. 1989; 

pp. 124-127). A continuacion se mencionan los EP de las mismas pruebas bajo Ia PUI. 

Los EP bajo Ia PUI para las hipotesis 4.2.2.1 y 4 .2.2.2, coinciden con los obtenidos 

usando el criterio de Ia PRV (ibid., pp. 129-130). Aqui solo se presentara el EP bajo Ia 

PUI de Ia hipotesis 4.2.2.3. 

4.2.2.3b La hipotesis H 0 : I:= I: 0 , con J.l desconocida 

Bajo el enfoque de union interseccion, se rechaza H0 si : 
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donde c1 y c2 se escogen de tal modo que el tamaiio de Ia prueba (nivel de significancia) 

sea a; A. 1 (I:~ 1s) y A.AI:~ 1s) son el valor caracteristico mas grande y mas pequeiio, 

respectivamente, de Ia matriz I:~ 1S 0 Sin embargo, es muy complicada Ia distribuci6n 

conjunta de los valores caracteristicos de I:01S y no se tienen sus valores tabulados, por 

lo que estamos imposibilitados de conocer los valores de c1 y c2 0 Se resalta el hecho de 

que el EP bajo Ia PUI no es el mismo que el correspondiente a Ia PRV, a pesar de que 

ambos dependen solo de los valores caracteristicos de Ia matriz I:01S; se reitera asi de 

que, en general, los EP obtenidos para una misma hip6tesis por cada uno de los dos 

criterios de pruebas de hip6tesis (PRVy PUI}, no son los mismos (ibid, ppo 130-131)0 D 

Para presentar las pruebas de hip6tesis que siguen, se deben considerar los siguientes 

resultados, tornados de Mardia eta/. (1989, po 107), sobre los estimadores de maxima 

verosimilitud de J..l, tanto con I: conocida como con I: desconocidao 

El estimador por maxima verosimilitud del vector J..l bajo H0 : RJ..L = r, con :E conocida, 

esta dado por: 

ft = i- I:R'(R:ER'r
1
(Ri- r) (402-7) 

donde i = .l X 1 0 

n 

Con I: desconocida, el estimador de maxima verosimilitud de J..l es: 

ft = i- SR'(RSR'r
1(Ri- r) (402-8) 
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4.2.3 Hipotesis con Base en Muestras lndividuales 

4.2.3.1 Hipotesis sobre Jl con base en una sola muestra (ibid., pp. 131-138) 

' 
Bajo el criterio de Ia PRV, se debe asumir que X= [x1,x2 , ... xn] es una muestra 

aleatoria proveniente de una poblaci6n normal p-variada, N P, con media Jl y matriz de 

covarianzas L . Del siguiente resultado general se puede derivar Ia PR V para pruebas 

particulares sobre Jl : 

Resultado. Si H 0 y H1 son hip6tesis que conducen a los estimadores de maxima 

verosimilitud Ji y x, respectivamente, y si no existen restricciones sobre L , entonces 

los estimadores de maxima verosimilitud de L son S + dd' y S, respectivamente, 

donde d = x- iJ, . La PRV para probar H0 contra H 1 esta dado por: 

-2 InA.= nd'L-1d si L es conocida (4.2-9) 

y 

-2 InA.= nln(l + d'S-1d) s1 L es desconocida (4.2-10) 

Para el enfoque de Ia PUI, no existe un resultado general que involucre las pruebas 

que se van a escribir a continuaci6n; por consiguiente, los EP se obtienen para cada caso 

particular; aqui se escribiran directamente las derivaciones que presentan Mardia et a/. 

(1989). 

4.2.3.la La hipotesis H0 : RJl = r cuando L es conocida (hipotesis de restricciones 

lineales) 

En esta hip6tesis, Ia matriz R y el vector r son proporcionados. El estimador de 

maxima verosimilitud de Jl es el de Ia expresi6n (4 .2-7) y Ia PRV esta dado por: 
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(4 .2-11) 

donde q < p es el numero de elementos de r . Con el EP en (4.2-11), Ia regia de decision 

para una prueba de tamafio a es: rechazar Ia hipotesis nula si EP ~X~; a; no rechazar 

H0 , de otro modo. 0 

Un caso especial de Ia prueba 4.2.3 .la se da cuando se hace Ia particion J..1 = (J..l~,J..l;)' , 

y se plantea: 

(4.2-12) 

Para expresarlo en Ia forma de Ia prueba 4.2.3. la, se hace R = (1,0) y r = 0; y el 

estadistico de prueba de ( 4.2.11) se reduce a: 

(4 .2-13) 

donde x1 = (I,O)x- 0 y 'LI1
1 = [(I,O)'L(I,O')'r

1
. La regia de decision para una prueba de 

tamafio a es: rechazar Ia hipotesis nula escrita en (2-12) si ellado derecho de (4.2-13) es 

2 
mayor que Xq ; a. 0 

Otro caso .particular de Ia prueba 4.2.3 .1 a, es el planteamiento de Ia hipotesis mila: 

(4.2-14) 

donde k es una constante y J..lo = (p01 ,,u02 , • • • ,u0 PT es un vector dado. Para expresar 

esta prueba en terminos de H0 : RJ..1 = r, se toma r = 0 y R (p-l)xp con rango(R) =p-I 

y todas las hileras de R ortogonales a J..lo . Bajo H 0 :RJ..1 = 0, el estimador de maxima 

verosimilitud de k es k = J..1~'L- 1 x/J..1~'L- 1 J..lo , que puede seiVir para expresar el 

estadistico de Ia PRV sin usar explicitamente Ia matriz R. Asi: 

(4.2-15) 
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se distribuye bajo H0 como una z!_1 . La regia de decision con un nivel de significancia 

a es: rechazar H0: R~ = 0 si EP > z!-l:a ; de otro modo, no rechazar H0 . D 

Mardia et a/. (1989) reportan que para probar Ia hipotesis 4.2.3.1a, coinciden los EP 

obtenidos por Ia PR V y por Ia PUI. 

4.2.3.1b La hip6tesis H0:R~ = r cuando L es desconocida (hip6tesis de restric-

ciones lineales) 

Prueba raz6n de verosimilitud. De (4.2-8) y (4.2-10) se tiene que -2 InA.= 

nln(l+d'S-1d), donde d=SR'(RSR'r1(RX-r). Para probar Ia hipotesis 4.2.3.1b se 

usa el EP: 

T2 = (n -1)d'S-1d = (n-1)(Rx- r)'(RSR'r1(Rx- r), (4.2-16) 

que bajo H 0 se distribuye como una 7(!. n-l) . Si se plantea Ia forma particular 

H0 : ~ 1 = 0, con L desconocida, el EP se reduce a: 

T2 ( I)-·s-•-= n- xi uxt . 

La regia de decision para una prueba de tamafio a es: rechazar H0 si el estadistico T2 

que se calcula es mayor que T2(q,n-l;a) 

EJEMPLO 4.2.4 (ibid) Con los datos del Cuadro 3.2.5 se puede plantear Ia siguiente 

hipotesis nula: los pesos del deposito de corcho de los 28 arboles no varian en las cuatro 

direcciones. Si x es el vector aleatorio que contiene a las cuatro variables, 

x=(N,E,S,W)', entonces una forma de representar Ia hipotesis nula es H0 : R~=O, 

donde: 

[

-1 

R= 0 

-1 
~I ~I iJ 
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De esta forma, puede verse Ia hip6tesis nula como: 

[

( E + W)- ( N + S)] [OJ 
H0 : W-E = 0 

S-N 0 

En este ejemplo, q = 3 es el numero de elementos del vector r = 0 y n = 28 arboles. 

' 
Para pro bar H 0 en 4.2.3 .1 b se usa Ia expresi6n ( 4.2-16), obteniendo que el estadistico de 

prueba es T2 = 20.742 ; donde el vector de medias y Ia matriz de covarianzas, calculados 

en los Ejemplos 4.1.3 y 4.1 .4, respectivamente, son: 

50.54 280.03 215.76 278.14 218.19 

46.18 215.76 212.08 220.88 165.25 
x= 

49.68' 
S= 

278.14 220.88 337.50 250.27 

45.18 218.19 165.25 250.27 217.93 

Usando Ia equivalencia T2(p,m) = (mpfm- p + 1)Fp, m-p+l (ibid. , p. 74), se tiene que el 

correspondiente estadistico F calculado es: Fcal = 6.402, que se compara con el punto 

1% superior de una distribuci6n F de Snedecor con 3 y 25 g. I., F;,2s;o.o 1 = 4.68 . Como 

Fcal > F;,2s;o.o1 , se rechazar H 0 con un nivel de significancia a= 0.01 y se concluye que 

Ia variaci6n de los pesos del deposito de corcho en las cuatro direcciones es altamente 

significativa. Los calculos de esta prueba se hicieron con el Programa 4.2.6.4 . + 

Prueba union interseccion. En esta hip6tesis, Ia PUI coincide tambien con Ia PRY. 

4.2.3.2 Hipotesis sobre :E con base a una sola muestra (ibid., p. 133) 

Resultado. Sea x 1, ••• ,xn una muestra aleatoria de una poblaci6n N p(J.l, :E) . Si con H 0 y 

H1 , los estimadores de maxima verosimilitud de :E son f y S , y x es el estimador de 

maxima verosimilitud de J.1 bajo H 0 y H1, entonces Ia PRY para probar H 0 contra H 1 

esta dada por: 
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-2 InA. = np( a -In g- 1 ), (4.2-17) 

donde a y g son las medias aritmetica y geometrica, respectivamente, de los valores 

caracteristicos de Ia matriz f- 1s. 

El resultado es similar cuando J.1 es conocida. Tampoco se conocen resultados 

generales bajo Ia PUI. 

4.2.3.2a La hipotesis H0 : .I:= k.I: 0 , con J.1 desconocida 

Prueba de razon de verosimilitud. El estimador de maxima verosimilitud de k es 

k = tr.I:~ 1Sjp y Ia PRVesta dado porIa expresi6n (4.2-17), donde a y g estan referidos 

a los valores caracteristicos de .I:~ 1S/ k . Para este caso particular se pueden hacer las 

siguientes simplificaciones, a= a0 / k y g = g0 / k, donde a0 y g0 son las medias 

aritmetica y geometrica, respectivamente, de los valores caracteristicos1 de .I:~ 1S; 

tambien se tiene que k = a0 . Por lo tanto a= 1 y g = g0 fa0 . De (4.2-17), se tiene que el 

EPes: 

-2 In A~ np In(;:). (4.2-18) 

el cual tiene una distribuci6n asint6tica z~ con m = t p(p + 1) -1 = t<P -1)(p + 2) 

grados de libertad. La regia de decision para una prueba de tamafio a es: rechazar H 0 st 

el EP en (4.2-18) es mayor que .z;; a; no rechazar H0 de otro modo. 0 

EJEMPLO 4.2.5 Para ejemplificar Ia prueba de hip6tesis 4.2.3 .2a, se puede plantear Ia 

hip6tesis H0 : .I: = ki conocida como Ia "prueba de esfericidad" . La PRV esta dada en Ia 

1Ver comentario de Ia Secci6n 4.2.2.3a para Ia obtenci6n de los valores caracteristicos (eigenvalores) de 

.I:-1s 
0 
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expresi6n (4.2-18), donde a0 y g0 , en este caso, son Ia media aritmetica y Ia media 

geometrica, respectivamente, de los valores caracteristicos de S de tal forma que: 

1 
ao = - L S;; Y KC = lSI. 

p 

Para los datos del ancho de sepalo de las tres especies de Iris spp, n = 50, p = 3, 

a0 = 0.1131, lSI= 0.0013462, g0 = 0.1104. De Ia expresi6n (4.2-18), -2ln A.= 3.5752 

que se debe comparar con el punta 1 OOa % superior de una distribuci6n ji-cuadrada con 

tCP -1)(p + 2) = 5 g.l., zi; a. Como EP = 3.5752 < zi; o.os = 11.07, entonces no se 

rechaza Ia hip6tesis nula, concluyendose que Ia matriz de covarianzas poblacional es 

proporcional a Ia matriz identica. Los calculos de este ejemplo se pueden hacer con el 

Programa 4.2.6.5. + 

4.2.3.2b La hipotesis H0: 1:12 = 0, con J1 desconocida (ibid., pp. 135-136) 

Prueba de razon de verosimilitud. Se particionan las variables en dos grupos con 

dimensiones p1 y p2 , respectivamente, de tal forma que p1 + p2 = p . Considerese Ia 

partici6n de J1 = (J1i. i12)' = x, Y 

Como el estimador de maxima verosimilitud de ~ bajo H0 y H1 es x, del resultado 

general en (4.2-17) se tiene que Ia PRY de Ia hip6tesis 4.2.3 .2b depende de los valores 

caracteristicos de: 

t-'s=[~ n S12 J [ 1 stis12l o S11 

s22 s2• S22 - S2'~S21 I , 

como t-•s es de dimension (p X p) y en su diagonal principal hay puros unos, 

tr(f-1S) = p; entonces Ia media aritmetica de sus valores caracteristicos es a= 1. 

Se tiene tambien que: 
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, I'_, I lsi Is,-s"s;-:s"l gP = L s = = 
1s22l Js~~IIS221 

, (4.2-19) 

Por lo que, 

-2 In 2 = -n In (Is,- S21S!iS121J 
IS221 

= -ntnls;~S22 - s;~S 21Sitsl21 
= -n In II- s;~S21Si11 S121 

k 

=-nlnfl{l-0;) (4.2-20) 
i=l 

donde las B; denotan los valores caracteristicos diferentes de cero de s;~s21s1ts12 Y 

k = min(p1, p2 ). Se puede escribir -2 In 2 de ( 4.2-20) en terminos de Ia matriz de 

Para tener Ia distribuci6n de (4.2-20) se hace lo siguiente. Sean M 11 = nS11 , 

M 22 = nS22 , y M 22.1 = n(S22 - S21S11IS12 ) y usense los resultados de que bajo H0 , 

M 22.1 y M 22 - M 22.1 son matrices Wishart independientemente distribuidas, M 22.1 -

Wp
2 
(1: 22 , n -1- PI) y M 22 - M 22.1 - WP

2 
(1: 22 , PI); cuando n -1 ~PI+ p 2 se tiene que: 

(4.2-21) 

De {4.2-20) puede observarse que 22/n =II- s;~s2Isliisl21 = rr~=I{1- B;) es el mismo 

que el estadistico de prueba en ( 4.2-21 ). La regia de decision para una prueba de tamafio 

a es: rechazar H 0 si 2 2/n < A(p2 , n- 1- PI, p1; a), el pun to 1 OOa% inferior de una 

distribuci6n A(p2 , n -1- p1, p1); de otro modo, no rechazar H 0 . Para los casos en que, 

ya sea p1 o p2 , valgan 1 6 2 , se puede usar Ia distribuci6n exacta del estadistico A a 

traves de las expresiones (4.1-40), (4.1-41), {4.1-42) o (4.1-43). Para cualesquier otros 

val ores de PI y p2 , se puede usar Ia siguiente aproximaci6n de Bartlett: 
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r (402-22) 

que para val ores grandes de n se distribuye asintoticamente como una X~ con m = p1p2 ° 

Usando (402-22) como EP, Ia regia de decision para una prueba de tamafio a es: 

rechazar H0 si EP >X~; a; de otro modo, no rechazar Ia hipotesis nulao 0 

Prueba union intersecci6no Si x1 y x 2 son subvectores de x, entonces Ia 

independencia entre x1 y x2 implica que los escalares a'x1 y b'x 2 son independientes 

tambien, para vectores a y b cualesquierao Una forma de probar si los dos escalares son 

independientes, es observar su coeficiente de correlacion muestral, ro Observe que: ' 

r 2 = [cov(a'xl> b'x2)Y = (a'S12b)
2 

var(a'x1) var(b'x2) a'Sllab'S22 b 

La PUI basada en esta descomposicion usa como estadistico al valor caracteristico mas 

grande de S!11S 12S2~S21 que es igual al correspondiente a S2~S21S!11S 12 ° El valor 

caracteristico mas grande de S2~S21S!11S12 , que denotamos con 01, tiene Ia distribucion 

de Ia raiz caracteristica mas grande O(p2 , n -I- p1, p 1) 0 La regia de decision pa,ra una 

pruebadetamafio aes: rechazar H0 si 01 ?:.0(p2,n-l-p1,p1;a) o 0 

Comentarioo Para entender con claridad Ia distribuci6n de 01 se procede asi. Se hace 

s;iS21 Sj"11S12 =[M22.~+(M 22 -M22.~)t(M 22 -M22.~) donde M 22 =nS22 y como 

M22.1 = n(S22- S2tS!t
1
St2), CM22- M22.1) = nS2tS!t

1
St2 ° Si A= M22.1 Y B = (M22 

- M 22.1), Ia distribuci6n de 01 se desprende directamente de Ia Definicion 4 01011 020 

Recuerde tambien que si 2 1 denota al eigenvalor mas grande de A -tB, igual que el 

de Ia matriz simetrica Bl/2 A-t Bl/2, entonces 01 = A.1 /(1 + A.1) es el eigenvalor mas 

grande de (A+ Br1 B 0 

Concluyendo, Ia PUI de Ia hipotesis 4020302b se basa en 01 mientras que su respectiva 

PRV se basa en TI (1- B;), i = 1, .... k 0 
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EJEMPLO 4.2.6 Con los datos del Cuadro 4.2.1 suponer que X1 = diametro normal, 
X 2 =altura a Ia base de Ia copa (altura de fuste limpio), X 3 = radio de Ia base de Ia copa 

y X 4 =altura total. Se desea probar Ia hip6tesis de Ia Secci6n 4.2.3.2b bajo ambos 
criterios, Ia PR V y Ia PUI. Suponga que Ia matriz de covarianzas poblacional I: se 

. . [I:u partiCiona en 
L21 

I:l2] 
L22 

con todas las submatrices cuadradas. Para probar I:12 = 0 se 

requieren los valores caracteristicos de: 

s- s s- s -I I 

[

0.2128161 0.0118967] 
22 21 11 12

- 3.5319338 0.6322949 

siendo estos, 81 = 0.7158 y 82 = 0.1293 . En este ejemplo n = 31 arboles y p1 = p2 = 2 . 

Usando Ia PRV se tiene que calcular el estadistico de prueba en (4.2-21), 

;._2/n = (1- 81)(1- 82 ) = (1- 0.7158)(1- 0.1293) = 0.2474 

que para una prueba de tamaiio a, se debe comparar con A(2, 28, 2) . De ( 4.1-45) se 
sabe que si X- A(2,28,2) entonces {[(28 -1)/2][(1- X 1

/
2
)/ X 1

/
2
]}- F.. 54 . Asi 

Fcal = 13.64 se compara con ~.54 .-0 _01 = 3.688 y se decide que el rechazo de H 0 es 
"altamente significative". 

Con Ia PUI, tenemos que el valor caracteristico mas grande de S2~S21S~11S12 es 
81 =0.7158 que se compara con 8(2,25,2;0.01)=0.3915 . Por lo tanto, tambien se 
concluye rechazar Ia hip6tesis nula con un nivel de significancia a = 0.01 . Los calculos 
de este ejemplo se hicieron con el Programa 4.2.6.10. 

4.2.3.2c La hipotesis H0 : R =I, con J..1 desconocida (Mardia eta!., 1989; p. 137) 
Esta hip6tesis es para probar si todas las variables estan o no correlacionadas con 

alguna otra y es equivalente a plantear si I: es una matriz diagonal. Bajo Ia hip6tesis 
nula, Ia media y Ia varianza de cada variable se obtienen de forma individual, asi que 
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Cuadro 4.2.1 Mediciones de 4 dimensiones en 31 coniferas 

sp Diam. en Altura total altura a Ia ba- Radio de Ia 
em enm se de Ia copa base de Ia 

{hbc~ en m copa en em 

A 86.1 32.7 9 279.9 
A 97.3 33 .8 9.6 682.5 
A 47.8 27.7 2.8 261.6 
A 40.9 19.5 9.1 139.5 
A 80.3 35 .1 12.4 279.9 
A 49.5 24.9 7.3 351 .8 
B 75 .2 33 .7 11.7 340.9 
B 63 .5 30.8 7.2 239.8 
B 35.6 12.0 1.6 193 .3 
B 27.4 10.7 1.1 166.6 
B 64.8 33 .7 13 .2 239.0 
B 76.5 38 .6 13 .7 299.5 
B 68.3 31.1 11.2 400.3 
c 53 .3 22.1 3.1 181.6 
c 46.2 16.2 4.1 117.8 
c 30.5 11.2 0.0 211.3 
c 67.6 26.8 12.3 147.9 
c 69.9 4.4 2.4 244.1 
c 51.3 21.1 8.2 332.5 
D 38.6 20.8 6.1 336.1 
D 71.6 34.1 9.8 151.4 
D 56.1 28 .7 11.0 263.6 
D 55.9 29.1 6.4 308.1 
D 34.0 13 .0 0.4 136.2 
D 28 .2 13 .4 0.6 168.4 
D 29.5 14.4 0.5 207.8 
E 79.0 32.1 6.2 358.7 
E 36.1 21.3 3.1 258 .6 
E 45 .7 34.7 5.1 110.0 
E 70.4 34.8 10.0 287.3 
E 75.4 36.8 9.3 251 .9 

Fuente: Tornado de Biging & Gill (1997, p. 27) 

i1. = x y f = diag(s11 ,s22 , ••• ,spp). A partir de (4 .2-17), se tiene que Ia PRY se plantea en 

terminos de Ia matriz de correlaciones R con el EP en (4 .2-23) : 

EP = -2 InA.= -n lnJRJ, (4 .2-23) 
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que bajo H0 se distribuye asintoticamente como una X~ donde m = t p(p + 1)- p 
= t p(p -1) grados de libertad. En 1949, Box demostro que si en el EP anterior, Ia n es 
sustituida por 11* = 11-1- i(2p + 5) = 11- i(2p + 11) seni mejor Ia aproximacion de Ia 

distribucion x2
, quedando el siguiente EP modificado: 

EPM = -11 * IniRI- X~· (4.2-24) 
donde m* = t p(p -1). La regia de decision para una prueba de tamaiio a es: rechazar 

H0 si EP M > X~•; a; de otro modo, no rechazar H0 . 

EJEMPLO 4.2.7 Con los datos del Cuadro 4.2.1, se desea probar H0 : R =I vs. 
H1 : R-:~; I (con J..1. desconocida) . Usando Ia expresion (4.2-24) se tiene que EPM = 65.98 
se debe comparar con x~_.0_ 01 = 16.81 . Por lo tanto, con un nivel de significancia a = 0.01 
se rechaza H 0 : R = I ; es decir, se rechaza que las variables no est an correlacionadas. 
Los calculos de este ejemplo se hicieron con el Programa 4.2.6.11. 

4.2.4 Hipotesis sobre Muestras Multiples (ibid., pp. 138-141) 

Esta hipotesis es util en el analisis de varianza multivariado de solo un criteria de 
clasificacion (vease Ia Seccion 4.4.2) para probar Ia igualdad de los vectores de medias 
poblacionales J..1. 1 , j = 1, ... , k , sobre k muestras independientes, bajo el supuesto de que 
sus matrices de covarianzas asociadas son iguales. 

4.2.4.1.1 Prueba de razon de verosimilitud. Bajo Ia hipotesis nula Hob los estimado­
res de maxima verosimilitud son x y S , ya que puede considerarse que todas las 
observaciones constituyen una sola muestra aleatoria. Bajo Ia hipotesis alternativa, el 
estimador de maxima verosimilitud del vector de medias poblacional de Ia j-esima 
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muestra, J...l j , es x j y el estimador de maxima verosimilitud de la matriz co~tm de 

covarianzas es n-1w ; en esta ultima expresi6n, W = L:njSj es la matriz de las sumas de 
cuadrados y productos cruzados (SCPC) "dentro de muestras" y n = L ni , donde n i es 
el numero de unidades ( o individuos) que conforman la j-esima muestra. Por la forma 
como se calcula, a n-1W se le puede nombrar como la matriz de covarianzas 
"combinada". Por otra parte, T = nS es la matriz de las SCPC "total" que se deriva 
considerando todas las matrices de datos como si provinieran de una sola muestra. Con 
todo lo anterior, la PRY de esta hip6tesis esta dada por: 

(4 .2-25) 

{ Comentario para el calculo de S i y S. Suponer que en cada una de las k 
muestras independientes se taman p variables y que los valores de estas variables se 
arreglan en las matrices de datos X X X de dimensiones 1•···· j•". k, 
(n1 x p), . .. ,(nj x p), . .. ,(nk x p), respectivamente. De acuerdo a (4.1-7), 

En cambia, para el calculo de S se usa directamente Ia formula ( 4.1-7), donde X esta 
conformada por el arreglo vertical de las k matrices de datos, igual al numero de 
muestras (grupos), i.e. X= (X; , ... ,Xk)'; a S se le puede denominar como la matriz 
de covarianzas "conjunta".} 

Tambien se tiene que Ia matriz que contiene las SCPC "entre grupos" es: 

k 

K = T - w = L: n;-(x j - x)(x J - x)' 
j=l 

A partir de Ia expresi6n (4.2-25), se puede escribir: 
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A 2/ n = IWI =II+ w-lKI-1 
b IW+KI 

(4.2-27) 

La matriz es una generalizaci6n de la. relaci6n 

((n- k) SC(tratamientos))/((k -1) SC(Error)) en el caso univariado, y su valor tiende a 

cero si Ia hip6tesis nula es verdadera. 

Mardia eta!. (1989, p.l39) demuestran que, bajo Ia hip6tesis nula H 0b, si n ~ p + k 

entonces: 

(4.2-28) 

La regia de decision a un nivel de significancia a es: rechazar Hob s1 

II+W-1KI-l ~A(p, n-k,k-l; a); de otro modo, Hob nose rechaza. Recuerde que 

DA(p,n-:-k,k-l;a) es el punto lOOa% inferior de una distribuci6n lambda de Wilks 

con panimetros p, n - k y k - 1 . 

EJEMPLO 4.2.8 En el Cuadro 3.2.2 se cuenta con los datos de tres variables tomadas 

en dos tipos de sitios de pajaros helecho: sitios de anidamiento y sitios escogidos 

aleatoriamente en Ia misma area (sitios disponibles) . Se desea comparar si son similares 

los vectores de medias poblacionales en las dos condiciones. En este ejemplo, p = 3 

variables, k = 2 muestras, n = n1 + n2 = 24 + 24 = 48. 

Usando Ia expresi6n (4.2-28), se calcula el estadistico de prueba: 

A= II+ w-1KI-1 
= 0.6291764 

A traves de Ia expresi6n (4.1-40), se tiene que EP = 8.64 debe compararse con 

F3. 4-'; 0.01 . Como EP = 8.64 > F3_..4 .. 0.01 = 4.26 se rechaza Ia hip6tesis nula con un nivel de 

significancia a = 0.01 y se concluye que los vectores de medias poblacionales de los sitios 

de anidamiento y los sitios escogidos aleatoriamente en Ia misma area no son iguales. 
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Para obtener el estadistico de prueba de Ia expresi6n ( 4.2-28), se calcularon vectores 

de medias muestrales, matrices de covarianzas muestrales y matrices de sumas de 

cuadrados y productos cruzados (SCPC). En este ejemplo, los vectores de medias de los 

sitios de anidamiento, los sitios aleatorios (disponibles), y el vector de medias "conjunto" 

son: 

[ 

0.733] [ 0.495] [ 0.614] 
x1 = 16.250 , x2 = 12.750 y x = 14.500 , 

4.037 2.956 3.496 

respectivamente. Para calcular el vector de medias "conjunto", se arreglaron las 

observaciones de las tres variables de los sitios disponibles abajo de las observaciones 

correspondientes a los sitios de anidamiento como si constituyeran una sola muestra, y se 

us6 Ia expresi6n (4.1-4). Las matrices de covarianzas de los sitios de anidamiento, los 

sitios disponibles y Ia matriz de covarianzas "conjunta" son: 

[ 

0.074 

sl = -0.155 

0.130 

-0.15 5 0.130 ] [ 0.021 0.170 
11.125 -0.394 , S2 = o.17o 18.708 

-0.394 1.798 -0.004 1.483 

[

0.062 0.216 0.127] 

s = 0.216 17.980 1.490 ' 

0.127 1.490 1.541 

-0.004] 
1.483 ' 

0.700 

respectivamente. El estimador de maxima verosimilitud de Ia matriz de covananzas 

comun a las poblaciones es: 

0.063] 
0.544 0 

1.249 

Finalmente, las matrices de las SCPC "dentro de grupos" y "entre grupos" son: 
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[

2.274 

w = 0.363 

3.012 

0.363 

716.000 

26.120 

3.012] [0.679 
26.120 y K = 9.993 
59.956 3.086 

9.993 

147.00 

45.395 

Todos los calculos anteriores se hicieron con el Programa 4.2.6.6. + 

3.086] 
45.395 

14.018 

4.2.4.1.2 Prueba union intersection. El analogo univariado de Ia hipotesis 4.2.4.1 se 
prueba usando el estadistico: 

(4.2-29) 

donde x es Ia media general. La formula correspondiente para una combinacion lineal 

Xa es InA a'( X/ -X) r /In/a'S /a cuyo valor maximo es el valor caracteristico mas 

grande de w-1K , que es el que se usa como estadistico de prueba de esta hipotesis bajo 
el enfoque union interseccion. Si A1 es el eigenvalor mas grande de w-1K, entonces 
A1/(l+A1)-B(p,n-k,k-l) y el criterio para rechazar Ia hipotesis 4.2.4.1 usando un 
nivel de significancia a es si el valor calculado de A 1 / (1 +A 1) es mayor que 
B(p, n- k, k -1; a). Para val ores de p = 2 se pueden encontrar los val ores de 
B(p, n- k , k -1; a) en Ia Tabla C.4 (ibid., pp. 494-496) y para val ores de p = 1 son 
utiles las expresiones (4.1-48) y (4.1-49). Para p > 2 se pueden usar las Tablas de 
Pearson y Hartley citadas por Mardia eta/. (1989). 0 

4.2.4.1.3 Prueba T2 de Hotelling para dos muestras. Cuando k = 2 muestras se trata 
de probar si H0 : J,.1 1 = J..1 2 ; haciendo B = J..11 - J..1 2 , podemos equivalentemente plantear Ia 
hipotesis: 

(4.2-30) 
En este caso, Ia matriz de Ia SCPC "entre grupos" se reduce a 
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tanto, 

y 

K = nln2 dd' 
n (4.2-31) 

(4.2-32) 

que es proporcional al estadistico T2 de Hotelling para dos muestras. La regia de 
decision para un nivel de significancia a es: rechazar H 0b:'6 = 0 si el estadistico T 2 

calculado es mayor que T2 (p, n- 2; a) . 0 

Comentario: El segundo termino de (4.2-32), (n1n2 /n)d'W-1d, es proporcional al 

estadistico T2 de Hotelling para dos muestras; de heche T2 = (n- 2){n1n2 /n)d'W-1d 

sobre el cual se puede basar Ia prueba, ya que bajo H 0 : J,J. 1 = J,J. 2 , T2
- T2(p,n-2) . 

Para mayores detalles puede revisarse Ia Seccion 4.1 .1 0. 

EJE.MPLO 4.2.9 Como en el Ejemplo 4.2.8 se compararon los vectores de medias de 
dos poblaciones, se pudo haber usado alternativamente el estadistico T2 

• En este ejemplo 
T 2 = 27.145 ; usando para p = 3 y m = 46 = n- 2, Ia siguiente proporcionalidad: 

T2
(p, m) = {mpj(m- p + 1)}Fp, m-p+l , 

tenemos que F = 27
.1

1145
(
44

) = 8.64423 el cual coincide con el valor del EP del cal (46)(3) ' 

Ejemplo 4.2.8, y se debe comparar con F;_44 ;0.01 = 4.26 llegando a Ia misma conclusion 
del ejemplo antes citado al rechazar H0b : '6 = 0 . Los calculos se hicieron con el 
Programa 4.2.6.6. + 
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Por otro Jado, el rango de w-1K es uno y su valor caracteristico mas grandees: 

(4.2-33) 

por lo que, para el caso particular de dos muestras, los EP obtenidos bajo Ia PR V y bajo 
Ia PUI, coinciden tambien. 0 

4.2.4.2 La prueba de homogeneidad de covarianzas 

Se desea inferir sabre Ia hip6tesis H oa: I: 1 =· · · = I: k . Para probar esta hip6tesis nula 
contra Ia hip6tesis alternativa H 1a:L;:;; L i para alguna i:;; j, i,j = I, ... ,k, se tiene el EP 

siguiente: 

(4.2-34) 

que se distribuye asint6ticamente como una ji-cuadrada con t p(p + l)(k -1) grados de 

libertad. Aqui S = n-1W es el estimador de maxima verosimilitud de Ia matriz de 
covarianzas comun I: bajo Ia hip6tesis nula y S; es el estimador de maxima verosimilitud 
de L; bajo Ia hip6tesis alternativa. Cuando n; es pequefio, (4.2-34) da una ponderaci6n 
alta a Ia contribuci6n de S, consideraci6n que condujo a Box a proponer en 1949, el 
estadistico M : 

donde, 

y 

r = 1_ 2p
2 

+3p-1 (I-I ___ I_J 
6(p + 1 )( k - 1) 11 j - 1 11 - k , 

S =-
11
-S 

u n-k ' 
11 

Sui =--'-Si 
n . -1 

J 

7l 

(4.2-35) 



El estadistico M de Box tiene una distribucion asintotica z~ con 

m =! p(p + 1)(k -1) . La regia de decision para una prueba de tamaiio a es rechazar Hoa 

si M> Z~; a . Se recomienda ni;;:: 20 y k,p ~ 5. 0 

Para el caso univariado, cuando p = 1, de (4.2-34) se obtiene el estadistico de Ia 

prueba de homogeneidad de Bartlett: 

(4.2-36) 

donde s( es Ia varianza de Ia muestra i y s 2 es Ia estimacion de Ia varianza combinada. 

La regia de decision a un nivel de significancia a es rechazar Ia hipotesis nula si el EP en 

(4 .2-36) es mayor que zZ-1; a. 0 

EJEMPLO 4.2.10 En el Ejemplo 4.2.8 se estimaron las matrices de covarianzas para 

los sitios de anidamiento y los sitios disponibles, S1 y S2 , respectivamente, asi como Ia 

matriz S = n-1W donde W es Ia matriz de las sumas de cuadrados y productos cruzados 

"dentro grupos". A partir de estas matrices se pueden obtener los estimadores insesgados 

Su1 = (24/23)S1 , Su2 = (24/23)S2 y Su = ( 48/46)S, cuyos determinantes son: 

!Sui I= 1.428, 1Su21 = 0.230, !Sui= 0.810. 

Con estos datos se puede probar Ia hipotesis de que las matrices de covananzas 

poblacionales (de los sitios de anidamiento y los sitios disponibles) son similares. En este 

ejemplo, k = 2 grupos, p = 3 variables y de Ia expresion (4.2-35), y = 0.9529 y 

M = 20.7774 que se compara contra una z~:o .o 1 = 16.81 . Como M > Z~; 0.01 se debe 

rechazar H0 y se concluye con un nivel de significancia a= 0.01 que las matrices de 

covarianzas poblacionales de los dos grupos no son iguales. Los calculos para este 

ejemplo fueron obtenidos con el Programa 4.2.6.7. + 
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EJEMPLO 4.2.11 (ibid., p. 141) En el Cuadro 3.2.4, se reportan las mediciones del 
largo, ancho y altura de la coraza de 48 tortugas, que est{m en dos grupos: 24 hembras y 
24 machos. Con estos datos, se puede plantear la siguiente hip6tesis nula: Ia matriz de 
covaria11zas poblacio11al de las hem bras es igual a Ia matriz de covaria11zas poblacio11al 
de los machos. Igual que en el ejemplo anterior, k = 2 , p = 3 , 111 = 24 , 112 = 24 y 
11 = 48; hacienda calculos similares a los del Ejemplo 4.2.10, se tiene que r = 0.9529 y 

M = 23.998 . Como M = 23.998 > X~;o. ot = 16.81 , entonces se rechaza la hip6tesis nula 
con un nivel de significancia a = 0.01 y se concluye que las matrices de covarianzas 
poblacionales de machos y hembras no son iguales. Es lo mismo a decir que no se ,puede 
asumir que la variaci6n de estas tres dimensiones en los machos y en las hembr;;1s son 
similares. 

En este ejemplo, los vectores de medias y las matrices de covarianzas para hembras y 
machos que se calcularon con el Programa 4.2.6.8 son: 

[

136.041 [432.71 259.68 
x1 = 102.58 , S1 = 259.68 164.58 

52.04 159.04 97.60 

[

113.381 [132.98 75.85 
x2 = 88.29 , S2 = 75.85 47.96 

40.71 35.82 20.75 

159.041 
97.60 

62.04 

35.821 
20.75 ' 

10.79 

respectivamente. Y el estimador de maxima verosimilitud de Ia matriz de covarianzas 
comun (matriz de covarianzas combinada) es: 

167.77 

106.27 

59.18 

97.431 
59.18 . 

36.41 

Asi tambien, los determinantes de las matrices de covarianzas de hembras, de machos y 
combinada son: 

JSu1J=13105.511, JSu2 J=795.072, JsuJ=5580.835, 

respectivamente. + 
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4.2.4.3 La prueba de homogeneidad completa 

En esta secci6n se prueba Ia hip6tesis nula H 0c:J.L 1 = ... = J.lk y ~~ = ... = ~k · Con Ia 

hip6tesis Hob de Ia Secci6n 4.2.4.1 se prueba Ia igualdad de los vectores de medias pero 

suponiendo que las matrices de covarianzas asociadas son iguales; con Ia hip6tesis Hoa 

de Ia Secci6n 4.2.4.2, se prueba Ia igualdad de las matrices de covarianzas (es decir, se 

prueba lo que en Ia Secci6n 4.2.4.1 se supone valido). Ahora bien, en Ia prueba de 

homogeneidad completa se prueban, simultaneamente, ambas hip6tesis. 

Prueba de razon de verosimilitud. El EP por este enfoque es: 

(4.2-37) 

que tiene una distribuci6n asint6tica x~ con m = t p(k -1)(p + 3) . La regia de decision 

para una prueba de tamafio a es: rechazar Hoc si -2 In A.c >X~; a; de otro modo, no 

rechazar Hoc . 0 

4.2.5 Intervalos de Confianza Simultaneos (ibid., pp. 144-147) 

4.2.5.1 El caso de Ia T2 de Hotelling para una muestra 

Sea, 

2 ( 1
) a'(x- ,u)(x- ,u)' a 

t = Jl-
a a'Sa (4.2-38) 

Si se maximiza t; con respecto a a, se obtiene T 2 = (n -1)(x- J.L)'S-1(x- J.L); de ahi, se 

tiene que: 

t; ~ T2 V vector a de tamafio p (4.2-39) 
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donde T2 es el estadistico T2 de Hotelling para una muestra. 

Se tiene tambien que T2 es proporcional a una distribuci6n F de Snedecor, por lo 

que, ellimite superior al 1 OOa% de T2 es: 

donde 

r; = {(n-1)pf(n- p)}Fp, n-p; a 

siendo Fp, n- p; a , el pun to superior al 1 OOa% de esta distribuci6n. Si T2 
$; r;, implica 

que: 

t; $; r; v vector a p- dimensional (4 .2-40) 

A partir de lo anterior, se tiene que el intervalo de confianza al 1 00( 1- a)% para a' J..L 

es: 

(a'x- b,a'x +b) 
' 

(4.2-41) 

donde, 

El intervalo ( 4.2-41 ), se deriva de Ia expresi6n: 

Pr{a'll E(a'X-b,a'x+b) Vapx1}=1-a, (4.2-42) 

Ia cual significa que todos los intervalos de confianza de Ia combinaci6n lineal a 'll 

construidos para diferentes val ores de a , tienen un 1 00( 1 - a)% de confia~za de ser 

verdaderos; por esto se les denomina intervalos de confianza simultaneos de a'll para 

toda a. 0 

Mardia et a/. (1989), agregan que: 
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(a) Para un valor fijo del vector a, se pueden construir intervalos de confianza al 

1 oo( 1 - a)% para a Ill a partir de t. = a'( X- ll) /[a 'Sa/ ( n - 1) r12 
que se distribuye 

como una t de Student con n -1 g.l.; esto se obtiene poniendo en Ia expresi6n (4.2-

41), b = [ {a'Sa/(n -1)}Fi, n-l; a r2 
y haciendo uso de Ia equivalencia Fi, n-1 = (tn-1i. 

(b) Se pueden usar los intervalos de confianza simultaneos para hip6tesis mas especificas 
sobre Jl . Por ejemplo, Ia hip6tesis H 0 : Jl = 0, no se rechaza al nivel de significancia 

a si y solo si todos los intervalos de confianza simultaneos al 1 00(1- a)% contienen 

a cero. Si existe al menos un vector a , que haga que el intervale de confianza para 
a 'Jl no incluya al cero, entonces se rechaza H 0 : Jl = 0 . El metodo permite detectar 

que combinaci6n lineal en particular conduce al rechazo de Ia hip6tesis nula. 

EJEMPLO 4.2.12 (ibid, p.145) Con los depositos de corcho de arboles en 4 direccio­
nes, se pueden generar las siguientes tres combinaciones lineales ortogonales: 

y 1 = E + W- N- S, y 2 = W-E, y 3 = S- N . 

Para obtener las observaciones de las variables transformadas ( y 1, y 2 y y 3 ) con los datos 
del Cuadro 3.3.4 se hace Y = XR' donde R es Ia que se us6 en el Ejemplo 4.2.4. Se 
asume que Ia matriz de datos Y proviene de una poplaci6n N3 (u, RIR'), donde 

u = RJ.L. En el Ejemplo 4.2.4 y usando estes mismos datos, se rechaz6 Ia hip6tesis 
H 0 : u = 0 por lo que convendria indagar que media pudo haber propiciado el rechazo de 
Ia hip6tesis nula. El vector de medias y Ia matriz de covarianzas de los datos 
transformados son: 

[
.Y1

] [-8.857] 
y = ~2 = -1.000 ' 

y 3 -0.857 [

124.122 -25.964 

s = -25.964 99.50 

-20.270 26.964 
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En este ejemplo se tiene que n = 28 arboles, p = '3 variables transformadas, 

F;,2s;o.o1 = 4.68 . Si a= (1,0,0)' entonces a'Sa = Su = 124.122 ~ asi que para construir un 

intervale de confianza para v1 a partir de Ia expresi6n (4.2-41), solo falta calcular: 

Asi, de Ia expresi6n (4.2-41) el intervale de confianza al 99% para Ia media poblacional 

de Ia combinaci6n lineal y 1, v1 , esta dado par: 

(a'x- b, a'x +b)= ( -8.857-8.345,8.857 + 8.345) = ( -17.20,-0.51) 

De manera similar, se construyeron los interval as de confianza simultaneos para v 2 y v3 , 

resultando : 

-8.47 < v2 < 6.47 y -6.72 < v3 < 5.00 . 

Observese que el unico intervale que no contiene al cero es el que se construy6 para v1 ~ 

entonces puede concluirse que es esta media que propici6 particularmente el rechazo de 

Ia hip6tesis nula en el Ejemplo 4.2.4. Los calculos requeridos en este ejemplo se hicieron 

con el Programa 4.2.6.9. + 

4.2.5.2. El caso de Ia T2 de Hotelling para dos muestras 

Se consideran dos muestras de tamafio n1 y n2 , respectivamente, con sus 

correspondientes vectores de medias muestrales, x1 y x2 ~ asi como en Ia Secci6n 

(4.2.4.1.3), sea o = J.1 1 - J.1 2 y d = x1 - x2 . Los intervalos de confianza simultaneos al 

100(1- a)% para Ia combinaci6n lineal a'o estan dados por: 

(4.2-43) 

donde m = n1 + ''-2 - p - 1. 0 
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4.2.6 Anexo de programas en SAS 

Se escriben los programa en SAS usando el procedimiento IML (Interactive Matrix 
Language), para resolver los diferentes ejemplos de este capitulo. De manera general 
debe recordarse que cada instrucci6n en una linea de programa SAS, termina con punto y 
coma (;) . Asi tambien, n6tese que Ia transpuesta de una matriz, en IML se indica con una 
tilde inclinada de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo ('); es decir, si A es una 
matriz (m x n), para representar su transpuesta de orden (n x m) en un programa 

SAS\IML, se escribe A' -SAS no acepta A' como, usualmente, se denota Ia transpuesta 
de Ia matriz A en los libros de algebra de matrices. Finalmente, los comentarios que estan 
entre /* . . . *I no forman parte del programa pero se escriben para guiarse de lo que se 
hace en cada linea del mismo; observe tambien, que no se usa Ia tilde del acento 
ortografico en espafiol (') dentro de los comentarios de los programas, puesto que no es 
aceptada por SAS. 

Programa 4.2.6.1 Con los datos del ancho de sepalo de las tres especies de Iris spp del 
Cuadro 3.2.1, en el Ejemplo 4.2.1, se prob6 Ia hip6tesis de Ia Secci6n 4.2.2.1. Para 
calcular el estadistico de prueba correspondiente [ expresi6n ( 4.2-1 )] se us6 este 
programa; en Ia segunda linea del programa (INFILE 'C:\HIPOTESIS\IRIS.DAT';) se 
llama el archivo IRIS.DAT que esta en el subdirectorio HIPOTESIS, y despues de Ia 
palabra INPUT de Ia tercera linea, estan escritas las variables que conforman el archivo 
en cuesti6n. 

DATA IRIS; 
INFILE 'C:\HIPOTESIS\IRIS.DA T'; 
INPUT XI X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 XIO XII Xl2; 
/*Xl,X5,X9: longitud de scpalo de I. sctosa, I. vcrsicolour e I. virginica, respectivamcntc*/ /*X2,X6,Xl0: ancho de scpalo de I. sctosa, I. vcrsicolour e I. virginica, respectivamcntc*/ /*X3,X7,Xll: longitud de pctalo de I. sctosa, I. versicolour e I. virginica, respectivamente*/ /*X4,X8,Xl2: ancho de pctalo de I. sctosa, I. versicolour e I. virginica, rcspcctivamente*/ PROC IML; 
USE IRIS; START PRUEBA; /*comicnza el modulo PRUEBA *I 
READ ALL VAR {X2 x6 xlO} INTO X; /*arregla los valorcs del ancho de sepalo de las tres 

especies de Iris en una matriz X* I 
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N=NROW(X); /*numero de individuos por especie*/ 

p=NCOL(X); /*numero de hileras de Ia matriz ~·1 

J=J(N, 1, 1); /*un vector de puros unos de orden n */ 

:MED=(1/N)*X *J; /*vector de medias del ancho de sepalo por especie*/ 

PRINT :MED; 
DIFE={0.428,-0.23,-0.026}; /*diferencia de :MED menos mu cero*/ 

SIG={0.1 0 0,0 0.1 0,0 0 0.1}; /*matrizdecovarianzaconocida*/ 

INVE=INV(SIG); /*inversa de Ia matriz de covarianza conocida*/ 

EP=N*DIFE' *INVE*DIFE; /*calcula el estadistico de prueba del Ejemplo 2.1*/ 

PRINT DIFE SIG INVE EP; /*imprime resultados*/ 

FINISH; /*termina el modulo PRUEBA */ 

RUN PRUEBA /*correr el modulo PRUEBA *I 

QUIT; 

Programa 4.2.6.2 Usando los datos del ancho de sepalo de las tres especies de Iris spp 

del Cuadro 3.3.1, se prob6 en el Ejemplo 4.2.2 Ia hip6tesis de Ia Secci6n 4.2.2.2, que 

unicamente se diferencia con Ia del Ejemplo 4.2.1, porque Ia matriz de covarianzas es 

desconocida. El estadistico de prueba en este caso es el de Ia expresi6n (4.2-4) y se 

calcul6 con este programa. 

DATA IRIS; 
INFILE 'C:\1-IIPOTESIS\IRIS.DA T'; 
INPUT X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12; 
/*Xl,X5,X9: longitud de sepalo de I. setosa, I.vcrsicolour e I. virginica, respectivamente*/ 
/*X2,X6,XIO: ancho de sepalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica, respectivamente*/ 
/*X3 ,X7,Xll: longitud de petalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica, respectivamente*/ 
/*X4,X8,Xl2: ancho de pctalo de I. setosa, I.versicolour c I. virginica, respcctivamente*/ 

PROC IML; 
USE IRIS; 
START PRUEBA; /*comienza el modulo PRUEBA *I 

READ ALL V AR { x2 x6 x l 0} INTO X; /*arreglan los val ores del ancho de sepalo de las tres 
espccies de Iris en una matriz X*/ 

N=NROW(X); /*numero de hilcras de Ia matriz X*/ 

p=NCOL(X); /*numero de variables por cada espccie de Iris*/ 

J=J(N, 1, 1); /*un vector de puros unos de orden ~=nl=n2=n3 */ 

MED=( 1 IN)* X * J; /*vector de medias* I 

H=I(N)-( 1/N)* J* J'; /*matriz centrante*/ 

COV=(1/N)*X' *H*X; /*matriz de covarianzas muestral*/ 

PRINT :MED COV; /*impresion del vector de medias y Ia matriz de covarianzas*/ 

DIFE={0.428,-0.23,-0.026}; /*diferencia de :MED menos mu cero*/ 

ins4=inv(COV); /*inversa de Ia matriz de covarianzas*/ 

EP2=((n-p)/p)*dife' *ins4*dife; /*calcula el estadistico de prucba del Ejcmplo 2.2*/ 

PRINT EP2; 
FINISH; /*termina el modulo PRUEBA */ 
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RUN PRUEBA /*correr el modulo PRUEBA *I 

QUIT; 

Programa 4.2.6.3 Con los datos del largo de sepalo de las tres especies de Iris spp, se 

trat6 de ilustrar en el Ejemplo 4.2.3 Ia prueba de hip6tesis de Ia Secci6n 4.2.2.3a. Es 

decir, se plantea si Ia matriz de covarianzas poblacional es igual a una matriz L 0 

conocida. Puede observarse que en este ejemplo, Ia poblaci6n esta constituida por las 

longitudes del sepalo de las tres especies de Iris, y no, por las variables de alguna especie 

en particular; este comentario, es similar para los datos del ancho de sepalo usados en los 

Ejemplos 4.2. I y 4.2.2. 

DATA IRIS; 
INFILE 'C:\HIPOTESIS\IRIS.DA T'; 
INPUT Xl X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 XIO XII XI2; 
/*Xl,X5,X9: longitud de sepalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica, respectivamente*/ 

/*X2,X6,Xl0 : ancho de sepalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica, respectivamente*/ 

/*X3,X7,Xll : longitud de petalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica, respectivamente*/ 

/*X4,X8,Xl2: ancho de pctalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica, respectivamentc*/ 

PROC IML; 
USE IRIS; 
START PRUEBA; /*inicia el modulo PRUEBA */ 

READ ALL V AR {XI x5 x9} INTO X; /*arregla los valores del largo de sepalo de las tres 
espccies de Iris en una matriz X*/ 

N=NROW(X); /*numero de individuos*/ 

p=NCOL(X); /*numero de variables por cada cspccie de Iris*/ 

J=J(N, 1, I); /*un vector de puros unos de orden n=nl=n2=n3 */ 

MED=( 1/N)*X * J; /*vector de medias de largo de scpalo por especie*/ 

H=I(N)-( 1/N)* J* J'; 
COV=(l/N)*X *H*X; /*matriz de covarianzas*/ 

CALL SVD(U,Q,V,COV); 
A=SQRT(DIAG(Q)); 
COV I2=U* A *U'; 
SIGO={O.I5 0 0,0 0.25 0,0 0 0.35}; /*matriz conocida*/ 

INVSIGO=INV(SIGO); /*inversa de Ia matriz conocida*/ 

WMIS=COVI2*INVSIGO*COV12; 
C=EIGVAL(WMI S); 
a=(C' *J(P, 1, I))/P; Media aritmetica DA=TRACE(B)/P; 
g=(DET(B))**(I/P); 
EP=N*P*(a-LOG(g)-1 ); /*calcula el estadistico de prueba del Ejemplo 4.2.3*/ 

PRINT MED COV WM l S a g EP; 
FINISH; /*termina el modulo PRUEBA *I 

RUN PRUEBA /*correr el modulo PRUEBA *I 

QUIT; 
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Programa 4.2.6.4 Si se considera que los datos del Cuadro 3.3.4 estan en un archivo 

nombrado CORCHOAR.DAT y estan ordenados en 4 columnas que contienen las 

observaciones de las cuatro variables N,E,S,W y que cada hilera contiene Ia informacion 

de un arbol (son 28 arboles en total), entonces con este programa se puede obtener los 

resultados del Ejemplo 4.2.4. 

DATAMIR; 
INFILE 'C:\HIPOTESIS\CORCHOAR.DAT'; /*se abre el archivo CORCHOAR.DAT*/ 
INPUT N E S W; /*las variables del archivo CORCHOAR.DAT*/ 
PROC IML; 
USEMIR; 
START CHAANTE; /*inicia el modulo CHAANTE*/ 
READ ALL V AR {N E S W} INTO X; /*se arreglan los valores de los depositos de ccircho en 

las cuatro direcciones en una matriz X *I 

N=NROW(X); /*numero de arboles (de individuos)*/ 
J=J(N, 1,1 ); /*un vector de puros unos de tamafio n */ 
K=NCOL(X); /*numero de columnas de X*/ 
MED=(1/N)*X' *J; /*calcula el vector de medias*/ 
H=I(N)-(1/N)* J* J'; /*matriz centrante*/ 
COV=(1/N)*X' *H*X; /*calcula Ia matriz de covarianzas*/ 
R={-1 1-1 1, 0-10 1,-101 0}; /*lamatrizRparalaprucba*/ 
EP=(N-1)*(R *MED)' *INV(R *COV*R')*(R *MED); /*calcula el estadistico de prueba de Ia 

exprcston (2-16) */ 
PRINT MED COV REP; /*imprime resultados*/ 
FINISH; /*tcrmina c1 modulo CHAANTE*/ 
RUN CHAANTE; /*corrcr el modulo CHAANTE*/ 
QUIT; 

Programa 4.2.6.5 Se escribe aqui el programa para obtener los resultados del Ejemplo 

4.2.5; otra vez, se usan los datos del ancho de sepalo de las especies de Iris spp. 

DATA IRIS; 
INFILE 'C:\AR TURO\HIPOTESIS\IRIS.DA T'; 
INPUT X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 XIO X11 X12; 
/*Xl,X5,X9: longitud de sepalo de I. sctosa, I.versicolour e I. virginica, respectivamente*/ 
/*X2,X6,XIO: ancho de scpalo de I. setosa, I. versicolour e I. virginica, respcctivamente*/ 
/*X3,X7,Xll: longitud de pctalo de I. setosa, I. versicolour e I. virginica, respcctivamente*/ 
/*X4,X8,Xl2: ancho de pctalo de I. setosa, I. versicolour e I. virginica, respcctivamente*/ 
PROC IML; 
USE IRIS; 
START PRUEBA; 
READ ALL VAR {X2 x6 x10} INTO X; 
n=NROW(X); /*numcro de hileras*/ 
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p=NCOL(X); /*numero de variables por cada especie de Iris*/ 

J = J (N, 1 , 1 ) ; /*un vector de puros unos de orden n *I 

MED=( 1/N)*X' * J; 
H=I(N)-(1/N)*J*J' ; 
COV=(1/N)*X' *H*X; 
aO=(llp )*trace( cov); 
gOp=det( cov ); 
gO=gOp**(llp); 
EP=n*p*LOG(aO/gO); /*calcula el estadistico de prueba*/ 

PRINT MED COY aO gOp gO EP; /*imprime resultados*/ 

FINISH; /*terrnina el modulo PRUEBA */ 

RUN PRUEBA /*correr el modulo PRUEBA *I 

QUIT; 

Programa 4.2.6.6 Con los datos del Cuadro 3.3.2, se cuenta con observaciones de tres 

variables en dos tipos de sitios de una especie de pajaro y se plantea en el Ejemplo 4.2. 7 

probar Ia siguiente hip6tesis: "los vectores de medias poblacionales en ambas condiciones 

son iguales". Los calculos del Ejemplo 4.2.7 se efectuaron con este programa. Observe 

que en este caso, los datos no se Jeen de un archivo externo, sino que estan incluidos en 

el programa. En el Ejemplo 4.2.8, se plantea Ia misma hip6tesis pero se prueba usando un 

estadistico proporcional a Ia T2 de Hotelling que se calcula en este mismo programa 

(ver comentarios del programa /* */). 

DATA AVES; 
INPUT x1a x2a x3a x4d x5d x6d; 
/*xla: altura del dosel en metros de los sitios de anidamiento*/ 
/*x2a: Ia distancia de Ia orilla del nido a Ia superficie externa mas cercana del grupo de arboles en que 

esta situado el nido*/ 
/*x3a: el perimetro del grupo de arboles *I 
/*x4d: altura del dosel en metros de los sitios disponiblcs*/ 
/*x5d: distancia al contorno de los sitios disponiblcs */ 
/*x6d: pcrimetro del grupo de arboles *I 
CARDS; 
1.2014.0 8.90 0.47 13 .5 3.17 
0.58 25.0 4.34 0.62 8.0 3.23 
0.74 14.0 2.30 0.75 19.0 2.44 
0. 70 12.0 5.16 0.52 5.0 1.56 
1.36 14.5 2.92 0.73 8.0 2.28 
0. 78 17.0 3.30 0.62 16.0 3.16 
0.45 15.0 3.17 0.60 17.0 2. 78 
0.78 15.0 4.81 0.26 4.5 3.07 
0.63 16.0 2.40 0.46 15.0 3.84 
0.75 12.0 3.74 0.28 12.0 3.33 
0.55 12.0 4.86 0.53 11.0 2.80 
0.45 20.0 2.88 0.42 17.0 2. 92 
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1.56 16.0 4.90 0.47 20.0 4.40 
0.85 23.0 4.65 0.50 13.0 3.86 
0.58 12.0 4.02 0.54 16.0 3.48 
0.75 13.0 4.54 0.56 18.0 2.36 
0.55 18.0 3.22 0.32 7.0 3.08 
0.56 18.0 3.08 0.62 16.0 5.07 
0.57 19.5 4.43 0.39 15.0 2.02 
0.41 16.0 3.48 0.56 8.0 1.81 
0.65 18.0 4.50 0.27 9.0 2.05 
0.78 14.0 2.96 0.42 11.0 1.74 
0.64 18.0 5.25 0.70 13.0 2.85 
0.71 18.0 3.07 0.26 14.0 3.64 

PROC IML; /*se inicia el procedimiento IML*/ 

USE AVES; /*se invoca al con junto de datos A YES*/ 

START PRUEBA; /*empieza el modulo PRUEBA *I 

READ ALL VAR {x1a x2a x3a} INTO X1; /*se arreglan los valores de los sitios de 
anidamiento en una matriz X1*/ 

READ ALL V AR { x4d x5d x6d} INTO X2; /*se arreglan los valores de los sitios disponibles en 
una matriz X2 • I 

q=NCOL(X 1 ); /*numero de columnas de X1 */ 

N1=NROW(X1); /*numero de sitios de anidamiento */ 

N2=NROW(X2); /*numero de sitios disponibles */ 

N=N1 +N2; /*numero total de sitios */ 

M 1 =J(N1, 1,1 ); /*un vector de puros unos de orden Nl*/ 

M2=J(N2, 1, 1); /*un vector de puros unos de orden N2*/ 

M=J(N, 1, 1); /*un vector de puros unos de orden N */ 

H1 =I(N1)-(1/N1)*M1 *Ml'; /*matriz centrante de loss. anidamiento*/ 

H2=I(N2)-(1/N2)*M2*M2'; /*matriz centrante de loss. disponibles */ 

H=I(N)-(1/N)*M*M'; /*matriz centrante tomando a todos los datos como si provinieran de una 
sola muestra; podemos llamarle Ia matriz centrante 
"conjunta"*/ 

MED 1 =(1/N1)*X1' *M1; /*vector de medias de loss. de anidamiento*/ 

MED2=(1/N2)*X2' *M2; /*vector de medias de los sitios disponiblcs*/ 

X=X1//X2; /*se concatenan verticahnente las matrices Xl y X2*/ 

MED=( 1/N)*X' *M; /*calcula el vector de medias con junto *I 

PRINT MED1 MED2 MED; 

S 1 =(1/N1)*Xl' *H1 *X1; /*matriz de covarianzas de loss. anidamiento*/ 

S2=(1/N2)*X2' *H2*X2; /*matriz de covarianzas de loss. disponibles*/ 

W=N1 *S 1 + N2*S2; /*matriz de suma de cuadrados y productos cruzados dentro grupos*/ 

SC=(1/N)*W; /*estimador de maxima verosimilitud de la matriz de covarianzas comun; observe 
que SC es una matriz de covarianzas "combinada", segun Ia forma 
como fue calculada W *I 

S=(1/N)*X' *H*X; /*matriz de covarianzas tomando a todos los datos como si provinieran de un 
solo grupo de sitios: matriz de covarianzas "conjunta" */ 

T=N*S; /*matriz de las sumas de cuadrados y productos cruzados total*/ 

PRINT S 1 S2 SC S; 

K=(N1 *(MED1-MED)*(MED1-MED)')+(N2*(MED2-MED)*(MED2-MED)'); 
/*K es Ia matriz de las SCPC "entre grupos"*/ 
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INVW=INV(W); /*inversa de Ia matriz W*/ 

WIK=INVW*K; 

P=I(q)+WIK; 

PRINTWKT; 

LAMBDA=INV(DET(P)); /*calcula el estadistico de prueba del Ejemplo 4.2.6*/ 

PRINT LAMBDA; 

d=med l-med2; 
HOTELLING=l+(((nl *n2)/n)*d' *INVW*d); /*calcula el estadistico de prueba del Ejemplo 

4.2. 7 que es proporcional a Ia T cuadrada de 
Hotelling para dos muestras*/ 

PRINT HOTELLING; 

FINISH; /*termina el modulo PRUEBA*/ 

RUN PRUEBA; /*correr el modulo PRUEBA *I 

QUIT; 

Programa 4.2.6.7 Usando los datos del Cuadra 3 .3.2, se prueba silas matrices de cova­

rianzas de las dos condiciones son iguales. Ahara, a diferencia del Programa 4 .2 .6 .6, los 

datos son llamados del archive externo BIRDSDAT.SAS que esta en el subdirectorio 

HIPOTESIS para hacer los calculos que corresponden. Los resultados de ejecutar este 

programa se reportaron en el Ejemplo 4 .2.9 . 

DATA AVES; 

INFILE 'C :\HIPOTESIS\BIRDSDAT.SAS'; 

INPUT xi a x2a x3a x4d x5d x6d; 
/*xla: altura del dosel en metros de los sitios de anidamiento*/ 
/*x2a: Ia distancia de Ia orilla del nido a Ia supcrficie externa mas cercana del grupo de arboles en que 

esta situado el nido*/ 
/*x3a: el perimetro del grupo de arboles */ 
/*x4d: altura del dose! en metros de los sitios disponiblcs*/ 
/*x5d: distancia al contorno de los sitios disponiblcs */ 
/*x6d: perimetro del grupo de arboles*/ 

PROC IML; /*se inicia el procedimiento IML */ 

USE AVES; /*se llama el conjunto de datos AVES */ 

START PRUEBCOV; /*empieza el modulo PRUEBCOV */ 

READ ALL V AR {xI a x2a x3 a} INTO X I ; /*se arreglan los val ores de los sitios de 
anidamiento en una matriz X 1 *I 

READ ALL V AR { x4d x5d x6d} INTO X2; /*se arreglan los valores de los sitios disponiblcs 
en una matriz X2 *I 

q=NCOL(XI); 

NI=NROW(XI); 
N2=NROW(X2); 
N=NI+N2; 

MI=J(NI , I, 1); 

M2=J(N2, 1, 1); 

/*numero de columnas de Xl */ 

/*numero de sitios de anidamiento */ 

/*numero de sitios disponiblcs */ 

/*numero total de sitios */ 

/*un vector de puros unos de orden Nl */ 

/*un vector de puros unos de orden N2*/ 
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• M=J(N, 1, 1); /*un vector de puros unos de orden N */ 

H1 =I(N1)-(1/N1)*M1 *M1'; /*matriz centrante de loss. anidamiento*/ 

H2=I(N2)-(1/N2)*M2*M2'; /*matriz centrante de loss. disponibles */ 

H=I(N)-(1/N)*M*M'; /*matriz centrante conjunta*/ 

X=Xl/IX2; /*se concatenan verticalmente las matrices Xl y X2*/ 

S1=(1/N1)*X1' *H1 *X1; /*matriz de covarianzas de loss. anidarniento*/ 

Su1 =(Nli(N1-1))*S1; 
INVSul=INV(Sul); 
S2=(1/N2)*X2' *H2*X2; /*matriz de covarianzas de loss. disponibles*/ 

Su2=(N2/(N2-1))*S2; 

INVSu2=INV(Su2); 
S=(1/N)*(n1 *SI+n2*S2); /*matriz de covarianzas combinada. Precaucion: en el programa 

Su=(N/(N-2))*S; 

PRINT Sl Su1 INVSul; 

PRINT S2 Su2 INVSu2; 
PRINTS; 

anterior, esta matriz corresponde a SC*/ 

p=q; /*pes el numero de variables por grupo*/ 

k=2; /*k es el numero de grupos*/ 

GAMA=l-(((2*P**2+3 *P-I )/(6*(P+ I)*(K-1 )))*((1/(N1-1 )-li(N-K))+(l/(N2-l)-l/(N­

K)))); 
MBOX=GAMA*((Nl-l)*LOG(DET(INVSul *Su))+(N2-l) 

*LOG(DET(INVSu2*Su))); /*MBOX es cl estadistico de prucba*/ 

PRINT GAMA MBOX; /*impresion de resultados*/ 
TITLE! 'PRUEBA DE HIPOTI!SIS: COMPARACION DE DOS MATRICES DE COY ARIANZAS'; 

FINISH; /*tcrmina el modulo PRUEBCOV*/ 

RUN PRUEBCOV; /*corrcr cl modulo PRUEBCOV*/ 

QUIT; 

Programa 4.2.6.8 Con los datos de 24 tortugas hembras y 24 tortugas machos del 

Cuadro 3 .3 .4, se escribi6 en el Ejemplo 4.2.10 Ia prueba de igualdad de las matrices de 

covarianzas entre los dos sexos. Los calculos necesarios para Ia prueba se hicieron con 

este programa y los resultados se reportan en dicho ejemplo. 

DATA TORTUG; 

INFILE 'C:\1-IIPOTESIS\TORTUG l.DAT'; 

INPUT xlh x2h x3h x4m x5m x6m; 
/*xlh: largo de Ia coraza de hembras*/ 
/*x2h: ancho de Ia coraza de hembras*/ 
/*x3h: altura de Ia coraza de hembras */ 
/*x4m: largo de Ia coraza de machos*/ 
/*x5m: ancho de Ia coraza de machos*/ 
/*x6m: altura de Ia coraza de machos*/ 

PROC IML; /*se inicia el procedimiento IML */ 

USE TOR TUG; /*se llama el conjunto de datos TORTUG*/ 
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START PRUEBCOV; /*empieza el modulo PRUEBCOV*/ 

READ ALL V AR {x1a x2a x3a} INTO X1; /*se arreglan los valores de las tortugas 

READ ALL VAR {x4d x5d x6d} INTO X2; 

q=NCOL(X1 ); /*numero de variables en XI*/ 

hembras en una matriz Xl */ 

/*se arreglan los valores de las tortugas 
masculinas en una matriz X2 *I 

N1=NROW(X1); /*numero de tortugas hembras */ 

N2=NROW(X2); /*numero de tortugas machos */ 

N=N1 +N2; /*numero total de tortugas (machos+ hembras)*/ 

M1 =J(N1, 1, 1); /*un vector de puros unos de orden Nl*/ 

M2 = 1 (N2, 1, 1); /*un vector de puros unos de or den N2 • I 

M=J(N, 1,1 ); /*un vector de puros unos de orden N *I 

H1 =I(N1)-(1/NI )*M1 *Ml'; /*matriz centrante de las tortugas hembras*/ 

H2=I(N2)-(1/N2)*M2*M2'; /*matriz centrante de las tortugas machos*/ 

H=I(N)-(1/N)*M*M'; 

MED I=( I IN 1) *X 1' *M I; /*vector de medias de las hem bras• I 

MED2=(1/N2)*X2' *M2; /*vector de medias de los machos*/ 

PRINT MED I MED2; 

S 1 =(I INI )*X1 ' *HI *XI; /*matriz de covarianzas de las hembras(bajo Ia hipotesis alternativa)*/ 

SuI =(NI/(N1-I ))*S I; 

INVSui=INV(Sui); 

S2=(I/N2)*X2' *H2*X2; /*matriz de covarianzas de los machos (bajo Ia hipotesis alternativa)*/ 

Su2=(N2/(N2-I))*S2; 

INVSu2=INV(Su2); 

S=( 1/N)*(n I *S I +n2*S2); /*matriz de covarianzas comun (bajo Ia hipotesis nula)*/ 

Su=(N/(N-2))*S; 

PRINT S I SuI INVSu I; 

PRINT S2 Su2 INVSu2; 

PRINTS; 

p=q; /*numero de variables en cada grupo (sexo)*/ 

k=2; /*numero de grupos*/ 

A=DET(Su I); 

B=DET(Su2); 
C=DET(Su); 

PRINT A B C; /*imprime los determinantes de las matrices de covarianzas insesgadas*/ 

GAMA=I-(((2*P**2+3*P-I )/(6*(P+ I )*(K-I)))*((li(N1-I )-I/(N-K))+(I/(N2-I )-1/(N­

K)))); 
MBOX=GAMA*((NI-I)*LOG(DET(INVSu1 *Su))+(N2-1) 

*LOG(DET(INVSu2*Su))); /*MBOX es cl estadistico de prueba*/ 

PRINT GAMA MBOX; /*imprime los resultados*/ 

TITLE1 'PRUEBA DE HIPOTESIS: COMPARACION DE DOS MATRICES DE COVARIANZAS 

CON LOS DATOS DE TORTUGAS'; 

FINISH; 
RUN PRUEBCOV; 
QUIT; 

/*tennina el modulo PRUEBCOV*/ 

/*correr el modulo PRUEBCOV*/ 
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Programa 4.2.6.9 Los calculos para construir los intervalos de confianza simultaneos 

del Ejemplo 4.2.11, se hicieron con este programa. 

DATACLADI; 
INFILE'C:\HIPOTESIS\CORCHOAR.DA T'; 

INPUTNE S W; 

/*se invoca el archivo CORCHOAR.DAT*/ 

/*las variables de CORCHOAR.DAT*/ 

PROCIML; 
USECLADI; 
START INTERVAL; 
READ ALL V AR {N E S W} INTO X; 

R={-11-11,0-101,-1010}; 
Y=X*R'; 
N=NROW(Y); 

J=J(N,1,1); 
p=NCOL(Y); 
MED=(1/N)*Y' *J; 

H=I(N)-(1/N)*J*J'; 
COV=(1/N)*Y' *H*Y; 
PRINT MED COY; 

a1={1,0,0}; 
a2={0, 1,0}; 
a3={0,0, 1 }; 
A=a1lla2lla3; 
m=n-p; 
Ftab=FINV(0.99,p,m); 

b 1 =(((P/(N-P))*a1 ' *cov*a1)*Ftab)**(0.5); 

b2=(((P/(N-P))*a2' *cov*a2)*Ftab )* *(0. 5); 

b3=(((P/(N-P))*a3' *cov*a3 )*Ftab )* *(0. 5); 

B=b 1llb2llb3; 

l*se inicia el modulo intervalo*/ 

l*se arreglan los valores de los depositos de 

corcho en las cuatro direciones en una matriz 

X*/ 
/*Ia matriz R que se uso en el Ejemplo*/ 

/*genera las nuevas variables*/ 

/*numero de arboles (individuos) que contiene 

el archivo que se usa*/ 

/*un vector de puros unos de tamano n */ 

/*numero de columnas(variables) de Ia matriz Y*/ 

/*calcula el vector de medias de las nuevas variables 

(i.e. , las combinaciones lineales*/ 

/*calcula Ia matriz centrantc*/ 

/*calcula Ia matriz de covarianzas*/ 

/*imprimc cl vector de medias y Ia matriz de 

covarianzas *I 

/*valor de Ia F con p g. I. en cl numerador y n-p g. I. 
en cl denominador con un nivcl alfa de 0 .0 1*/ 

LI=A*MED-B'; 
LS=A *MED+B'; 
PRINT LI LS; 

/*1imites inferiores de los ICS, vease (4.2-41)*/ 

/*limites superiores de los ICS, vcasc (4 .2-41)*/ 

FINISH; 
RUN INTERVAL; 
QUIT; 

/*termina el modulo INTERVAL*/ 

/*corrc el modulo INTERVAL*/ 
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Programa 4.2.6.10 Con este programa se hacen los calculos del Ejemplo 4 .2 .6. 
/**************************************************/ 
/*PROGRAMA IML/SAS PARA PROBAR LA HIPOTESIS */ 
/*DE LA SECCION 4.2.3.2b */ 
/* aaas*/ 
/**************************************************/ 
DATAALKAB; 
INFILE 'C:\CORRCAN\TREES.DAT'; 
INPUT NUM $ SP $ DN AT AFL RBC; 
/*DN:diametro normal, AIT;altura de fuste limpio*/ 
/*RBC:radio de Ia base de Ia copa, A T:altura total*/ 
Xl =DN;X2=AFL;X3=RBC;X4=AT; 
PROC IML;USE ALKAB; 
START PRUEB426; 
READ ALL VAR {XI X2 X3 X4} INTO X; 
Q=NCOL(X); 
N=NROW(X); /*numero de arboles*/ 
J=J(N, 1, 1 ); /*vector de unos de tamano n*/ 
H=I(N)-(I/N)*J*J'; 
MED=(I/N)*X' *J; 
S=(I/N)*X' *H*X; /*calculo de Ia matriz de covarianzas muestral*/ 
SRC=S##0.5; 
SREC=I/SRC; 
DMI2=DIAG(SREC); 
R=DMI2*S*DMI2; /*calculo de Ia matriz de correlaciones*/ 

S II =S[ 1:2, I :2]; 
S22=S[3 :4,3 :4]; 
S I2=S[I :2,3:4]; 
S2I =S[3 :4, I :2]; 
B I =INV(S Il ); /*invcrsa deS II *I 

B2=INV(S22); /*inversa de S22*/ 
M=B2*S2I *B I *S I2; 
EM=I(2)-M; 
EP 1 =DET(EM); 
PRINT MED S SII S22 SI2 S2I; 
PRINT BI B2; 
PRINTM; 
PRINT EM EP 1; 
Mil =N*S II;CI=INV(Mil); 
M22=N*S22; B=N*S2I *B I *S I2; 
M22l=N*(S22-S2I *B I *S I2); 
AMl=INV(M22l); 
AMlB=AMl *N*S21 *B 1 *S 12; 
PRINT M221 B AM I B; 
FINISH; RUN PRUEB426; QUIT; 
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Programa 4.2.6.11 Programa para realizar los calculos del Ejemplo 4.2.7 
/************************************************/ 
/*PROGRAMA IML/SAS PARA EL EJEMPLO 4.2. 7 *I 
/* aaas*/ 
/************************************************/ 
DATA KIICHPAM; 
INFILE 'C:\CORRCAN\TREES.DAT'; 
INPUT NUM $ SP $ DN AT AFL RBC; 
/*DN:diametro normal, AFf;altura de fuste limpio*/ 
/*RBC:radio de Ia base de Ia copa, AT:altura total*/ 
XI =DN;X2=AFL;X3=RBC;X4=AT; 

PROC IML;USE KIICHPAM; 
START PRUEB427; 
READ ALL V AR {XI X2 X3 X4} INTO X; 

P=NCOL(X); 
N=NROW(X); /*numcro de arboles*/ 
J=J{N, I, I); /*vector de unos de tamano n*/ 
H=I(N)-(I/N)*J*J'; 
MED=(1/N)*X' *J; 

S=(1/N)*X' *H*X; /*calculo de Ia matriz de covarianzas muestral*/ 
SRC=S##0.5; 
SREC= 1/SRC; 
DM12=DIAG(SREC); 
R=DM12*S*DM12; /*calculo de Ia matriz de correlaciones*/ 
DETR=DET(R); 
NE=N-((1/6)*(2*P+ 11)); /*n estrella*/ 
EPM=-NE*LOG(DETR); /*EP modificado*/ 
ME=( l/2)*P*(P-1 ); 
TIC 1 =CINV(0.95,ME); 
TIC2=CINV(O. 99,ME); 
PRINT EPM jic 1 jic2; 
FINISH; 
RUN PRUEB427; 
QUIT; 

/*m estrella*/ 
/*valor de jicuadrada con alfa igual a 0.05*/ 
/*valor de jicuadrada con alfa igual a 0. 0 l* I 
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4.3 REGRESION LINEAL MULTIV ARIADA 

4.3.1 Introducci6n 

Se hace, en primer Iugar, una presentaci6n muy somera de Ia regresi6n lineal multiple 
en el caso univariado (una variable dependiente y mas de una variable explicate ria o 
independiente ), para tratar de extenderla despues de man era natural, al contexte de Ia 
regresi6n multivariada (donde se incluye mas de una variable dependiente) . 

4.3.2 Regresi6n Multiple Univariada 

4.3.2.1 El modelo 

En una regresi6n, el modele lineal puede escribirse como: 

Y; =Po+ PIXil+ ·+PqXiq + &i 
' (4.3-1) 

donde r; es Ia i-esima observaci6n de Ia variable dependiente que esta en funci6n de las q 
variables independientes xil ... . , xiq ; Po. p1 • • • • , p q son los parametres de regresion y si 

es Ia variable aleatoria error con media cero y varianza a 2
. Un caso particular de Ia 

regresi6n es cuando q = 1 y se le conoce como regresi6n simple. 

El modele de regresi6n multiple (4 .3-1) puede escribirse matricialmente como: (ver 
Johnson & Wichern, 1982, p. 293 ; Mardia et al. , 1989, p. 171 ; Searle, 1982; Steel & 
Terrie, 1988; p. 288) 

90 



y = XJ3 +E, (4.3-2) 

con, 

~ 1 Xu xl2 xlq Po &'t 

12 1 x21 x22 x2q Pt &'2 
y= 

' X= Jl= f:= ' 

Yn 1 xnl xn2 Xnq pq En 

donde, y nxt es un vector que contendra las n observaciones de Ia variable dependiente a 

ser explicada; Xnx(q+t) es Ia matriz de las q variables explicatorias mas Ia primera 

columna de puros unos, si es que se considera un efecto promedio en el modelo (de otro 

modo no existe); Jl(q+I)xt es el vector de parametros1 de regresi6n a estimarse en el 

analisis; En xl es un vector de errores aleatorios2 bajo los siguientes supuestos: E(E) = 0 y 

Cov(E) = E(EE') = cr2I. Con el primer supuesto tenemos que Ia media de las &; es cero y 

con el segundo esta implicito que var( &; ) = cr2 y cov( &; , & k) = 0 V i '# k ; para mayor 

claridad, se puede ver que: 

E(&;) 

E(EE') = £(&2&1) 

E(&l&n) CT2 

E(&2&n) 0 
= 

0 0 

0 

0 

Comentario: Si en el modelo lineal de regresi6n no se considera Ia interceptada al 

origen (i.e Y; = P1Xil+··+PqX;q + &;), entonces las dimensiones de X y J3 en (4.3-

2) son ( n x q) y ( q x 1 ), respectivamente, ya que en Ia matriz X no se incluye Ia 

columna de unos y en el vector J3 , se omite al elemento Po correspondiente a Ia 

interceptada. 

1 Los panimetros son valores dcsconocidos que se suponen fljos. 
2 Por esta raz6n, el vector y es considcrado aleatorio cuando aun no se efectuan las mediciones de Ia 

variable dependiente. 
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El valor esperado del vector y en (4.3-2) es E(y) = xp, o bien, se puede escribir 

para cada elemento Y; de y, i.e., E(y;) = x;p . 

4.3.2.2 La estimaci6n del vector de parametros y las sumas de cuadrados 

La estimaci6n del vector de parametres de regresi6n en ( 4. 3-1) obtenida por el 

metodo de minimos cuadrados es: (Searle, 1982, pp. 330-331 y 366; Mardia et al., 1989, 

p. 172) 

p =(X'Xf
1
X'y, (4.3-3) 

en donde se considera X de rango completo por columnas. 

Anticipandose a las expresiones de las sumas de cuadrados, se dan las siguientes 

definiciones. Sea Xn xm• con r(X) = m, entonces 

Px = x(x·xr'x·; 

Q =I- Px . 
' 

(4.3-4) 

(4.3-5) 

donde se cumple que: (a) Px es simetrica e idempotente; (b) PxX =X; (c) Q es 

simetrica e idempotente de rango n- r(X) = n- m; (d) QX = X'Q = 0 . Por otra parte, 

si y = xp = Pxy, entonces & = y- y = Qy y como resultado directo de (d), X'&= 0 y 

asi tambien y'& = y'Px(I- Px)Y = 0 = &'y. Las expresiones (4.3-4) y (4 .3-5) se usaran en 

repetidas ocasiones en las secciones siguientes, asi como tambien, con sus respectivas 

adecuaciones, en el tema de analisis de varianza multivariado del Subcapitulo 4.4. 

n 

La suma de cuadrados total sin corregir ( SCT) y'y = LYi se puede particionar asi: 
i=l 

y'y = (y + y- y)'(y + y- y) = (y + &)'(y + &) 

= y'PxY + y'(I- Px)Y 

= SC Reg+ SCError. 
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El resultado X'& = 0 implica que :L7=I &; = 0, i.e. l'E = 0, y la descomposici6n en un 

modelo con interceptada de la suma de cuadrados total corregida por la media, denotada 

por SCT(media), es: 

donde, 

y'(I- -!J ll')y = y'(Px- -!J ll')y + y'(I- Px)Y, 

SCT(media) = y'[I-; ll']y 

SC Re g(media) = y'[ Px-; 11' ]Y 

SCError = &'& = y'[I- Px]Y . 

{4.3-7) 

(4.3-8) 

(4.3-9) 

(4.3-10) 

Son importantes algunos comentarios aqui : (i) De acuerdo a la expresi6n ( 4. 3-4 ), 

; ll' = l(l'lf11' = P1n es el proyector del vector formado porIa primera columna de 

puros 1 's de la matriz X. (ii) Se recuerda que en Ia partici6n ( 4.3-6) no se considera la 

correcci6n por Ia media; mientras que en Ia partici6n ( 4.3-7) el factor de correcci6n 

por la media esta dado por y'P1y . (iii) Los grados de libertad asociadas a las sumas 

de cuadrados de las expresiones (4.3-8), (4.3-9) y (4.3-10), son (n-1), q y 

[ n - ( q + 1) ], respectivamente, que corresponden a los rangos de las matrices entre 

corchetes de esas expresiones. (iv) Ellado derecho de (4.3-10) puede verse tambien 

A A A 

como (y- XP)'(y- XP), donde P de Ia expresi6n (4.3-3) minimiza la SCError. 

4.3.2.3 Propiedades muestrales de los estimadores minimos cuadrados ordinarios 

Algunas propiedades muestrales de los estimadores minimos cuadrados ordinarios 

(MCO) son: 

(a) E(JJ) = p y Cov(JJ) = u 2(X'Xr1
; 

(b) E(&) = 0; Cov(&) = u 2[1- Px] = u 2Q y E(&'&) = a2(n- r(x)); (4.3-11) 
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() S. A2 _ SCError _ y'[I-Px]Y E{A2)- 2 
c 1 o- - ( ) - ( ) entonces a - a . 

n-rX n-rX 

Se verifican a continuaci6n estas propiedades: 

ya que E( E)= 0 . Por lo tanto, queda demostrado que {3 es un estimador insesgado de J3. 

(a.2) 

Cov(p) = Cav((x'xr•x'y) 

= (x'xr•x'Cav(y)x(x'xr
1 

= (x'xr•x'Cav(E)x(x'xr1 

= (x'xr
1
x'( o-2I)x(x'xr

1 

= o-2(x'xr' 

(b. I) E{E) = £1 {I- Px)Y] ={I- Px)E(y) ={I- Px)XJ3 =(X- X)J3 = 0. 

(b.2) Cov{E) = E{EE ') 

= El (I- Px)yy'{I- Px)] ={I- PxXE(yy')](l- Px) 

={I- Px)[ o-2I + XJ3J3'X'](I- Px) ={I- Px)a21(1- Px) 

= a2[I- Px]. 

(b.3) E(i'i) = Efy'(I- Px)Y], es Ia esperanza de una forma cuadnitica, 

= t~ (I- Px)Var(y)] + E(y)'{I- Px)E(y) 

= tr[o-2{I- Px)], ya que Var(y) = a 21 y E(y)'{I- Px)E(y) = J3'X'(X- X)J3 = 0, 

= o-2tr[I- Px] 

= o-2(n- r(X) ). 

(c) E( &2
) = n _~(X) £1 y'(I- Px)Y], usando el resultado de Ia prueba (b.3) anterior, 
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_ o-2
( n- r(X)) 

- n- r(X) 
= 0"2 . 

4.3.2.4 lntervalos de confianza 

Para hacer pruebas de hip6tesis y construir intervalos de confianza se puede suponer 
normalidad en Ia distribuci6n del vector E del modele ( 4.3-2), i.e. E - Nn( 0, o-21); en 

esta situaci6n el estimador de maxima verosimilitud para p coincide con el obtenido por 
minimos cuadrados ordinaries (Johnson & Wichern, 1982, pp. 302-304 y Mardia et a/., 

1989, p. 172) y se tiene que ~-Nq+1(P.if(X'Xr 1 ); asi como que, 

(n- r(x))&2 
= e'e- o-2 z~-r(X). Una region de confianza al 100(1- a)% para P esta 

dado por (Johnson & Wichern; 1982, p. 204) : 

(P- ~)' X'x(p- ~) ~ (q + 1)&
2 

Fq+1 , n-q-1; a (4.3-12) 

donde ~+1 , n-q-1; a es el punto 100a% superior de una distribuci6n F de Snedecor con 
r(X)=q+1 grades de libertad (g.l.) en el numerador y n-r(X).=n-q-1 g.l. en el 
denominador. Asi tambien, para construir intervalos de confianza simultaneos al 
1 oo( 1- a)% para pi se usa: 

(4.3-13) 

donde v~r(}li) es el i-esimo elemento de Ia diagonal de &\X'Xr
1

. Puede verse Ia 
prueba de estes intervalos simultimeos en Johnson & Wichern (1982; p. 304). Aunque 
son mas recomendables los interva/os de con.fianza simultaneos de pi, en Ia practica 
frecuentemente se construyen intervalos para pi individuates, cada una asociada a una 
variable independiente de interes, usando Ia expresi6n: 
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A A A 

Pi ± tn-q-l; af 2 var(pi) (4.3-14) 

donde tn-q-I ; a;2 es el punto 100(a/2)% superior de una t de Student con n- q -1 g.l. 

Los detalles sobre intervalos de confianza y presentaci6n de pruebas de hip6tesis en la 
regresi6n univariada pueden revtsarse en Zamudio, en donde se desarrollan tambien 
ejemplos de tipo forestal. 

EJEMPLO 4.3.1 Un ejemplo de regresi6n univariada en un escenario forestal, es cuan­
do se tiene como variable dependiente al volumen ( V ), y como variable independiente, al 
cuadrado del diametro multiplicado por Ia altura ( D 2 H), en un modele de regresi6n 
simple como: 

(4:3-15) 

donde v;, Di y Hi son el volumen, el diametro normal y Ia altura del i-esimo arbol de una 

muestra aleatoria de tamafio n. La variable D 2 H es conocida como Ia variable 
combinada y ha side Ia base de muchas ecuaciones del volumen de arboles, desde que 
Spurr lo present6 en 1952 (Burkhart & Gregoire, 1994). 

Si hacemos Y; = v; y Xi1 = (Di2Hi), pu~de verse a (4.3-15) como el modele (4.3-1), 
quedando Y; =Po+ P1Xi1 + ci . Las mediciones de v; se pueden arreglar en un vector 

y , y los datos de Ia variable independiente ( Di2 Hi ), junto con el vector de unos asociado 
al parametro Po, en una matriz X como Ia del modele (4.3-2), para realizar el analisis de 
regresi6n. Con fines ilustrativos, se usan los datos del Cuadro 4.3 .1 que contiene el 
diametro normal en centimetres (D), Ia altura en metros (H), y el volumen en metros 
cubicos de una muestra de 35 arboles, ejemplificando el uso de (4 .3-15). En los siguientes 
resultados, Ia columna BET A contiene los estimadores d.e los parametres del modele; 
enseguida, se encuentra Ia columna EESTB que contiene los errores estandares de los 
estimadores de los parametres; Ia columna T representa los valores del estadistico t que 

96 



~· tiene una distribuci6n t de Student con el que se prueba si un panimetro en particular es 

igual a cero; Ia columna PROBT es el nivel de significancia estimado y Ia regia de 

decision es rechazar Ia hip6tesis nula si el nivel de significancia propuesto es mayor que el 

nivel de significancia estimado. 

SC Reg= 0.534, CM Reg= 0.534, Fcal = 273.250 

SCError = 0.065, CMError = 0.002, 
SCTotal = 0.599, 

R2 = 0.8922 

BETA EESTB 
0.0260464 0.0130435 
0.3592622 0.0217336 

Covarianzas entre las Pi 
0.0001701 -0.000232 

-0.000232 0.0004723 

T 
1.9968945 

16.530258 

PROBT 
0.0541389 
0.0001 

Correlaciones entre las Pi 
1 -0.819512 

-0.819512 1 

El valor de R2 nos indica que el modele explica casi 90 % de Ia varianza. Se observa 

tambien que P1 es significativamente diferente de cero, siendo los valores estimados de 

A A 

los parametres, Po= 0.0260464 y P1 = 0.3592622. De esta forma, Ia estimaci6n del 

volumen de un arbol, dado el diametro normal y Ia altura, se establece por 

A 2 
V; = 0.026 + 0.359(Di Hi) . Los calculos de este ejemplo se hicieron con el Programa 

4.3 .1 del Anexo. • 

EJEMPLO 4.3.2 Para construir intervalos de confianza simultaneos de los parametres 

pi, i = 0,1, del modele (4.3-15), se hace uso de Ia expresi6n (4.3-13). Asi, los intervalos 

de confianza simultaneos al 95 % para Po y p1, haciendo uso de los resultados del 

Ejemplo 4.3 .1, son: 

Po± v~r(P0 )~(2)Fa ; 2, 33 = 0.0260464 ± 0.03361, 

97 



• 
EJEMPLO 4.3.3 Una generalizaci6n de· (4.3-15) presentada por Burkhart & Gregoire 
(1994) es: 

(4.3-15b) 
en donde se asume que D 2 y H y su interacci6n presentan "efectos" aditivos; en este 
modelo se tiene una regresi6n multiple univariada: una variable dependiente ( el volumen) 
y mas de una variable independiente ( el cuadrado del diametro, Ia altura y Ia variable 
combinada). Usando los datos del Cuadro 4.3 .1, se obtiene Ia siguiente salida en 1ML de 
SAS: 

The SAS System 11 :19 Monday, April19, 1997 
SCREG SCE SCTOTAL CMREG CME FCAL R2 
0.5585702 0.0403005 0.5988707 0.1861901 0.0013 143 .22135 0.9327058 

BETA EESTB T PROBT 
0.0476444 0.051568 0.9239132 0.3626677 
0.8346636 1.1644308 0.7167996 0.4788639 
-0.009614 0.0058478 -1.643969 0.1102879 

0.4284663 0.1149903 3.7261078 0.0007772 

Covarianzas entre las Pi 
0.0026593 -0.056688 -0.0002830 0.0055735 

-0.056688 1.355899 0.0057785 -0.126059 
-0.000283 0.0057785 0.0000342 -0.000644 

0.0055735 -0.1260590 -0.000644 0.0132228 

Correlaciones entre las Pi 
1.000000 -0.944061 -0.937268 0.9399061 

-0.944061 1. 000000 0. 8486069 -0.941451 

-0.937268 0.8486069 1.000000 -0.95756 

0.9399061 -0.941451 -0.95756 1.00000 

98 



Se puede observar de Ia salida anterior, que los panimetros asociadas a las variables D2 

y H, no son significativamente diferentes de cero, mientras que el panimetro asociado a Ia 

variable combinada es diferente de cero con un nivel de significancia de 0.01. Los 

calculos de este ejemplo se pueden hacer con el Programa 4.3.9.2. + 

EJEMPLO 4.3.4 Otra ecuaci6n de volumen que puede usarse para ilustrar una regre­

si6n multiple univariada, es Ia que introdujeron Schumacher & Hall en 1933 (Burkhart & 

Gregoire, 1994): 

In V, =Po + P1 In D; + P2 In H; + &; 

' 
(4.3-16) 

donde Ia variable dependiente es el logaritmo natural del volumen y los regresores son el 

logaritmo natural del diametro normal y el logaritmo natural de Ia altura. Note que una 

vez que se tengan las estimaciones de los parametres, para nuevos valores observados de 

D; y H; , el valor del volumen estimado se obtendria con: 

V; = io n!t HP2 . 

• 
4.3.3 Regresion Lineal Multivariada 

4.3.3.1 El modelo de regresion lineal multivariada 

Siguiendo a Mardia eta/. (1989), veamos lo que sucede en los casos cuando se tiene 

que representar Ia relaci6n entre p > 1 variables respuesta (variables dependientes) y un 

grupo de q variables explicatorias (variables independientes). Suponiendo que cada 

variable dependiente tiene su propia ecuaci6n de regresi6n -univariada- en funci6n de 

X como Ia del modelo (4.3-2), entonces se tendrian: 
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Y(l) = xp<t> + e<I> 
Y<2> = xp(2) + e<2> 

, , 
donde Pu) = [Po 1 ,Blf · · · ,8 q].] y eu> = [ s11 s21 sn1 ] , j = 1, . .. ,p. Observe 

que cada variable dependiente (los vectores Yu>) es explicada por las mismas q variables 

explicatorias (las columnas de X) pero con sus correspondientes vectores de panimetros, 

P(f) , y de errores, &u>. 

Si Y = [Y{l) y(2) ••• Y(p)] es Ia matriz de variables dependientes cuyas 
n x p 

columnas corresponden a cada una de elias, B = [P(l) P<2> · • · P<P>] es Ia matriz 
(q+l) x p 

de parametros, · U = [ &< 1> &(2) • • • &<P> Lxp es Ia matriz de errores aleatorios no 

observados y Xnx(q+t) es una rnatriz de q variables independientes como Ia presentada en 

(4.3-2), entonces el modelo definido por: 

Y=XB+U, (4.3-17) 

es el modelo de regresi6n lineal multivariada. Para una X dada, las hileras de U nxp no 

estan correlacionadas, y cada una tiene media 0 y matriz de covarianzas comun L, i.e. 

, . 
& ; =[sil si2 ·· · E;p] -(0,1:); por lo tanto, las columnas &u> pueden estar 

correlacionadas. En el caso de los disefios experimentales X en ( 4.3-17) es una matriz 

disefio, usualmente de O's y 1 ' s (ibid, p. 157). Normalmente se supondra, como en el 

caso univariado, que Ia primera columna de X sera un vector de puros 1 's, i.e. 

X = [ 1 X1] ; en regresi6n 1 corresponde a Ia interceptada al origen mientras que 
nx(q+l) n xl n x q 

en disefios experimentales corresponde a un efecto general medio sobre Ia respuesta. 
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Como una extension directa del caso univariado, se tiene que el valor esperado del j­

esimo vector columna de Y, Yu>, del modelo (4.3-17) es: 

(4.3-18) 

por lo que se puede escribir que para cada elemento yiJ, E(yiJ jX) = x~P(f) . En palabras 

quiere decir, que el valor esperado de laj-esima respuesta del i-esimo individuo, dada X, 

depende de la i-esima hilera de X y la j-esima columna de B . 

4.3.3.2 Estimadores de maxima verosimilitud de B y :E y las sumas de cuadrados 

y productos cruzados 

A continuaci6n se escriben los estimadores de maxima verosimilitud de B y :E 

(Teorema 6.2.1 de Mardia et al., 1989) del modelo ( 4.3-17) bajo los supuestos de que las 

hileras de U son una muestra aleatoria de Ia poblaci6n N P ( 0, :E) y U es independiente 

de X . Para n~p+(q+l), 

:8 =(x'xr•x'Y (4.3-19)1 

y 

(4.3-20) 

donde se recuerda que Q =I- Px . Note que X debe ser de rango completo por 

columnas, para que (X' xr• exista, y en consecuencia, Ia estimaci6n de B en ( 4.3-17) 

sea (mica. La demostraci6n es desarrollada en Mardia et al. (1989, pp. 158-159). 

El valor ajustado de Y es Y = XB = X(X'Xf1X'Y = PxY y Ia matriz estimada de 

errores es ir = Y- Y = Y- XB = Y- Px Y =(I- Px)Y = QY . De ahi que (op. cit., p. 

159): 

1 Tambh;\n puede verse esta ecuaci6n como Ia matriz que contiene en sus columnas los estimadores por 

minimos cuadrados ordinarios de los vectores Pu> univariados, j = 1, •.. , p . 
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U'U = Y'Y- Y'Y = Y'{I- Px)Y = Y'QY , (4.3-21) 

[vease Ia analogia con Ia expresi6n (4.3-10)] lo cual se puede interpretar como: que Ia 

matriz de Ia suma de cuadrados y productos cruzados (SCPC) de errores, es igual a Ia 
A A 

diferencia entre Ia matriz de Ia SCPC total Y' Y y Ia matriz de Ia SCPC estimada Y' Y . 

A partir de esto, podemos expresar Ia siguiente descomposici6n de las SCPC de una 

regresi6n multivariada: 

Y'Y = Y'Y + U'U 

Y'(I)Y = Y'Px Y + Y'(I- Px)Y (4.3-22) 

(SCPC(Total)) = (SCPC(Estimada)) +(SCPC(Errores)) 

Si se hace M 11 = X'X, M 22 = Y'Y, M 12 = X'Y y M 21 = M;2 , entonces: (Ibid., p. 160) 

lo que significa que Ia matriz de Ia SCPC de errores puede verse como una matriz de 

errores Wishart M 22 .1 condicionada en X . 

Si en Ia partici6n (4.3-22) se incorpora el factor de correcci6n por Ia media 

(1/n)Y'll'Y en las SCPC, Ia descomposici6n de las SCPC resultante es: 

= + Y'(I- Px)Y 

SCPC(Tota/ corregida) = SCPC[Estimada(corregida)] + SCPC(Errores) 
(4.3-23) 

EJEMPLO 4.3.5 En los Cuadros 4.3.2 y 4.3.3, se cuenta con los datos del peso de lena 

y forraje, respectivamente, de ramas de Gliricidia sepium con diferentes diametros (D) y 
• 

longitudes (L); tomando el peso de lena y el peso de forraje como las variables 

dependientes y considerando los diametros y las longitudes de las ramas como las 

variables explicatorias se pueden calcular las sumas de cuadrados y productos cruzados 

de Ia expresi6n (4.3-23), asi como Ia estimaci6n de Ia matriz de parametres. En este 
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ejemplo se hace uso del modelo lineal Po + P1L + P2D
2 L + e para explicar las variables 

dependientes. 

[
89.4614 9.6678] [0.0042 0.011] 

SCPC(Estimada corregida) = . SCPC(Error) = . 
9.6678 1.2469 , 0.0110 1.6578 , 

[

0.463 0.308] 
89.4656 9.6788 A 

SCPC(Total corregida) = [ ] . B = 0.001 0.033 
9.6788 2.9047 , . 

0.030 0.002 

Estos calculos se obtuvieron con el Programa 4.3.9.3. Vease tambien el Ejemplo 4.3.6. + 

4.3.3.3 Propiedades muestrales de los estimadores y Ia distribucion de 8 y f 

Se considera Ia distribuci6n conjunta de los estimadores de maxima verosimilitud de 

las expresiones ( 4.3-19) y ( 4.3-20) del modelo lineal multivariado con errores normales 

(Mardia eta/., 1989~ Teorema 6.2.2, p.160). Bajo el modelo (4.3-17): 

(a) £(8) = B, 

(b) E(iJ) = 0, (4.3-24) 

(c) 8 y U tienen distribuci6n normal multivariada, 

(d) 8 es estadisticamente independiente de U , y entonces, tam bien de f . 

Las demostraciones de estas propiedades estan en Mardia eta/. (1989). Observe que 

(4.3-24a) y (4.3-24b) se pueden demostrar por analogia directa al caso univariado, 

desarrolladas en las pruebas (a.1) y (b.1) de las propiedades muestrales de los 

estimadores por MCO present ad as en Ia expresi6n ( 4.3-11 ). Aqui solo escribiremos las 

demostraciones de las propiedades (4.3-24c) y (4.3-24d). 
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(4.3-24c) Para demostrar esta propiedad, se tiene que exhibir que ir y B son funciones 

lineales de U , ya que se supone U - N A 0, :E) . Sabemos que 

U=Y-PxY=(I-Px)Y=QY, y que QU={I-Px)U={I-PxXY-XB) 

= Y- Px Y = QY; esto es, ir = QY = QU. Ademas, substituyendo Y por XB + U en 

el lado derecho de (4.3-19), obtenemos B = (x·xr
1x'(XB + u) = B +(X'Xr

1
X'U. 

Entonces, tanto U como B son funciones lineales de U . Por lo tanto, como hemos 
A A 

supuesto que U tiene distribuci6n normal multivariada, entonces tambien U y B son 

normales multivariadas. Observe que las hileras de estas matrices aleatorias no son 

independientes. 

(4.3-24d) Para demostrar esta propiedad tenemos que usar el siguiente resultado 

(Teorema 3.3.3 de Mardia et al., 1989; p. 65): 

Resultado. Si X es una matriz de datos proveniente de una poblaci6n que tiene 

distribuci6n N(J..L, :E) y si Y = AXB y Z = CXD, entonces los elementos de Y son 

independientes de los elementos de Z si y solo si ocurre una de las siguientes dos 

posibilidades (i) B':ED = 0 6 (ii) AC' = 0. 

Podemos escribir U =QUI y 8- B = (X'Xf1X'UI; ademas U- NP(o,:E) . Hagamos 

A= Q, B =I, C = (X'Xf1X' y D =I . Como se cumple que AC' = Q(X'Xf1X' = 0 

entonces podemos asegurar que U y ( B - B) son estadisticamente independientes. 

Como B es una matriz constante, entonces B es estadisticamente independiente de U . 

Asi tam bien, B es estadisticamente independiente de f ya que f = (1/ n) U 'U . 

Una forma alternativa de demostrar Ia propiedad (4.3-24d) es: 

Sabemos que 8 = (x'xr
1
X'Y => 8 = B +(X'xr

1
x'u => Pu> = p(f) +(X'Xr

1
X'Eu>. 

Tambien que U = QY = QU => Eu> = Qeu> =(I- Px)Eu>. Entonces, 

Cov(Pu>· Eck>) = E(Puick>) 
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~ ~ {llcn + (x ·xt X'•(j) X {I- P x)oc•> J']. 
= ~ (X'xr• X'E(J)E{k)(I- Px)] ya que Pc}) es con stante, 

= (x·xr•x'E(Eu>E(k>)(I- Px). 
= (x·xr•x'u1ki(I- Px) 

= a1k[(x·xr•x·- (x·xr•x·] = o 

Por lo tanto, queda demostrado que B es estadisticamente independiente de ir , ya que 
sus columnas lo son. 

Se escriben a continuaci6n dos resultados del Teorema 6.2.3 de Mardia et a/. (1989) 
que se usanin en Ia Secci6n 4.3 .5 sobre predicciones de Ia regresi6n multivariada. 

(4.3-25a) 

(4.3-25b) 

Pruebas: 

(i) De B = B + (x·xr' X'U, tenemos que B- B = (X'Xf1 X'U que implica 

Pu- Pif = a;Eu>, donde a; es Ia i-esima hilera de A= (x•xr• X' y Eu>• como ya se ha 

dicho, es Ia j-esima columna de U . Por lo tanto, 

cov(Pu··Pid) = a;E[Ec})E{I)]ak = a;(a1,I]ak = a-Jl(AA');k = u 11g;k 

ya que AA' =G. 

(ii) Usando iJ = QU, nf. = U'U = U'QU. Como las hileras de U tienen vector media 

0, usando el inciso (b) del Teorema 4.1.8.4 se concluye que nf.- WA:E, n- q -1) ya 

que ( n - q- 1 ) es el ran go de Q = (I - P x) . 

Seria deseable que X'X = I o que sea muy cercano a, ya que elementos diferentes de 

una columna Pc}) tendrian correlaci6n cero o cercana a cero. 
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• 4.3.4 Prueba de Raz6n de Verosimilitud (PRV) de los Parametros de 

Regresi6n 

4.3.4.1 Hip6tesis de que las respuestas no dependen de las ultimas q- r variables 

de X 

Esta prueba se presentani siguiendo a Johnson & Wichern (1982, p. 327). La matriz 

de variables independientes xnx(q+I) del modelo (4.3-17) puede verse como 

X = [ x(O) x(l>. · · · x(r~ ~(r+I) ·y· · x(q)], r < q. De modo que se puede particionar 

r+I columnas q-r columnas 

X= [XI x2] donde XI es de orden 1l X (r + 1) y x2 de 1l X (q- r); observe que 

x<0> = 1 es de dimension ( n x 1 ). Asi tambien, puede particiones Ia matriz de los 

panimetros de regresi6n, B , en B = [ ::] donde Ia submatriz B1 es de dimensiOn 

(r + 1) x p y B2 de ( q- r) x p . Entonces esta prueba de hip6tesis se puede plantear 

como: 

(4.3-26) 

El modelo ( 4.3-17) puede escribirse como: 

(4.3-27) 

y bajo Ia hip6tesis nula H0 , Y = XIBI + U. La prueba de raz6n de verosimilitud de H0 

se basa en: 
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donde Px
1

=X1(XiX1t 1
Xi y f 1 =~Y'(I-Px.)Y y se considera a :8 como esta 

definida en (4.3-19). Obviamente X1B1 = Px
1 
Y . La raz6n de verosirnilitud, A, puede 

expresarse en terrninos de las varianzas generalizadas como: 

(4.3-28) 

Equivalentemente, se puede usar el estadistico lambda de Wilks, A2/n . 

Resultado. Considerar el modelo de regresi6n multivariada con X de rango completo 
por columnas igual a q + 1 < n y suponer que los errores U estan distribuidos 

normalmente. Bajo H 0 en (4.3-26), nf se distribuye como una Wp(l:, n- q -1) 

independientemente de n(f1 - f) los cuales, a su vez se distribuyen como una 
Wp(l:, q- r) . La PRY para Ia prueba planteada en (4.3-26) indica rechazar H0 para 

valores grandes de (Johnson & Wichern, 1982): 

_ [ i±i J _ ( lnfl J -2 InA - -n In -,A I - - n In 
1 

A (A A )I . l:1 nl: + n l: 1 - l: 
(4.3-29) 

Para n grande el estadistico de prueba modificado (EP.M), 

(4.3-30) 

tiene una distribuci6n muy aproximada a una x~ con m = p(r + 1) grados de libertad. 
Usando el EPM, Ia regia de decision para una prueba de tamafio a es: rechazar H0 si 

EPM ~ x~ a; no rechazar H0 , de otro modo. Tanto n- q como n- p deben ser 
grandes tambien para que Ia aproximaci6n de ji-cuadrada sea adecuada. La demostraci6n 
de esta prueba de hip6tesis, puede leerse en Johnson & Wichern (1982, pp. 328-329). 
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EJEMPLO 4.3.6 Considerando los datos y el modelo usados en el Ejemplo 4.3.5, se 

desea probar Ia hip6tesis que plantea lo siguiente: las respuestas no dependen de las dos 

variables independientes L y D2 L . Partici6nese por hileras a Ia matriz de parametres del 

modelo de regresi6n como B = [B1
] donde B1 = [p01 p02 ] y B2 = [Pu pp12

]; de 
B2 P21 n 

esta forma se puede plantear Ia hip6tesis nula como H 0 : B 2 = 0 . En este ejemplo 

p = 2, r = 0, q = 2, n = 99. Haciendo los calculos correspondientes se obtienen: 

f = [0.0000425 0.0001106] . f = [0.9036931 0.0977654]. 

0.0001106 0.016745 ' 1 0.0977654 0.0293400 ' 

usando ahora Ia expresi6n (4.3-30), se tiene que el estadistico de prueba es 959.14573 

que se compara con zt o.o1 = 9.21 . La conclusion es que se debe rechazar Ia hip6tesis 

nul a con un nivel de significancia a = 0.01 ; es decir, se rechaza Ia hip6tesis de que los 

pesos de lena y de forraje no dependen de las variables L y D 2 L , lo cual, intuitivamente, 

parece razonable. • 

Por otro lado, si X es de rango incompleto, B = (x·xrx'Y, donde (x·xr es una 

inversa generalizada de X'X . Entonces los resultados sobre distribuci6n y del EPM seran 

los mismos, s6lo que substituyendo ( q + 1) por r(X) y ( r + 1) por r(X1). 

4.3.5 Predicciones de Ia Regresion Multivariada 

(Johnson & Wichern, 1982; pp. 331-332) 

Cuando se hace una regresi6n con variables dasometricas, el manejador forestal puede 

buscar cualquiera de dos objetivos: (i) hacer estimaciones de la(s) variable(s) 

dependiente(s) en un tiempo fijo t0 , i.e. de forma transversal, o (ii) hacer predicciones de 

la(s) variable(s) dependiente(s) en funci6n del tiempo para los pr6ximos anos (i.e. 

longitudinalmente). Si el modelo (4.3-17), Y = XB + U, con distribuci6n normal de los 
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errores, se ha ajustado y resulta que "no presenta violaciones" a los supuestos del modelo 

lineal, entonces puede usarse para los prop6sitos del inciso (ii). 

Un problema en regresi6n, es la predicci6n de la(s) respuesta(s) media(s) que 

corresponde(n) a valores fijos x0 = [ 1 x01 x02 • • • x0q] , de las variables predictoras. 

En la regresi6n multivariada, se pueden hacer inferencias sobre las respuestas medias 

haciendo uso de los resultados en (4.3-24) y (4.3-25) donde se supone ademas, que X 

del modelo ( 4.3-17) es de rango completo por columnas. De esos resultados se tiene que: 

(4.3-31) 

y n:E- Wp(:E , n- q -1) independientemente. 

El valor desconocido de Ia funci6n de regresi6n en x0 es B'x0 , i.e. 

E( Y0 jx0 ) = E( B'x0 ) = B'x0 . Se usa tam bien Ia T2 de Hotelling, que puede verse como 

n 

e) analogo multivariado del cuadrado de t = (x- Jio)/(s/$J). donde X= 11-lL xi y 
1=1 

s
2 

= (n-1)- 1I( xi- X) 2
' utilizada para Ia prueba univariada Ho :J.I = J.lo' es decir: 

i=l 

donde x = ~ X'l y Su = n~l X' HX , con H = I - ~ 11' y J.lo un vector p x 1 de val ores 

dados. 

De lo anterior, se puede escribir el siguiente estadistico T 2 
: 

(4.3-32) 

con el que el elipsoide de confianza al 1 00(1- a)% para B'x0 esta dado por: 
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a 
, A, ' nL , A, , , _1 p(n- q -1 

( 

A J-1 [( )) ] 
(Bx0 -Bx0) n-q- 1 

(nx0 -Bx0)$:x0(XX) x0 n-q-p Fp,n-q-p;a 

(4.3-33) 

donde Fp, n-q-p; a es el punto superior al 100a% de una distribuci6n F con p g,l. en el 

numerador y ( n - q- p) g.l. en el denominador. 

Los intervalos de confianza simultaneos al 100(1- a)% para E(Ya1) = x'oP(J) son: 

,n_ + (p(n-q-1))F '(X'X)-1 ( n A) ._1 
XoP(j)- p, n-q- p;a Xo Xo 0";; , } - • • • • • p 

n-q-p n-q-1 
(4.3-34) 

A A A 

donde, como se ha convenido, J3(J) es Ia j-esima columna de B y O";; es el i-esimo 

elemento de Ia diagonal principal de f . 

Otro problema de predicci6n, es el pron6stico de nuevas respuestas Y0 = B'x0 + E 0 en 

x0 no consideradas en las observaciones iniciales. Se supone que Eo es independiente de 

U . Si sumamos -B'x 0 en ambos lados de Y0 , 

(4.3-35) 

que se distribuye como NP( 0, (1 + x0(X'X)" 1x0 )L) independientemente de nf. El 

elipsoide de predicci6n al 100(1- a)% para Y0 esta dado porIa siguiente desigualdad : 

(4.3-36) 

Los intervalos de predicci6n simultaneos al 100(1- a)% para el j-esimo valor de Y0 , 

denotado por Yo1 , son: 
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(
p(n- q -1)) ( , , _1 )( n A ) 

Fp, n-q-p; a 1+x0 (XX) x0 1
a;; ' 

n-q-p n-q- (4.3-37) 

con j = 1, .. . ,p . Comparando los intervalos de confianza simultaneos para 

E( Yo1) = xbPu) y para Ia prediccion individual Yo de nuevas respuestas, se puede 

observar que los intervalos de prediccion para los valores actuates de Ia variable respuesta 

son mas amplios que los intervalos correspondientes para los valores esperados. La 

amplitud extra viene del factor adicional [n/(n- q -1)]D-;; y refleja Ia presencia del error 

aleatoric &01 en Ia observacion futura. 

4.3.6 Hipotesis Lineal General (Mardiaeta/. , 1989; pp. 161-167) 

La hipotesis lineal general se puede plantear asi : 

(4.3-38) 

donde c1 tiene dimension ( g X m) con m = q + 1 ' M 1 de orden ( p X r ) y D de ( g X r ); 

ademas C1 y M 1 tienen rango g y r, respectivamente. Cuando D = 0 y .M 1 =I , Ia 

hipotesis toma Ia forma particular de: 

(4.3-39) 

Se considerara Ia hipotesis bajo el enfoque de Ia prueba de razon de verosimilitud 

(PRV) y Ia prueba union interseccion (PUI). 

4.3.6.1 La prueba de razon de verosimilitud (PRV) 

Considerarlahipotesis H00 : C 1B=D (i.e. M 1 =1). Sea C 2((m-g) x m) tal que 

C' = (Ci,C;) es una matriz no singular de orden m x m ; sea B0 (m x p) cualquier matriz 

que satisfaga C1B01 = Dg x p· 
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, 
Observe que si al modelo Y = XB + U le sumamos (-XB0 ) en ambos I ados, se tiene: 

Y -XB 0 = X(B-B 0 )+ U 
' 

con Xnxm . Si definimos a Ia nueva matriz de respuestas como Y+ = Y- XB 0 , e 

igualamos X = ZC, tendremos: 

donde se ve que Z = xc-•. Definiendo de forma particionada a 

11 = (11i, A;)' = (Ci, c;)'(B- B0 ), el modelo queda finalmente como: 

(4.3-40) 

Probar H00 :C1B = D en el modelo original es equivalente a probar en el modelo (4.3-

40) 111 = 0 . Sea Ia particion de c-• = (C<1),C2)), y sea 

El estadistico por RV esta dado por (Mardia et al., 1989; p.l62): 

(4.3-41) 

en donde Q =I- Px como se defini6 en (4.3-5). Se hace tambien Q 2 = Q 1 - Q y 

QY = QY+ ya que QX = 0. (Observe que QY+ = Q(Y- XB0 ) = QY- QXB0 = QY) 

Resultado 4.3.6.1. La PRV de H0:C1B = D para el modelo Y+ = Z/1 + U, tiene como 

estadistico de prueba (EP) : 

A 2/n = IY'QYI 
a IY'QY + v;Q2 Y+l 

(4.3-42) 

que bajo H00 se distribuye como una A(p,n-m,g) . (Observe que (4.3-41) y (4.3-42) 

son equivalentes, puesto que Y;QY+ = (Y'- B0X')Q(Y- XB0 ) 
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= Y~ Q1 Y+ . La regia de decision para una prueba de tamai'io a es: rechazar H0a si A.~" 

es menor que A(p, n- m, g; a) 

Resultado 4.3.6.2. La PRV de H0b: C1BM1 = D para el modelo Y = XB + U, con 

X,xm, esta dado por el EP: 

( 4.3-43) 

donde H = M'Y'Q Y M = M'Y' X(X'X)-1C'(C (X'X)-1C')-t C (X'X)-1X'Y M 
l + 2 + l l + l l l l + l• 

Q 2 

E = MiY'QYM1 = MiY'(I- Px)YM1 y A. 1, •• • ,A.r son los valores caracteristicos de 

HE- 1
. La regia de decision con un nivel de significancia a es rechazar H 0b:C1BM1 = D 

si A.2£" < A(r, n - m, g; a) ; de otro modo, no rechazar Hob . 

Cuando p = 1 , se usa equivalentemente el siguiente estadistico de prueba, cuya 

distribucion F esta dado por Ia siguiente proporcionalidad: 

H g 
----F 
E n- q g. n-m (4.3-44) 

donde H y E son escalares. En este caso Ia regia de decision con un nivel de 

significancia a es: rechazar Ia hipotesis nula si H/E ~ [gj(n- m)]Fg, n-m, a; de otro 

modo no rechazar. 

Los detalles de estos resultados se presentan en Mardia eta/. (1989, pp. 162-163) en 

Ia demostracion de los Teoremas 6.3.1 y 6.3.2. 
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4.3.6.2 La prueba de union intersection (PUI) 

Se parte del hecho de que Ia prueba de hipotesis multivariada C1BM1 = D es 

verdadera si y solo si b'C1BM1a = b'Da para cualesquiera dos vectores a y b; de este 

argumento se deriva que el estadistico de prueba por el enfoque union interseccion, es 

A.1 , el valor caracteristico mas grande de HE-1
; sea {} = A. 1/(1 + A.1) Ia raiz mas grande 

de H(H + E f 1 que se distribuye como B(r, n- m, g), entonces Ia regia de decision es 

rechazar Hob si {} > B(r, n - m, g) . Ademas, se presentan los siguientes resultados 

(explicados en Mardia eta/., 1989; p. 163): 

Resultado 4.3.6.3. Para Ia hipotesis H0b:C1BM1 = D, si rango(M1) = r = 1, entonces Ia 

PUI es equivalente a Ia PRY. 

Resultado 4.3.6.4. Para Ia hipotesis H0b:C1BM1 = D, si r(C1) = g = 1, entonces Ia PUI 

y Ia PRV tambien coinciden; ya que en este caso r(H) = r(HE-1
) = 1. 

Resultado 4.3.6.5. El unico valor caracteristico diferente de cero de HE-1 es su traza 

(tr), i.e. A.1 = tr(HE-1
) . Sea d = X(X'Xt1C}. Bajo H0b:C1BM1 = D, M}Y~d se 

distribuye como una NAO, (d'd)M!I:M1) y tanto bajo Hob como bajo Ia hipotesis 

alternativa H1b:C1BM1 -:~= D, E- W,.(M}I:M1, n- m) independientemente. Por lo tanto, 

bajo Ia hipotesis nula A.1 tiene Ia siguiente distribucion: 

(n-m)-lr_2 -(r! lF 
r, n-m- /(n-m-r+1)} r, n-m-r+l (4.3-45) 

La regia de decision es rechazar Sl 

A. 1 > (rj(n- m- r + l))F,., n-m-r+l; a; no rechazar de otro modo. 
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4.3.6.3 Intervalos de confianza simultaneos (ICS) 

Suponer que B es el valor verdadero de Ia matriz de parametres de regresi6n y sea 

Y+ = Y- XB. Por el principia de union intersecci6n, los intervalos de confianza 

simultaneos (ICS) de b' C1BM1a al 100(1- a)% para cualesquier vectores a, b, estan 

dados por Ia siguiente expresi6n: 

(4.3-46) 

donde B(r,n- m,g;a) denota el valor critico superior al nivel IOOa% de Ia distribuci6n 

B; para simplificar Ia notaci6n se escribira B a en Iugar de B(r, n - m, g; a) en lo que 

sigue. Como B = (X'Xf1X'Y, b'C1(X'Xf1X'YM1a = b'C1BM1a es un estimador 

insesgado de b'C1BM1a. 

Cuando los valores de a o b son establecidos a priori, los intervalos de confianza en 

(4.3-46) pueden ser restringidos. Si se fija a, los ICS para b pueden obtenerse 

sustituyendo B a /(1- B a) por ( g j(n- m) ]Fg,n-m:a . Si se fija b, los ICS para a se 

pueden construir reemplazando por (n- mf
1 T,.: n-m; a 

= (rjn- m- r + I]F,., n-m-r+I; a . Cuando tanto a como b son conocidos, se sustituye 

B a /(1- B a) por (n- mf1 Fi. n-m; a, para obtener un intervale de confianza individual. 

4.3. 7 Matrices Diseiio de Ran go Incompleto 

(Mardia et al., 1989; pp. 164-166) 

En los disefios experimentales es comun considerar matrices disefio X de rango 

incomplete. En este caso, Ia matriz B en el modelo ( 4.3-17) no esta bien definida. Una 

forma de resolver Ia indeterminaci6n, consiste en restringir Ia regresi6n a un subconjunto 
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t de las columnas de Ia matriz X de orden (n x m); aqui, como en Ia Secci6n 4.3.7, 

m = q+ 1. 

Suponer Xnxm tiene r(X) = k, k < m. Suponer tambien que se ordena.n las columnas 

de X y se particiona como X= {X1,X2 ) de tal forma que X1{n x k) es de rango 

completo por columnas; asi que X2(n x (m- k)) puede escribirse como combinaciones 

lineales de las columnas de X1 , X2 = X1A para alguna matriz Akx(m-k> . Tambien se 

particiona Ia matriz de panimetros B' = (Bi, B;). Si el modelo de regresi6n (4.3-17) es 

valido, con estas nuevas condiciones puede ser reescrito solo en terminos de X1 

quedando como: 

Y=X1B;+U, 

donde B; = B1 + AB 2 es univocamente determinada. 

(4.3-47) 

Para Ia hip6tesis C1BM1 = D y Ia partici6n C1 = {C11 ,C12 ) conformable con 

B' = (Bi,B;), C1 se considera verificable si, como funci6n deB, 

Si n; es el estimador de maxima verosimilitud de B; en el modelo (4.3-47) y si C1 es 

verificable, entonces el unico estimador de maxima verosimilitud de C1 B esta dado por: 

Para Ia estimaci6n de combinaciones lineales estimables y Ia prueba de hip6tesis 

verificables en matrices disefio de rango incompleto, es mas conveniente usar el modelo 

( 4.3-47) en Iugar de ( 4.3-17). 

Pueden verse algunos ejemplos relacionados a este tema en Ia Secci6n 4.4. 
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4.3.8 Correlacion Multiple (ibid, pp. 167-171) 

4.3.8.1 El efecto de Ia media 

En el modelo (4.3-17), Ia matriz Xnxm de rango completo contiene q columnas que 

corresponden a las variables independientes mas Ia primera columna de puros unos, de tal 

manera que usando Ia partici6n de X= [t,X.] se puede escribir el modelo de regresi6n 

como: 

(4.3-48) 

Suponer que todas las columnas de X 1 estan centradas de modo que su media es cero, es 

decir, 

Xu- X1 

x21- xl 
XI= 

n n 

(4.3-49) 

donde L:CXij- Xi)= 0 implica que (x(i)- Xil')l = 0' con xi= 11-!L xi] . Entonces, 
i=l i=l 

(4.3-50) 

Por el resultado (4.3-25a), A= y es independiente de B = (XiX1r 1XiY 

= (XiX1r1Xi(Y -ly') . Si y (el vector columna que contiene las medias de las 

columnas de Y) es un estimador de Ia media de Y, entonces el modelo ( 4.3-48) puede 

replantearse como: 

(4.3-51) 

, 

donde W = U -Iii' es Ia matriz de errores centrada. Si Wv = [ w(1>, w(2>·· .• , w(p)] es un 

vector que contiene las columnas de W una debajo de otra, de Ia primera a Ia ultima, 
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entonces Wv -Nnp(O,:E®H) con H=l-n-111'. Recuerde que :E®H es el producto 

Kronecker de :E y H . 

4.3.8.2 Coeficiente de correlacion multiple 

Suponer p = 1 de tal forma que el modelo (4.3-48) sea: 

y- y1 =XI~+ v, (4.3-52) 

donde el vector de err ores centrad a tiene distribuci6n N n ( 0, a 2H) y X 1 tiene las 

columnas centradas para tener media cera, como en (4.3-49). La matriz de covarianzas 

muestral para y y las columnas de X1 se define como: 

(
s S ) ( ' -1') S = 11 12 = n-1 y - y ( - -1 X )· 
s s X' y y' I' 

21 22 I 
(4.3-53) 

den6tese par R a Ia correspondiente matriz de correlaciones. La correlaci6n muestral 

A 

entre y y X1~ se conoce como el coeficiente de correlacion multiple de y con X1 , y se 

denota par Ry.K . Por tanto: 

(4.3-54) 

del coeficiente de correlaci6n multiple se puede presentar en terminos de Ia matriz de 

correlaciones R como: 

(4.3-55) 
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t A 

Si y = X1P es el valor estimado de y, y u = y- yl- X1P es el vector de los 

residuales estimados, Ia suma de cuadrados total (corregida por Ia media) puede 

descomponerse como: 

y'y- ny2 = y'y + u'u, 

que tambien puede escribirse como: 

ns~ = ns~R~.x + ns~ ( 1- R~.x ). (4.3-56) 

Observando en (4.3-56) que R~.x + (1- R;.x) = 1 se puede concluir que el cuadrado del 

coeficiente de correlaci6n multiple, expresa Ia proporci6n de Ia suma de cuadrados total 

explicada por Ia regresi6n con las q variables independientes arregladas en las columnas 

de X 1. 

4.3.8.3 Coeficiente de correlacion parcial 

Algunas veces es de interes estudiar Ia correlaci6n entre dos variables despues de 

descontar el efecto de otras variables. Considerar el modele de regresi6n multivariado 

(4.3-51) con p = 2 variables dependientes y centrar las columnas de Y de tal forma que 

.Y1 = .Y2 = 0 . Cada columna de Y puede escribirse como: 

donde Y; = Xl(Xl'Xl)Xly(i) es el "valor ajustado" de Y(i) y u(i) es el "valor del 

residual" de y (i). Ya que tanto u<1> como u<2> son residuales despues de ajustar X1 , 

entonces una correlaci6n entre Y(l) y Y(l) despues de "eliminar" el efecto de X1 puede 

definirse como: 

(4.3-57) 
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El coeficiente r12.:s: se conoce como el coeficiente de correlaci6n parcial (muestral) entre 

Para calcular el coeficiente de correlaci6n parcial, se particiona Ia matriz de 

covarianzas de Y y X1 de Ia siguiente forma: 

H · d • ·s-1 
acten o siJ = siJ- S; 22s 1, i, j = 1,2, se tiene que: 

(4.3-58) 

Si se particiona R de forma similar que a S, y se hace r; = riJ - r;R21r1, i, j = 1,2, 

entonces puede escribirse 'i2-:s: como: 

'i2·I = ( * • )1/ 2 . 
'i 1r22 

(4.3-59) 

En general, si una matriz de datos X1xm es particionada en dos grupos de variables 

como X= (X1 X 2) y tiene como matriz de covarianza a S, se puede definir Ia matriz 

de covarianzas "parcial" de xl despues de descontar el efecto del grupo de variables x2 

como: 

(4.3-60) 

donde S11.2 puede interpretarse como Ia matriz de covarianzas muestral de X1 dado X 2 . 

4.3.8.4 Medidas de correlacion entre vectores 

En el modelo de regresi6n univariada (4.3-52) donde los valores de y estan centrados 

por Ia media de tal forma que y = 0, se vio que el cuadrado del coeficiente de correlaci6n 
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multiple, R2 
, representa Ia "proporci6n de Ia varianza explicada" por el modelo, y de Ia 

expresi6n (4.3-56) se tiene que: 

Para buscar una medida amiloga para Ia correlaci6n multivariada entre las matrices X 

y Y en el modelo (4.3-17) se hace lo siguiente. Asumir que Y esta centrada de forma 

que sus columnas tienen media cero, y escribir D = (Y'Y)-t-U'U, que es Ia generalizaci6n 

de 1- R2 en el caso univariado. Los valores de Ia matriz de las SCPC de los errores 

A 

U'U = Y' (I- Px )Y tienden a ceros cuando toda Ia variaci6n en Y es "explicada" por el 

modelo, y viceversa, los valores de Y'Y se acercan a ceros cuando casi nada de Ia 

variaci6n en Y es explicada por el modelo. Por lo tanto (I - D) oscila entre Ia matriz 

identidad I y Ia matriz cero 0 . Cualquier medida sensata de Ia correlaci6n multivariada 

debe oscilar entre uno y cero y dos de los coeficientes frecuentemente usados que 

satisfacen esta propiedad son: (a) Ia correlaci6n traza rr y (b) Ia correlaci6n determinante 

ri = p-1 tr(l- D), r~ = det(I- D). (4 .3-61) 

Si d1, ... ,dP son los valores caracteristicos de I- D, entonces: 

2 -1 "d rr = P £.... ;, 

Otra medida propuesta por Hotelling en 1936 conocido como "coeficiente de 

alienaci6n de vector", es equivalente al determinante de D que en terminos de los val ores 

caracteristicos de I - D es: 

cuyos valores van de cero, cuando U = 0, a uno, cuando U = Y . 
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4.3.9 Anexo de Datos y Programas 

En el Cuadro 4. 3. 1, se reporta un con junto de 35 arboles muestreados~ cada 

observaci6n contiene el diametro normal en centimetros (D), Ia altura en metros (H), y el 

volumen en metros cubicos (V). 

Cuadro 4.3.1 Diametro normal, altura y volumen de 
una muestra de 35 arboles 

i-esimo Diametro Altura Volumen *Variable 
arbol en em (D) en m (H) en m3 (V) D2H 

1 0.13 4 0.041 0.068 
2 0.14 5 0.040 0.098 
3 0.14 7 0.058 0.137 
4 0.15 8 0.092 0.180 
5 0.16 8 0.095 0.205 
6 0.17 5 0.076 0.145 
7 0.17 7 0.069 0.202 
8 0.17 7 0.092 0.202 
9 0.17 9 0.104 0.260 

10 0.18 6 0.102 0.194 
11 0.18 8 0.101 0.259 
12 0.18 8 0.113 0.259 
13 0.19 6 0.099 0.217 
14 0.19 7 0.117 0.253 
15 0.19 8 0.136 0.289 
16 0.20 9 0.145 0.360 
17 0.20 10 0.148 0.400 
18 0.21 7 0.146 0.309 
19 0.21 10 0.186 0.441 
20 0.21 14 0.232 0.617 
21 0.22 8 0.147 0.387 
22 0.22 27 0.347 1. 307 
23 0.23 12 0.374 0.635 
24 0.24 8 0.181 0.461 
25 0.24 14 0.331 0.806 
26 0.25 6 0.219 0.375 
27 0.25 9 0.290 0.563 
28 0.25 14 0.256 0.875 
29 0.26 11 0.327 0.744 
30 0.26 16 0.421 1. 082 
31 0.27 9 0.256 0.656 
32 0.27 15 0.478 1. 094 
33 0.28 12 0.383 0.941 
34 0.28 13 0.379 1. 019 
35 0.28 15 0.515 1.176 

*La variable D2H fue generada a partir de los datos de Ia 
scgunda y tercera columnas 
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Cuadro 4.3.2 Peso verde de Ia lena (en kg) de ramas de Gliricidia sepium 

Largo Diametro ( centimetros) 

(metros) 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 

1.0 0.4924 0.5267 0.5747 0.6365 0.7120 0.8012 0.9041 1.0208 1.1512 

1.5 0.5061 0.5576 0.6296 0.7229 0.8355 0.9693 1.1237 1.2987 1.4943 

2.0 0.5199 0.5885 0.6846 0.8081 0.9590 1.1374 1.3433 1.5766 1.8374 

2.5 0.5336 0.6193 0.7394 0.8938 1.0825 1.3055 1.5629 1.8545 2.1805 

3.0 0.5473 0.6502 0.7943 0.9796 1.2061 1.4738 1.7825 2.1324 2.5236 

3.5 0.5610 0.6811 0.8492 1.0654 1.3296 1.6418 2.0020 2.4103 2.8667 

4.0 0.5748 0.7120 0.9041 1.1512 1.4531 1.8099 2.2217 2.6882 3.2094 

4.5 0.5885 0.7429 0.9590 1.2379 1.5766 1.9780 2.4412 2.9661 3.5529 

5.0 0.6022 0.7737 1.0139 1.3227 l. 7001 2.1471 2.6608 3.2441 3.8960 

5.5 0.6159 0.8046 1.0688 1.4082 1.8236 2.3143 2.8804 3.5220 4.2391 

6.0 0.6970 0.8355 1.1237 1.4943 1.9472 2.4824 3.1000 3.7998 4.5822 

Fuente: Datos tornados de Montagnini eta/. (1992) 

Cuadro 4.3.3 Peso verde del forraje (en kg) de ramas de Gliricidia sepium 

Largo Diametro (en centimctros) 

(metros) 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 

1.0 0.0496 0.0904 0.1475 0.2209 0.3107 0.4167 0.5391 0.6778 0.8328 

1.5 0.1128 0.1491 0.1999 0.2652 0.3450 0.4393 0.5482 0.6715 0.8094 

2.0 0.1761 0.2078 0.2523 0.3095 0.3794 0.4620 0.5573 0.6653 0.7860 

2.5 0.2393 0.2620 0.3047 0.3538 0.4137 0.4846 0.5663 0.6590 0.7626 

3.0 0.3026 0.3253 0.3572 0.4080 0.4481 0.5072 0.5755 0.6528 0.7392 

3.5 0.3658 0.3840 0.4095 0.4423 0.4824 0.5298 0.5845 0.6465 0.7158 

4.0 0.4291 0.4427 0.4620 0.4866 0.5169 0.5525 0.5937 0.6402 0.6924 

4.5 0.4923 0.5015 0.5144 0.5309 0.5512 0.5751 0.6027 0.6340 0.6690 

5.0 0.5556 0.5602 0.5668 0.5752 0.5856 0.5977 0.6119 0.6277 0.6456 

5.5 0.6187 0.6189 0.6192 0.6195 0.6199 0.6204 0.6209 0.6215 0.6185 

6.0 0.6820 0.6776 0.6716 0.6638 0.6543 0.6430 0.6300 0.6152 0.5988 

Fuente: Datos tornados de Montagnini eta/. (1992) 
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• Program a 4.3.9.1 1 El analisis de regresi6n con los datos del Cuadro 4.3 .1 usando el 

modelo 4.3-15, se puede realizar con un programa en IML (Interactive Matrix Language) 

de SAS como el siguiente, cuya salida se reporta en el Ejemplo 4.3.1. 

DATA UNO; 
INFILE 'C:\REGMUL\VOLTAI.DAT; /*se llama el archivo VOLTAl.DAT 

que esta en el subdirectorio REGMUL*/ 

INPUT D H V; /*el archivo contiene tres columnas que corresponden a D:diametro, H:altura, 

V:volumen*/ 
D2H=(D**2)*H; /*genera Ia variable combinada*/ 

PROC IML; /*se inicia el procedirniento IML *I 
USE UNO; /*se llama el conjunto de datos UNO *I 
START REGRE; /*empieza el modulo REGRE */ 

READ ALL V AR {V} INTO Y; /*se arreglan los valores del volumen 
en un vector Y • I 

READ ALL VAR {D2H} INTO X; /*se arreglan los valores de Ia variable D2H en X; aqui se 

N=NROW(X); 
M=J{N,1, 1); 
X=MIIX; 

K=NCOL(X); 
XX=X' *X; 
INVXX=INV(XX); 
B=INVXX*X'*Y; 

PX=X*INVXX*X' ; 

Q=I(N)-PX; 

incluirian las otras variables independientes •1 

/*numero de arboles (de individuos) */ 
/*un vector de puros unos de orden N*/ 
/*se anexa Ia primera columna de unos en Ia 

matriz de variables indepcndientes; es Ia 
que corresponde a Ia interceptada */ 
/*grados de libertad de X *I 
/*matriz de productos cruzados •; 
/*inversa de Ia matriz de productos cruzados*/ 

/*cl vector de parametros cstimados */ 

/*proycctor de X:matriz simctrica e idcmpotente*/ 

FC=Y' *( 1/N)* J(N,N, 1 )*Y; 
SCREG=(Y' *PX*Y)-FC; 
SCE= Y'*Q*Y; 
SCTOTAL=Y'*Y-FC; 

/*factor de corrcccion FC *I 
/*suma de cuadrados de rcgresion corrcgida*/ 

/*suma de cuadrados del error */ 

/*suma de caudrados total corregida */ 

GLE=N-K; /*grados de libertad del error */ 

CMREG=SCREG/1 ; /*cuadrado mcdio de regrcsion */ 

CME=SCE/GLE; /*cuadrado medio del error=varianza estimada */ 

RAIZCME=SQRT(CME); /*raiz cuadrada del CME *I 

FCAL=CMREG/CME; /*estadistico de prueba del modelo */ 

Rl=SCREG/SCTOTAL; /*coeficiente de determinacion */ 

PRINT B SCREG SCE SCTOTAL CMREG CME RAIZCME FCAL Rl ; 

COVB=INVXX#CME; 
EESTB=SQRT(VECDIAG(COVB)); 
T=B/EESTB; 

/*covarianza de los parametros estimados */ 

/*error estandar de los paramctros estimados*/ 

/*prueba t-Student para Ia hipotesis de que 
los estimadores son igual a ccro */ 

I Para los programas de este apartado, vease Ia introducci6n de Ia Secci6n 4.2.6. 
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PROBT= 1-PROBF(T#T, 1,GLE); 

PRINT B EESTB T PROBT; 
S=DIAG( 1/EESTB); 
CORRB=S*COVB*S; 
PRINT COVB CORRB; 

IF NROW(TVAL)=O THEN RETURN; 

PREDI=X*B; 
DIFER=Y -PREDI; 
VRES=Q*CME; 
VPREDI=PX#CME; 
H=VECDIAG(PX); 

/*nivel de significancia estimado */ 

/*correlacion de los parametros estimados */ 

/*genera los volumenes predichos*/ 

/*error estimado*/ 
/*varianza de residuales*/ 
/*varianza de valores predichos*/ 

LOWERM=PREDI-TV AL#SQRT(H*CME); 

UPPERM=PREDI+ TV AL#SQRT(H*CME); 

LOWER=PREDI-TV AL#SQRT(H*CME+CME); 

UPPER=PREDI+ TV AL#SQRT(H*CME+CME); 

PRINTY PREDI DIFER H LOWERM UPPERM LOWER UPPER; 

FINISH; 
RUN REGRE; 
QUIT; 

/*tennina cl modulo REGRE*/ 
/*correr el modul REGRE *I 

Programa 4.3.9.2 Para el Ejemplo 4.3.3, se hace uso tambien de los datos del Cuadra 

4.3 . I, pero hacienda el ajuste con el modelo ( 4.3-15b ). A continuaci6n se escribe el 

programa en SAS usado, que es muy parecido al del Ejemplo 4.3.1, con las adecuaciones 

a una regresi6n multiple: 

DATA DOS; 
IN FILE 'C:\REGMUL\VOLTAI .DA T'; /*se llama el archivo VOLTAI.DAT*/ 

INPUTD HV; 
D2=D**2; /*cuadrado del diametro normal*/ 

D2H=(D**2)*H; /*variable combinada*/ 

PROC REG; 
MODEL V=D2 H D2H; 

PROC IML; /*sc inicia el procedimiento IML */ 

USE DOS; /*se llama el conjunto de datos DOS */ 

START REGRE; /*empieza cl modulo REGRE2 */ 

READ ALL VAR {V} INTO Y; l*se arreglan los val ores del volumen 
en un vector Y *I 

READ ALL VAR {02 H D2H} INTO X; /*se arreglan los valores de las variables indepcndientes en 
X*/ 

N=NROW(X); 
M=:=J(N,l , l) ; 

/*numero de arboles (de individuos) */ 
/*un vector de puros unos de orden N *I 
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X=MIIX; 

K=NCOL(X); 
XX=X'*X; 
INVXX=INV(XX); 
B=INVXX*X' *Y; 

/*se anexa Ia primera columna de unos en Ia matriz de variables independientes; 
es Ia que corresponde a Ia interceptada *I 

I* grados de libertad de X *I 

PX=X*INVXX*X'; 
Q=I(N)-PX; 
FC=Y' *(1/N)*J(N,N,1)*Y; 
SCREG=(Y' *PX*Y)-FC; 
SCE= Y' *Q*Y; 
SCTOTAL=Y'*Y-FC; 

/*matriz de productos cruzados *I 
/*inversa de Ia matriz de productos cruzados *I 
/*el vector de parametros estimados */ 

/*proyector de X: matriz simetrica e idempotente*/ 

/*factor de correccion *I 
/*suma de cuadrados de regresion corregida */ 
/*suma de cuadrados del error *I 
/*suma de caudrados total corregida */ 

GLE=N-K; /*grados de libertad del error *I 
CMREG=SCREG/(K-1); /*cuadrado medio de regresion */ 
CME=SCE/GLE; /*cuadrado medio del error=varianza estimada */ 
RAIZCME=SQRT(CME); /*raiz cuadrada del CME */ 
FCAL=CMREG/CME; /*estadistico de prueba del modelo *I 
R2=SCREG/SCTOTAL; /*coeficiente de determinacion */ 
PRINT B SCREG SCE SCTOTAL CMREG CME RAIZCME FCAL R2; 

COVB=INVXX#CME; /*covarianza de los parametros estimados */ 
EESTB=SQRT(VECDIAG(COVB)); /*error estandar de los parametros estimados *I 
T=B/EESTB; *prueba t-Student para Ia hipotesis de que los estimadorcs son igual a cero *I 
PROBT=1-PROBF(T#T,1,GLE); /*nivel de significancia estimado */ 
PRINT B EESTB T PROBT; 
S=DIAG(1/EESTB); 
CORRB=S*COVB*S; /*correlacion de los parametros estimados */ 
PRINT COVB CORRB; 

FINISH; 
RUNREGRE; 
QUIT; 

/*termina el modulo REGRE2 */ 
/*correr el modulo REGRE2 *I 

Programa 4.3.9.3 Programa para los Ejemplos 4.3.5 y 4.3.6. 

DATARMEBL; 
INFILE 'C :\REGMUL\SEPIUM.DAT; 
INPUT Y1 Y2 L D; 
/*Yl :peso verde de lena*/ 
/*Y2:peso verde del forraje*/ 
/*L :longitud de rama*/ 
I*D :diametro de rama*/ 
x1=L; 
X2=D**2*L; 

PROC IML; /*se inicia el procedimiento IML 
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USE RMEBL; /*se llama el conjunto de datos RMEBL *I 
START REGREMUL; /*empieza el modulo REGREMUL */ 
READ ALL V AR {Y 1 Y2} INTO Y; /*se arreglan los valores de las variables 

dependientes en una matriz Y *I 
READ ALL V AR {X 1 X2} INTO X; /*se arreglan los val ores de las 

variables independientes en X *I 
N=NROW(X); /*numero de ramas (de individuos) */ 
M=J(N,1 ,1); /*un vector de puros unos de orden N */ 
X=MIIX; /*se anexa Ia primera columna de unos en Ia 

matriz de variables independientes; es Ia 
que corresponde a Ia interceptada */ 

K=NCOL(X); /*columnas de X *I 
XX=X' *X; /*matriz de productos cruzados */ 
INVXX=INV(XX); /*inversa de Ia matriz de productos cruzados *I 
B=INVXX*X' *Y; /*el vector de parametros estimados */ 

PX=X*INVXX*X'; 
PX1=M*INV(M' *M)*M' ; 
Q=I(N)-PX; 
FC=Y' *(1/N)*J(N,N, I)*Y; 
SCREG=(Y' *PX*Y)-FC; 
SCE= Y' *Q*Y; 
SCTOTAL=Y' *Y -FC; 
B=INVXX*X' *Y; 

/*proyeetor de X:matriz simetrica e idempotente*/ 

/*factor de correccion *I 
/*suma de cuadrados de regresion corregida 
/*suma de cuadrados del error */ 
/*suma de caudrados total corregida */ 

R2=SCREG/SCTOTAL; /*coeficiente de determinacion */ 
PRINT B SCREG SCE SCTOTAL; 

*I 

/*para hacer una prueba de hipotesis de Ia seccion 3.4 necesitamos los siguientcs 
calculos*/ 

S I=( I/N)*Y' *(I(N)-PX I )*Y; 
S=( I/N)*Y' *(I(N)-PX)*Y; 
DS=DET(S); 
DSl=DET(Sl); 
RAZON=LOG(DS/DS I); 
EPM=-(N-2-I-0.5 *(2-0))*RAZON; 
jic=CINV(0.99,2); 

PRINTS SI EPM JIC; 

FINISH; 
RUN REGREMUL; 
QUIT; 

/*termina el modulo REGREMUL 

/*correr el modulo REGREMUL 

*I 
*I 

Para correr el Programa 4.3.9.3 se organizaron los datos de los Cuadros 4.3.2 y 4.3.3 en 

el archivo extemo SEPIUM.DAT de Ia siguiente manera. 
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0.4924 0.0496 1.0 1.0 
0.5267 0.0904 1.0 1.5 
0.5747 0.1475 1.0 2.0 
0.6365 0.2209 1.0 2.5 
0.7120 0.3107 1.0 3.0 
0.8012 0.4167 1.0 3.5 
0.9041 0.5391 1.0 4.0 
1.0208 0.6778 1.0 4.5 
1.1512 0.8328 1.0 5.0 
0.5061 0.1128 1.5 1.0 
0.5576 0.1491 1.5 1.5 
0.6296 0.1999 1.5 2.0 
0. 7229 0.2652 1.5 2.5 
0.8355 0.3450 1.5 3.0 
0.9693 0.4393 1.5 3.5 
1.1237 0.5482 1.5 4.0 
1.2987 0.6715 1.5 4.5 
1.4943 0.8094 1.5 5.0 
0.5199 0.1761 2.0 1.0 
0.5885 0.2078 2.0 1.5 
0.6846 0.2523 2.0 2.0 
0.8081 0.3095 2.0 2.5 
0.9590 0.3794 2.0 3.0 
1.1374 0.4620 2.0 3.5 
1.3433 0.5573 2.0 4.0 
1.5766 0.6653 2.0 4.5 
1.8374 0.7860 2.0 5.0 
0.5336 0.2393 2.5 1.0 
0.6193 0.2620 2.5 1.5 
0.7394 0.3047 2.5 2.0 
0.8938 0.3538 2.5 2.5 
1.0825 0.4137 2.5 3.0 
1.3055 0.4846 2.5 3.5 
1.5629 0.5663 2.5 4.0 

1.8545 0.6590 2.5 4.5 
2.1805 0.7626 2.5 5.0 
0.5473 0.3026 3.0 1.0 
0.6502 0.3253 3.0 1.5 
0.7943 0.3572 3.0 2.0 
0.9796 0.4080 3.0 2.5 
1.2061 0.4481 3.0 3.0 
1.4738 0.5072 3.0 3.5 
1.7825 0.5755 3.0 4.0 
2.1324 0.6528 3.0 4.5 
2.5236 0.7392 3.0 5.0 
0.5610 0.3658 3.5 1.0 
0.6811 0.3840 3.5 1.5 
0.8492 0.4095 3.5 2.0 
1.0654 0.4423 3.5 2.5 
1.3296 0.4824 3.5 3.0 
1.6418 0.5298 3.5 3.5 
2.0020 0.5845 3.5 4.0 
2.4103 0.6465 3.5 4.5 
2.8667 0.7158 3.5 5.0 
0.5748 0.4291 4.0 1.0 
0.7120 0.4427 4.0 1.5 
0.9041 0.4620 4.0 2.0 
1.1512 0.4866 4.0 2.5 
1.4531 0.5169 4.0 3.0 
1.8099 0.5525 4.0 3.5 
2.2217 0.5937 4.0 4.0 
2.6882 0.6402 4.0 4.5 
3.2094 0.6924 4.0 5.0 
0.5885-0.4923 4.5 1.0 
0.7429 0.5015 4.5 1.5 
0.9590 0.5144 4.5 2.0 
1.2379 0.5309 4.5 2.5 
1.5766 0.5512 4.5 3.0 
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1.9780 0.5751 4.5 3.5 
2.4412 0.6027 4.5 4.0 
2.9661 0.6340 4.5 4.5 
3.5529 0.6690 4.5 5.0 
0.6022 0.5556 5.0 1.0 
0.7737 0.5602 5.0 1.5 
1.0139 0.5668 5.0 2.0 
1.3227 0.5752 5.0 2.5 
1.7001 0.5856 5.0 3.0 
2.1471 0.5977 5.0 3.5 
2.6608 0.6119 5.0 4.0 
3.2441 0.6277 5.0 4.5 
3.8960 0.6456 5.0 5.0 
0.6159 0.6187 5.5 1.0 
0.8046 0.6189 5.5 1.5 
1.0688 0.6192 5.5 2.0 
1.4082 0.6195 5.5 2.5 
1.8236 0.6199 5.5 3.0 
2.3143 0.6204 5.5 3.5 
2.8804 0.6209 5.5 4.0 
3.5220 0.6215 5.5 4.5 
4.2391 0.6185 5.5 5.0 
0.6970 0.6820 6.0 1.0 
0.8355 0.6776 6.0 1.5 
1.1237 0.6716 6.0 2.0 
1.4943 0.6638 6.0 2.5 
1.9472 0.6543 6.0 3.0 
2.4824 0.6430 6.0 3.5 
3.1000 0.6300 6.0 4.0 
3.7998 0.6152 6.0 4.5 
4.5822 0.5988 6.0 5.0 



4.4 ANALISIS DE VARIANZA MULTIVARIADO 

4.4.1 Introduccion 

AI realizar un experimento, el investigador induce o manipula de forma sistematica las 

diferentes condiciones que desea comparar en un fenomeno de interes. Esto es, en un 

experimento se hace variar sistematicamente una (mas de una) variable, llamada(s) 

independiente(s), con Ia finalidad de evaluar su(s) efecto(s) en otra(s) variable(s), 

llamada(s) dependiente(s) o variable(s)-respuesta (Winer et a/., 1991). Para esto, se 

establece(n), desde Ia planeacion del experimento, la(s) (diferentes) variable(s)-respuesta 

que se quiere(n) estudiar, misma(s) que se registrara(n) en las unidades experimentales 

(UE) ~onocidas como parcelas en el ambito agronomico. 

La funcion del disefio experimental es describir como se va a ejecutar un experimento 

y con el analisis de varianza se hace el analisis de los datos a traves de una 

descomposicion de sumas de cuadrados (Winer et a/., 1991). Usando el analisis de 

varianza, puede analizarse tambien informacion que no provenga de un experimento, 

aunque para que sea posible, es necesario que los datos esten agrupados (Mardia et a/., 

1989). 

La variacion total del fenomeno bajo estudio, es representada por Ia suma de 

cuadrados total (SC1) y esta, se puede descomponer en dos partes: (i) Ia variacion de las 

unidades experimentales representada por Ia suma de cuadrados de las unidades 

experimentales [SC(UE)] y (ii) Ia variacion de mediciones de Ia respuesta dentro de 

unidades experimentales, representada porIa suma de cuadrados del error de muestreo 
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(SCEM). Cuando en Ia toma de datos solo se planea tomar una medicion por parcela de 

cada variable-respuesta (i.e. cuando no se hace submuestreo), se esta considerando que 

no existen diferencias significativas de las observaciones dentro de las unidades 

experimentales y entonces Ia SCEA1 = 0 . 

La SC(UE) se puede descomponer, a su vez, en los siguientes dos grupos de sumas 

de cuadrados (SC): (i) las SC correspondientes exclusivamente a las fuentes de variacion 

del diseiio que se trabaja, mas (ii) Ia suma de cuadrados del error experimental (SCEE). 

La SCEE esta constituida por, algo asi como, los efectos en Ia respuesta que no se deben 

necesariamente a las condiciones que el investigador induce, sino que a factores extemos 

-por asi llamarlos- desconocidos, o bien, que deliberadamente no se contemplan en el 

modelo del diseiio; sean lo que fueran, estos factores extemos se tratan de mantener 

constantes. Las fuentes exclusivas correspondientes a un diseiio son, por ejemplo, en el 

completamente al azar, los tratamientos; en el bloques al azar, los bloques y los 

tratamientos; en el cuadro Iatino, las hileras, las columnas y los tratamientos. 

Por el numero de variables-respuestas que se consideran en un experimento, los 

diseiios experimentales pueden clasificarse en: univariados o multivariados. En los 

diseiios univariados, se estudia una sola variable-respuesta del fenomeno de interes; 

cuando se consideran simultaneamente las mediciones de diferentes variables-respuesta 

(como el volumen, ancho de cop a, incremento en altura, etc.), el analisis debe hacerse 

con las tecnicas del ami/isis de varianza multivariado (MANOV ~ por sus siglas en 

ingles) y para cada diseiio univariado se puede tener de man era directa su extension 

multivariada (Mardia, et a/., 1989). En este capitulo solo se presenta Ia extension 

multivariada de los diseiios completamente al azar y bloques completos al azar. 

El caso de submuestreo --tambien llamado "de mediciones repetidas" o "con. 

remediciones"-, ya sea en los diseiios univariados o en los multivariados, se presenta 

cuando de cada variable-respuesta se toma aleatoriamente mas de una medicion o 

muestra por UE. Estas clasificaciones pueden entenderse con el siguiente diagrama: 
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D~~eiio />.• 
experimental · 

:Uriivaria<J.o .•.•.. ·••···••• 
(se •: eStUdili • \mit . / sola 
variable~fesP.uesia>···· • •n>···· 

multivariado . • 
(se . estudian mUltiples 
variables-respucsta) 

... 

estandar . ·• .. ..... .. n Y ·> 

.(ufia n 5ol<L ~~did6rt d~ ~~ 
variable-respuesta por ~nidad) 

con submuestreo .. 
(mas de una medici6~ de cada 
variabie-respuesta p6r unidad) 

En este capitulo, pnmero se exponen los resultados importantes del diseiio 

completamente aleatorio estandar (o diseiio de un solo criterio de clasificacion) y 

posteriormente se hace Ia extension a su formulacion multivariada. Se procede de manera 

similar con el diseiio de bloques completos al azar. 

Para obtener informacion acerca de las condiciones que son recomendables para hacer 

uso de estos dos diseiios, sus ventajas y desventajas, algunos ejemplos practicos, el 

proceso de aleatorizacion adecuado, Ia presentacion escalar de las sumas de cuadrados, 

pruebas de hipotesis sobre efectos de los tratamientos, casos particulares como el de 

"datos faltantes" en el bloques al azar, algunas interpretaciones geometricas, etc., se 

pueden revisar libros conocidos como el de Steel & Torrie (1988), Martinez (1988), Li 

(1969), Cochran & Cox (1983) y Snedecor & Cochran (1967). En las dos primeras 

referencias viene tambien el analisis de estos dos diseiios con submuestreo, con Ia 

presentacion escalar de las sumas de cuadrados. 

131 



4.4.2 Diseiio Completamente al Azar (DCA) 

4.4.2.1 Formulacion univariada 

Considere que a n unidades experimentales ( UE) se les asignan aleatoriamente k 
tratamientos, j = 1,2, ... , k y suponer que el j-esimo tratamiento se a plica a n j unidades 

experimentales de tal modo que L~=l n j = n 

EJEMPLO 4.4.1 Como parte de una investigaci6n para determinar Ia base quimica de 
Ia inmunidad del cedro australiano (Toona ciliata var australis) al barrenador de las 
Meliaceas (Hypsipyla grandella), Grijpma & Roberts (1976) condujeron un experimento 
de laboratorio para probar el efecto de seis tratamientos (incluyendo el testigo o control) 
sobre el peso en miligramos de pupas de H. grandella. Los tratamientos consistieron en 
mezclas de los ingredientes de Ia dieta artificial y de los extractos --obtenidos mediante 
una serie de solventes organicos-- de hojas de Toona (T) y Cedre/a (C), teniendo que Ia 
concentraci6n de los extractos quimicos fue equivalente a aproximadamente un gramo de 
hojas de Toona o Cedrela por 8 g de dieta artificial; el tratamiento testigo solo contenia 
los ingredientes de Ia dieta artificial. Originalmente se tenian 120 pupas (que son las UE) 
a las que les asignaron aleatoriamente los k = 6 tratamientos; para motivos de este 
ejemplo, se puede suponer que las caracteristicas de las pupas en laboratorio eran 
sensiblemente iguales, por lo que habian razones suficientes para considerar un DCA que 
exige homogeneidad del material experimental. Aunque inicialmente cada tratamiento se 
asign6 a 20 pupas (i.e. a 20 UE), al final del experimento, y debido a las que murieron en 
el proceso, el numero de UE por tratamiento qued6 de Ia siguiente manera: n1 = 19, 
n2 = 19, n3 = 18, n4 = 18 , n~ = 16 y n6 = 15 ; haciendo un total de n = 105 UE. Esto es, 
al termino del experimento, quedaron 19 pupas del tratamiento 1 (testigo ), 19 del 
tratamiento 2, y asi enseguida. Los datos recabados que reportan Grijpma & Roberts 
(1976, p. 108) se presentan en el Cuadro 4.4.1. + 
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Cuadro 4.4.1 Pesos (en mg) de 105 pupas de H. grandella 

j-esimo tratamiento 
UE i Trat 1 Trat 2 Trat 3 Trat 4 Trat5 Trat 6 

1 140 155 157 154 95 92 
2 145 160 148 178 115 58 
3 161 159 90 172 120 45 
4 174 164 155 180 108 46 
5 150 152 180 104 170 80 
6 149 141 185 128 112 75 
7 162 158 163 160 65 105 
8 175 128 155 155 140 85 
9 173 165 106 161 90 65 
10 165 161 166 155 115 100 
11 153 143 105 125 95 95 
12 162 163 153 135 125 85 
13 146 164 171 108 124 70 
14 170 156 185 167 116 120 
15 171 139 97 136 98 80 
16 116 154 155 133 120 -· 17 158 157 168 134 -· -· 18 149 158 149 107 -· -· 19 152 149 -· -· -· -· .r:j 156.4 154 149.3 144 113 80.1 

El modele lineal del disefio completamente aleatoric se puede plantear en forma 
escalar como: 

(4.4-1) 

en donde fu· es Ia respuesta de Ia i-esima unidad experimental, i = 1, .. . ,n1 , que recibi6 el 
j-esimo tratamiento, j = 1,2, .. . ,k ; J.i es un efecto general sobre Ia variable respuesta; r 1 
es el efecto debido alj-esimo tratamiento; y ciJ es una variable aleatoria bajo el supuesto 

que c iJ - N ( 0, a;) independientemente. 

En forma matricial, se puede reescribir el modele ( 4.4-1) como sigue: 

y = X't+E, 
(4.4-2) 

donde y es el vector-respuesta que contiene a las n J-;1 del modele (4.4-1); Ia matriz 

disefio X se puede particionar en el vector 1 formado por los unos de Ia primera 
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columna y Ia matriz de los tratamientos 

, 
r k] es el vector de panimetros de dimension ( k + 1) x 1 . En este 

modelo, se supone que E- Np(O, u 2I), es decir, se supone que los elementos de E 

tienen media cero, varianza comun y no estan correlacionados. 

En el DCA, se considera que las pnmeras n1 UE 's del vector y recibieron el 

tratamiento 1, las segundas n2 UE 's el tratamiento 2, asi sucesivamente, hasta que las 

ultimas nk UE's recibieron el tratamiento k, de manera que, Ia matriz diseiio del modelo 

(4.4-2), se puede escribir como: 

ln, ln, 0 0 

ln2 0 ln2 0 
X= (4.4.3) 

ln.t 0 0 ln.t nx(k+l) 

donde, Ia primera columna de puros unos corresponde al efecto promedio de Ia respuesta 
, 

que se representa con un vector 1~ = [ 1~1 ,1~2 , ••• ,l~.t] y las siguientes k columnas 

representan Ia presencia o au sen cia del j-esimo tratamiento sobre Ia i-esima UE y son las 

que conforman a Ia submatriz X2 . 

4.4.2.1.1 Sumas de cuadrados y cuadrados medios 

La suma de cuadrados de los tratamientos corregida por Ia media (SCtrat) es: 

SCtrat = y'Px
2 
y- y' P1y 

= y'[ Px2 - P1 ]Y 
(4.4-4) 

donde, Px
2 

= X2(X2X 2 f
1X2 es el proyector de Ia submatriz X2 cuyo rango es 

r(Px
2

) = r(X2 ) = k; recuerde tambien que lnxl es Ia primera columna de Ia matriz X y 

La suma de cuadrados del error experimental (SCEE) es: 
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SCEE = y'[Pc- Px
2
]Y 

= y'[In- Px
2 ]Y 

donde Pc = C(C'cr•c· y C es Ia siguiente matriz: 

1 0 0 

0 1 0 
C= 

0 0 1 
nxn 

(4.4-5) 

quedando que C = Inxn y por lo tanto, Pc =I . Entonces r(Pc) = r(I) = n. En la matriz 
C , el 1 de Ia primera columna esta asociado a Ia observaci6n en Ia primera UE, el 1 de Ia 
segunda columna corresponde a Ia observaci6n de Ia respuesta en Ia segunda UE, y asi 
sucesivamente. 

Adicionando Ia SCtrat y Ia SCEE se obtiene Ia suma de cuadrados total (SCI) 
expresada por: 

(4.4-6) 

Usualmente, a Ia matriz centrante (In- P1) en (4.4-6) se le denota con H. 

Los grados de libertad (g.l.) asociados a Ia SCtrat son r(Px
2 

- P1 ) = (k -1) y los g.L 

asociados a Ia SCEE son r(In-Px)=(n-k) . Los cuadrados medios [CM(-)] se 

definen como el cociente de una SC y sus correspondientes g. I. Asi, 

CM(trat) = SCtratj(k -1)~ 
(4.4-7) 

CM(EE) = SCEEj(n- k). 
(4.4-8) 
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4.4.2.1.2 Prueba de hipotesis sobre los tratamientos 

Para probar Ia hip6tesis nula H 0:r 1 = r 2 = ... = rk contra Ia hip6tesis altemativa 

H 1: r; :~= T 1, para alguna i :~= j , i, j = 1, ... , k , se usa el estadistico de prueba: 

F = CM(trat) = (n- k)SCtrat lf_o F. 
cal CM(EE) (k -1)SCEE k-1• n-k {4.4-9) 

Si Fk-l.n-k:a es el valor 100a% superior de una distribuci6n F de Snedecor con (k -1) 

g. I. en el numerador y (n- k) g.l. en el denominador, Ia regia de decision para una 

prueba de tamaiio a es: rechazar Ia hip6tesis nul a H 0 : T 1 = 0, 'i/ j = 1, ••. , k si 

~al ~ ~-1, n-k; a; no rechazar de otro modo. 

EJEMPLO 4.4.2 Para los datos reportados en el Cuadro 4.4.1 del experimento des­

crito en el Ejemplo 4.4.1, se obtuvieron las siguientes sumas de cuadrados: 

SCtrat = 73698.49; SCEE = 44877.35; SCT = 118575.85. Para probar Ia hip6tesis nula 

de que "no hay diferencias significativas entre los seis tratamientos", se calcula el 

estadistico de prueba dado en Ia expresi6n (4.4.9}, F;;01 = (14739.70/453.31) = 32.52, que 

se compara con F;,99;o.ot = 3.21. Como ~al = 32.52 > F;,99;o.ot se concluye con un nivel 

de significancia a = 0.01 que, al menos, existe un tratamiento cuyo efecto es diferente a 

los demas; esto era de esperarse por haber incluido el "testigo o control" como un 

tratamiento mas. Excluyendo los datos del testigo en el analisis --esto es, probando si no 

existen diferencias entre los otros 5 tratamientos---, se obtiene que F;;01 = 31.17 que se 

debe comparar con .F...st;o.ot = 3.56 , lo cual, tambien permite concluir que hay una 

diferencia altamente significativa entre los tratamientos hechos a base de mezclas de Ia 

dieta artificial y los extractos de hojas. Para detectar que tratamiento provoca el rechazo 

de Ia hip6tesis nula se tendrian que hacer comparaciones de medias de tratamientos; para 

ello existen diferentes metodos que se reportan en Ia literatura (vid Steel y Torrie, 1988; 

pp. 166-187) .• 
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4.4.2.1.3 Esperanzas de las sumas de cuadrados 

Se escriben a continuaci6n, sin demostrar, las esperanzas [EO] de Ia SCtrat y Ia 

SCEE en el diseiio completamente aleatoric (DCA) univariado estandar (Winer et a/., 

1991~ p.267): 

1 lc 
donde 'f = -I r 1 . k j=l . 

lc 

E(SCtrat) = a;(k -1)+ L.n1( r1 - r)2 

j=l ' 
(4.4-10) 

E(SCEE)= a;(n-k). (4.4-11) 

De forma directa se puede ver que las esperanzas de los cuadrados medios son: 

E[CM(trat)] =a;+ - 1-In1(r1 - ri y E(CM(EE)] = u;. Vease que CM(EE) en 
k -I j=l 

(4.4-8) es un estimador insesgado de a;. 

4.4.2.2 Formulacion multivariada estandar 

Siguiendo a Mardia eta/. (1989~ pp. 333-335), suponer ahora que en Iugar de solo 

una respuesta como en el modelo ( 4.4-1 ), se incluyen p > 1 variables-respuesta 

contenidos en el vector aleatoric yij =(1ij.,Y;12 , •.. ,Y;1p), con i=1, ... ,n1 y j=1, ... ,k~ 

tj = ( T 1., r 12, ..• , TiP) es el vector de efectos debidos al j-esimo tratamiento sobre las p 

respuestas en Ia i-esima unidad, de tal forma que: 

yiJ = J.1+t1 +&u, (4.4-12) 

donde los EiJ se distribuyen independientemente con una Np(O, :E) y 

J.1 = (p., p 2 , ••• , f.J P )' es el efecto general sobre el vector-respuesta y u . Por lo tanto, los 

n1 vectores que contienen las p variables-respuesta de las UE que recibieron el j-esimo 

tratamiento (i .e. UE tratadas similarmente), y iJ, se pueden considerar una muestra 

aleatoria de una poblaci6n normal p-variada N P (Jl j' :E), donde J.1 1 = J.1 + t 1. 
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EJEMPLO 4.4.3 Ogbonnaya (1994) realiz6 un estudio para investigar los efectos de 

fertilizantes de nitr6geno (N) y potasio (K) y sus combinaciones, sobre el crecimiento, 

propiedades fisicas e histoquimicas de phintulas de Gmelina arborea en un suelo oxisol. 

Se trasplantaron plantulas de dos semanas de edad con crecimiento uniforme en altura, 

poniendose una sola plantula en cada maceta; las macetas fueron rellenadas con suelo 

oxisol secado al sol durante una semana y con remoci6n de los materiales vegetates 

descompuestos. Se aplicaron cuatro niveles deN (0.00, 2.22, 4.44, y 6.66 g /maceta) y K 

(0.00, 5.70, 11.40 y 17.10 g /maceta) en todas sus combinaciones posibles, haciendo un 

total de 16 tratamientos; cada tratamiento tuvo cinco repeticiones. La dosis completa de 

cada nutriente se hizo en una sola aplicaci6n, a una profundidad de 5 em y alrededor de 

las plantulas. Despues de realizar el experimento se dejaron las plcintulas crecer durante 

20 semanas, antes de hacer los registros de los valores que tomaron las siguientes 

variables-respuesta: crecimiento de altura total; diametro del cuello de Ia raiz; producci6n 

de materia seca; area foliar; gravedad especifica; mediciones de Ia longitud, el diametro 

del lumen y el diametro de Ia: fibra; asi como algunas propiedades quimicas. El 

experimento se realiz6 con un factorial 4 x 4 -i.e., los 2 factores, N y K, tuvieron 4 

niveles cada uno- en un diseiio completamente al azar; es claro que es un diseiio 

multivariado porque se consider6 mas de una variable-respuesta. En· el Cuadro 4.4.2 se 

presentan los registros de las tres primeras variables-respuestas, gener as por simulaci6n 

en Ia computadora, a partir de los valores de las medias aritmeticas y su correspondientes 

desviaciones estandar que Ogbonnaya .(1994) reporta. • 

Cuadro 4.4.2 Efectos de fertilizantes de N y P y sus com­
binaciones, sobre tres variables-respuestas de 
plantulas de Gmelina arborea. 

Variable-respuesta 1 Variable-respuesta 2 
Altura total de Ia phintula (em) Diam. del cuello radical (mm) 

T~001002003~4~5~1~2003~4~5 

I 19.56 18.95 22.11 13.41 23.33 9.88 9.74 8.79 9.13 8.91 

II 25.12 22.00 22.60 25.26 24.20 4.97 6.29 7.89 7.18 7.38 

III 22.41 27.79 25.21 22.58 27.74 8.54 10.07 8.39 7.85 10.88 

IV 32.32 30.55 26.59 23 .07 23.91 6.34 5.57 6.44 8.36 9.01 

v 42.62 36.91 39.31 46.08 32.34 17.33 13 .27 16.37 14.50 12.78 
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Variable-respuesta 1 V ariable-respuesta 2 

Altura total de Ia plantula (em) Diam. del coello radical (mm) 

~~1~2~3~4~5~1~2~3~4~5 

VI 49.04 50.28 49.21 52.74 54.31 18.73 16.04 10.99 14.83 14.79 

VII 51.94 55.54 56.90 47.85 47.23 21.32 12.81 12.13 14.55 10.81 

VIII 43.51 32.44 41.86 47.95 45.09 12.06 12.15 13.22 14.94 10.57 

IX 50.98 45.23 51.26 47.47 57.90 18.94 12.66 13.95 14.73 12.22 

X 50.39 47.08 51.61 71.33 66.06 18.27 14.99 18.73 13.68 19.94 

XI 46.41 46.32 42.86 41.99 43.80 14.67 12.33 13.63 12.43 12.93 

XII 55.05 63.76 62.51 46.66 47.63 18.95 18.01 21.79 18.27 12.77 

XIII 49.49 45.69 49.78 43 .96 46.35 16.30 11.87 14.15 15.40 14.19 

XIV 67.60 61.53 55.00 55.47 61.12 15.89 16.00 15.73 16.22 15.84 

XV 60.91 55.77 68.80 60.48 61.26 15.36 15.21 15.36 15.30 15.18 

XVI 56.93 59.63 53.33 59.57 61.19 21.32 13.56 22.36 16.54 17.53 

Cuadro 4.4.2 Continuacion. 

Variable-respuesta 3 

Producci6n de materia seca (g) 

Trat UE 1 UE2 UE3 UE4 UE5 

I 6.71 8.08 10.03 8.82 9.70 

II 4.59 5.52 4.26 3.65 3.98 

III 1.45 3.99 3.74 2.97 1.65 

IV 4.06 4.11 5.43 6.83 3.98 

v 19.09 21 .26 20.91 20.17 20.37 

VI 23 .03 30.64 18.98 22.63 25.78 

VII 30.85 31.32 29.91 27.96 24.07 

VIII 33.91 39.32 33.18 38.55 38.50 

IX 32.61 31.07 32.66 34.47 32.75 

X 37.13 34.16 41.55 30.80 28.54 

XI 28.39 26.27 25.52 26.95 31.40 

XII 29.98 34.09 28.04 27.28 30.16 

XIII 40.59 39.30 30.63 40.55 37.04 

XIV 28.86 31.76 28.39 33.98 29.16 
• 

XV 30.02 32.88 24.77 30.32 24.63 

XVI 35.11 26.04 29.70 24.32 27.97 
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Normalmente se desea probar si los vectores de medias J.1 l son iguales, lo cual se 

puede plantear como: 

(4.4-13) 

es decir, se plantea si los vectores de medias de las diferentes poblaciones son iguales y 
esto se puede escribir equivalentemente como: 

(4.4-14) 

de forma anciloga al caso univariado. 

4.4.2.2.1 Sumas de cuadrados y productos cruzados (SCPC) 
Con base al modelo (4.4-12) del diseiio completamente al azar multivariado, se 

presentan los calculos de las matrices de las siguientes SCPC (Mardia et a/., 1989~ pp. 
334-335). 

La matriz de las SCPC "entre-muestras", "entre-grupos" o "entre tratamientos" se 
calcula con: 

k 

K = In/(Y/- Y)(Y/- Y)', (4.4-15) 
j=l 

1 nJ 1 k nJ k donde, y/ = -LYiJ• y =- LLYiJ ~ recuerde que n = Lni. En palabras, Y/ es el n l i=l n J=li=l J=l 

vector que contiene las medias de las p variables-respuesta en cad a "muestra" de n l UE 
donde se aplic6 elj-esimo tratamiento, j = 1, . . . ,k y y es el vector general de medias. 

La matriz de las SCPC dentro de muestras, de las UE tratadas analogamente o dentro 
de tratamientos, que es Ia contraparte de Ia SCEE en el caso univariado es: 

k nJ 

W = LL(Yu- YJ)(yif- YJ)' {4.4-16) 
j=li=l 
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Finalmente, Ia matriz de las SCPC total ( corregida por Ia media), Ia contraparte de Ia 

SCT ( corregida por Ia media) univariada, se obtiene con: 

k nJ 

T = LL(Yij- y)(yij- y)'. (4.4-17) 
j=li=l 

La matriz de las SCPC(total), T, se descompone con Ia identidad del amilisis de varianza 

multivariado en K y W: 

T=K+W . 

Ahora suponer que en el modelo lineal: 

Y=XB+U, (4.4-18) 

var 1 var 2 varp 

~~ ~2 ~p 

}n, UE del trat I 
y y y 

n,.l n1.2 n,.p 

y y y 

}n, UE del trat 2 

n1+1.l n1+1.2 n1+l.p 

Y= y y y 
n1 +n2 .l n1 +n2 ,2 n1 +n2 ,p 

y y y 
}n, UE del trat k 

n-n • . l n-n •• 2 n-nk ,p 

fnl Yn2 Ynp 

es Ia matriz de las variables-respuesta; Xnx(k+l) es Ia misma matriz diseiio de O's y 1 's 

presentada en (4.4-3); Ia matriz de panimetros es: 

p' p, J.i2 f.Jp cil 

r' 'u ,12 Tlp 
, 

&;2 
B= 1 U = (& 1,& 2 , ••• ,&n] , con = y &;= 

r' k (k+l)x p Tkl Tk2 Tkp E;p 

Asi que ( 4 .4-18) es el modelo lineal general del diseiio completamente al azar. Se puede 

observar que Ia yij del modelo (4.4-12) corresponde a Ia i-esima hilera de Yen (4.4-18); 

141 



asi tambien, el vector y del modelo (4.4-2) puede considerarse como una de las 

columnas ·de Y . 

Con base en lo anterior y por analogia directa del caso univariado, pueden reescribirse 

las SCPC presentadas en ( 4. 4-15), ( 4. 4-16) y ( 4. 4-17) como: 

W = Y'(In- Px
2
)Y, 

T = Y'(In- Pt)Y, 

(4.4-19) 

(4.4-20) 

(4.4-21) 

respectivamente, donde Px
2 

y P1 son los que se definieron en Ia presentaci6n univariada 

de este disefio, despues de la estructura de Ia matriz disefio X en Ia expresi6n (4.4-3). Es 

conveniente reiterar que, las sumas de cuadrados en el caso univariado son un caso 

particular de las SCPC que se obtienen en el contexto multivariado. 

4.4.2.2.2 Pruebas de hipotesis sobre los tratamientos (ibid, pp. 334-335) 

Bajo H0 definida en (4.4-14) se tiene que: 

independientemente. Ademas, si n ~ p + k, 

- IWI Ho 
Acal -, I - A(p, n- k, k -1), 

W+K 

donde Acal es el estadistico lambda de Wilks. 

(4.4-22) 

(4.4-23) 

La regia de decision para una prueba de tamafio a es: rechazar H 0 sr 

Acal s;A(p, n-k, k-l;a) donde A(p, n-k, k-1;a) es el punto 100a% inferior de 

una distribuci6n lambda de Wilks con parametros p, n- k y k- 1; no rechazar de otro 

modo. Esta prueba puede hacerse completando el cuadro de MANOV A del DCA como 

srgue. 
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r Cuadro 4.4.3 AmUisis de varianza multivariado del diseiio completamente al azar 

Fuente de g.t.• Matriz de SCPC Criterio de Wilks 

variaci6n 

k-1 K = Y'(Px
2

- P1)Y 
!WI 

Entre tratamientos I I - A(p, n- k, k - 1) 
W+K 

Dentro tratamientos (EE) n-k W = Y'(In- Px
2
)Y 

Total n-1 T = Y'(In- Pt)Y 

Para el calculo de A se puede usar: 

p ( )-1 A=O l+A.; ' 
j=l 

(4.4-24) 

donde A.1, ••• , A. P son los val ores caracteristicos de w-• K . En est a prueba, es uti I Ia 

transformaci6n de A para expresarla en terminos de Ia distribuci6n de F cuando k = 3 o 
' 

p = 2 dada en (4.1-42). 

EJEMPLO 4.4.4 Con los datos que se presentan en el Cuadro 4.4.2, del experimento 

multivariado descrito en el Ejemplo 4.4.3, se escriben a continuaci6n las matrices de las 

SCPC de los tratamientos y del error (dentro tratamientos), para probar despues Ia 

hip6tesis planteada en ( 4.4-14) usando el criterio de Wilks. 

y 

[

14423.42 3426.63 

K = 3426.63 976.07 

I 03 84.23 2641.46 

1 0384.23] [ 1593.51 
2641.46 w = 3211 

10675.52 ' -204.40 

3211 

313.08 

97.86 

-204.40] 
97.86 

542.98 

1 Observese que los g.l. asociados a las SCPC que se prescntan en cl Cuadro 4.4.3 son igualcs a los que 
correspondeD a su contraparte univariada, puesto que Ia matriz asociada a Ia forma cuadratica en 
ambas forrnulaciones, Ia univariada y Ia multivariada, son exactamente las mismas; de ahi que tengan 
los mismos rangos, Ia mancra formal de definir a los g. I. 
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, 
. [16016.93 3458.74 10179.83] 

T = 3458.74 1289.14 2739.32 . 

10179.83 2739.32 11218.51 

En el calculo del estadistico A cal para probar Ia hlp6tesis de que no hay diferencias entre 

los tratamientos (en este Ejemplo, son las 16 combinaciones de N y K), se requieren 

IWI = 240705821 y ITI = 3.6553 X 1010
; asi, A cal = IWI/IW + Kl = 0.0065851. Aqui no 

se puede obtener Ia aproximaci6n de F dada en ( 4 .1-42), ya que k- 1 > 2; sin embargo, 

para valores grandes de m, se puede usar Ia aproximaci6n de Bartlett escrita en (4.1-44) 

que queda como: 

EPM = -{ 64- 1(3 -15 +I)} In A(3, 64, 15) 

= -{69.5} In (0.0065851) = 349.1, 

el cual se debe comparar con z;s ,.o.os = 61.63 . Como EPM = 349.1 > 61.63, Ia conclusion 

para una prueba aproximada de tamaiio a = 0.05 es: rechazar Ia hip6tesis nula, lo que es 

lo mismo a concluir que los tratamientos son diferentes entre si. Usando un nivel de 

significancia de 0.01, z~s;o.ot = 69.92, por lo que tambien se concluye que existen 

diferencias significativas entre los tratamientos. Mardia eta/. (1989, p. 84) mencionan Ia 

limitante del EPM dado en (4.1-44). • 

Por otra parte, Rao (1951, 1973, p.556) citado por Mardia eta/. (1989) escribe que si 

A- A(p, t- q, q), ento'nces una aproximaci6n altemativa es: 

R = (ms- 2A.)(l- A
1/s) 

pq Al/s 
(4.4-25) 

donde m = t- t(P + q +I), A.= i(pq- 2), y ; = (p2q2
- 4)/ (p2 + q2

- 5); R tiene una 

distribuci6n F asint6tica con pq y (ms- 2A.) g.l. donde (ms- 2A.) no tiene 

necesariamente que ser un numero entero. 
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EJEMPLO 4.4.5 Del Ejemplo 4.4.3, el estadistico A- A(3, 64, 15), asi que: p = 3, 

t = 79, q = 15. De esta forma m = 69.5, A.= 10.75 y s2 = 8.8427, por lo que de (4.4-

25): 

R = 18.166 . 

Como R = 18.166 es mayor que F45• 185.1 7; 0_01 = 1.67, entonces se concluye con un nivel 

de significancia a = 0.01, de que al menos alg(ln tratamiento es significativamente 

diferente de los otros. Para val ores de p y k - 1 > 2 , se recomienda usar la aproximaci6n 

de Rao; ademas es esta aproximaci6n en I~ que se basa Ia opci6n MANOV A de SAS. + 

Los calculos numericos de las matrices W y K y A en el Ejemplo 4.4.4, y Ia 

aproximaci6n de Rao obtenida en el Ejemplo 4.4.5, se pueden hacer con un sencillo 

programa en SAS como el que sigue: 

DATA AILE; IN FILE 'A:\MANOVA \MELINA.DAT; 

INPUT AL TUP DIAMCR PESOMS TRA T $; 

PROC ANOVA; CLASS TRAT; 

MODEL ALTUP DIAMCR PESOMS=TRA T; 

MAN OVA H=TRA T/PRINTE PRINTH; 

RUN; 

Para ejecutar el programa anterior, se requiere que los datos del Cuadra 4.4.2 esten 

contenidos en el archivo extemo llamado MELINA.DAT; las tres primeras columnas del 

archivo de datos contienen los valores que tomaron las variables-respuesta en el mismo 

orden en que se presentan en el Cuadra 4.4.2, y Ia cuarta columna corresponde al 

tratamiento (TRA T). 
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4.4.3 El Enfoque Union Intersecci6n 

Considerar el modelo del disei'io de un criterio de clasificacion dado en (4.4-12) y Ia 

hipotesis nula planteada en (4.4-14). Esta hipotesis es verdadera si y solo si todas y cada 

una de las hipotesis univariadas 

k 

H0 •. ,/L.c;a''t; = 0 
i=1 

son verdaderas para todos los vectores a de dimension p y todos los vectores de 

contrastes c de dimension k. Un criterio de prueba adecuado es 21, el valor caracteristico 

mas grande de w-1K . La hipotesis nula H0 se rechaza para valores grandes de 2 1 . 

Con el enfoque union interseccion pueden construirse reg10nes de confianza 

simultaneas para hacer contrastes entre los vectores 't; . Los intervalos de confianza 

simultaneos al 1 oo( 1 - a)% para a, ( 't j - 't k) estan dados por: 

{4.4-26) 

Notacion 

donde (}a = B(p, v1, v2; a) es el punto 100a% superior de Ia distribucion del valor 

valor caracteristico mas grande, donde v1 son los g.l. del error y v2 son los g.l. de Ia 

hipotesis; recuerde que (}cal = ~ - B(p, v1, v2 ). Los val ores de (}a para a igual a 
1 +21 

0.1, 0.05 y 0.01 con p = 2, pueden encontrarse en Ia Tabla C.4 de Mardia eta/. (1989; 

pp. 494-496). En general, a Ia variable aleatoria correspondiente a Ia distribucion del 

valor caracteristico mas grande de jK- B(K + W)j = 0 se denota por B(p, v1, v2 ) donde 

K- Wp(L, v2 ) es independiente de W- Wp(L, v1); v1 son los grados de libertad del 

error y v2 son los grados de libertad de Ia hipotesis. 
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t EJEMPLO 4.4.6 (ibid, p. 350) Usando los datos de Iris del Cuadro 3.2.1 se tiene que 

los vectores de medias para las tres especies (MED1,MED2,MED3) y el vector de 

medias general (MEDG) son: 

MED1 MED2 MED3 MEDG 

Largo de sepalo 5.006 5.936 6.588 5.8433333 

Ancho de sepal o 3.428 2 .77 2. 974 3.0573333 

Largo de petalo 1.462 4.26 5.552 3.758 

Ancho de petalo 0.246 1. 326 2. 026 1.1993333 

Las matrices de las SCPC entre especies (K) y dentro especies (W) son: 
K W 

63 .212133 -19.95267 165. 24 84 71.279333 38.9562 13.63 24.6246 5.645 

-19.95267 11.344933 -57. 2396 - 22.932 67 13.63 16.962 8.1208 4.8084 

165.2484 -57 .2396 437.1028 186.774 24.6246 8.1208 27.2226 6.2718 

71.279333 - 22.93267 186.774 80.413333 5 .64 5 4.8084 6.2718 6.1566 

respectivamente. Asi tambien, la matriz w-1K es representada por F y sus valores 

caracteristicos diferentes de cero estan contenidos en la columna C. Estos valores 

caracteristicos, se obtuvieron usando la propiedad de que los valores caracteristicos 

diferentes de cero de w-1K son los mismos que los de Kl/2W-1K 1
/
2

. La matriz D 

contiene los vectores caracteristicos asociados a los mencionados eigenvalores. 

F 
-3.058369 1 . 0813826 -8 . 111923 -3.45865 
-5 . 561639 2.1782187 -14.96461 -6.30774 
8.0774388 -2.942719 21.511591 9.1420647 
10 . 497082 -3 .419854 27.548525 11.84588 

c 
32.191929 

0. 285391 
4. 445E-16 

-1. 09E- 16 

D 
0 .31431 86 0 . 3430072 0.81 2331 0 .351665 

-0.144393 0.8837743 -0.133497 -0 . 424585 
0.8671595 -0.101771 -0.08472 -0 .4 80104 
0.358314 0.3015487 -0 . 561355 0.6823196 

Finalmente el termino ± de (4.4-26) usando que 8(4,147,2) = 8(2,145,4) = 0.1098 

tornado del Apendice C.4 de Mardia eta/. (1989) y escogiendo a'= (0,1,0,0)es: 
MM = 0.289285 

Todos estos calculos se obtuvieron con el Programa 4.4.5.1. 

Para probar Ia hip6tesis de igualdad de vectores de medias poblacionales con las tres 

especies usando el enfoque uni6n-intersecci6n se tiene el valor caracteristico mas grande 

> 80.01 = 0.1098 se rechaza la hip6tesis de que los vectores de medias de las tres especies 

son iguales con un nivel de significancia a = 0.0 1. 

Los intervalos de confianza (I.C.) al 99% para las diferencias del ancho de sepalo son los 

siguientes: 
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I setosa e I versico/our r 32 - r 22 E 3.43 - 2. 77 ± 0.29 = 0.66 ± 0.29; 

I setosa e I virginica r 32 - r 12 E 3.43 - 2.97 ± 0.29 = 0.46 ± 0.29 ; 

I virginica e I versico/our r 12 - r 22 E 2.97- 2 77 = 0.20 ± 0.29 . 

Puede observarse que el unico intervalo que contiene al cero es el que se construy6 para 

I virginica e I. versico/our, por lo que no se rechaza Ia hip6tesis de igualdad de los 

anchos de sepalos entre estas dos especies con un nivel de a = 0.0 1. 

4.4.4 Diseiio de Bloques Completos al Azar 

4.4.4.1 Formulacion univariada estandar 

Suponer que lij , Ia respuesta de Ia UE perteneciente al i-esimo bloque que recibi6 el 

j-esimo tratamiento, i = 1,2, ... ,b, j = 1,2, ... ,k, es generada por el modelo: 

(4.4-27) 

donde, f.J es el efecto de Ia media, a; es el efecto del i-esimo bloque, r j el efecto del j­

esimo tratamiento y cij el error experimental (resultado de Ia interacci6n del bloque i y el 

tratamiento j) bajo el supuesto que se distribuye independientemente como una 

N(o,a;) . Existen n = bk UE en total, ya que carla bloque contiene carla uno los k 

tratamientos y en carla UE hay una muestra de Ia unica variable-respuesta que se estudia. 

Esto puede verse esquematicamente en el Cuadro 4. 4. 4. 

La forma matricial del modelo (4.4-27), puede verse como: 

Y = xp +& (4.4-28) 

donde y es el vector-respuesta de dimension (n x 1), X(nx(1+h+k)) es Ia matriz diseno, 

P(l+h+k)x 1 es el vector de parametros y &,x 1 - N(O, L) es el vector de errores aleatorios. 
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Cuadro 4.4.4 Observaciones de un 
blo ues al azar estandar 

ftiente cle ycifj~ci()IJ. tratamientos 

bloques 1 k 

1 Yu Ytk 

b 

Veamos de forma ampliada las estructuras de las matrices del modelo (4.4-28). El 
, , 

vector-respu~sta y = [~ 1; ... Yn] ; el vector de parametros P = [,u a.' 't '] con 

a. de dimension (b x 1) y 't de dimension (k x 1); Ia estructura de Ia matriz diseiio es: 

1 1 0 0 1 0 0 

1 1 0 0 0 1 0 

1 1 0 0 0 0 1 

1 0 1 0 1 0 0 

1 0 1 0 0 1 0 

X= (4.4-29) 
1 0 1 0 0 0 1 

1 0 0 1 1 0 0 

1 0 0 1 0 1 0 

1 0 0 1 0 0 1 
nx(l+b+k) 

Para facilitar Ia presentacion de lo que sigue, particionemos por columnas a Ia matriz 

diseiio ( 4.4-29) en tres partes: 

(4.4-30) 
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donde J.1 = 1 es Ia primera columna del efecto promedio de Ia variable-respuesta, las 

siguientes b columnas de los bloques conforman a X1(n x b) y a X2 (n x k) Ia forman 

las ultimas k columnas correspondientes a igual numero de tratamientos. 

Para presentar las sumas de cuadrados (SC) se deben tener los proyectores del vector 

1' y de las submatrices x1 y x2 de la partici6n (4.4-30); PI= n-111'' 

Px. = X1(Xix.r•xi y Px
2 
= X2(X2X2r•x; . 

En el Cuadro 4. 4. 5 se presentan las SC y las esperanzas de los cuadrados medios 

correspondientes a este disefio. El estadistico para probar Ia igualdad de tratamientos es: 

F _ (n-b-t+1)SCtrat F, 
cal - (k _ 1)SC£E - k-1, n-b-t+l (4.4-31) 

La regia de decision para una prueba de tamafio a es: rechazar que existe igualdad de 

los tratamientos si F;;a1 ~ Fk- 1,n-b-r+1;a donde Fk-1.n-b-r+ 1;a es el punto 100a% superior 

de una distribuci6n F de Snedecor; de otro modo, no rechazar Ia igualdad de los 

tratamientos. 

Cuadro 4.4.5 Sumas de cuadrados y esperanzas de los cuadrados medios 

del disei\o en bloques completos al azar estandar 

f.v. g.l. SC E(CM) 

bioq b-1 

frat k-1 

EE 

Total kb -1 y'[I- P1]y 

1 b 1 k 

donde, a = -l: a; y T = - L, T 1 . b 1=1 k j=1 
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4.4.4.2 Formulacion univariada con submuestreo 

Si en cada una de las n = bk unidades experimentales del diseiio de bloques completes 

al azar ( o diseiio por dos criterios de clasificaci6n) se hacen m > 1 mediciones aleatorias 

de Ia unica variable-respuesta en estudio, se tiene Ia presentaci6n univariada con 

submuestreo de este diseiioo Por facilidad, considerese que existe el mismo numero de 

Cuadro 4.406 Observaciones de un bloques aJ azar con 
submuestreo 

Fuente de variaci6n tratamientos ,. 

bloques 1 000 k 

1 Ylli•····Yllm 000 Yikl• .. ·•Ylkm 

: : . . . 
b Ybll•· • ··Yblm 000 Ybkl•· • ··Ybkm 

submuestras por unidad experimental ( m observaciones en cada una), por lo que, como 

puede observarse en el arreglo de las observaciones en el Cuadro 40406, se tendnin 

nm = kbm observaciones en total. 

4.4.4.2.1 El modelo lineal 

Si Y;1h es Ia h-esima submuestra tomada en Ia intersecci6n del i-esimo bloque y el j-

esimo tratamiento, h = l, ... ,m, i = l, ... ,b, j = 1, ... ,k, el modelo lineal puede expresarse 

como: 

(4.4-32) 

donde p es el efecto de Ia media, a; el efecto del i-esimo bloque, T 1 el efecto del j­

esimo tratamiento, 1Jii es el efecto de Ia interacci6n del i-esimo bloque y el j-esimo 

tratamiento (error experimental) y c iJh Ia variable de error (de muestreo, que represent a 
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Ia variabilidad de submuestras dentro UE's) . Los supuestos del modelo son (a) 

1'/y - (o,a;), (b) &;kh- (O,a~) y (c) cov(qij,&iJh) = 0. 

El modelo lineal en Ia expresion (4.4-32) se puede representar de forma matricial 

como: 

y = xp +E (4.4-33) 

donde y de dimension nm x 1 contiene las m submuestras de todas las n = kb unidades 

experimentales; X es Ia matriz disei'io del bloques al azar y es de dimension 

nm x (1 + b + k + n); P(l+b+k+n)xi es el vector de parametres; y E es un vector aleatoric 

de dimension nm x 1. De forma ampliada, puede escribirse: 

Ji a. ab '• Tk 1Ju • • • 1l1k • • • 1Jbl 'lbk 

l l 0 l 0 l 0 0 0 

l l 0 0 l 0 l 0 0 
(4.4-34) 

X= 

l 0 l l 0 0 0 l 0 

l 0 l 0 l 0 0 0 l 

, 
con l = [1,1, ... ,1] y 0 = [0,0, ... ,0] de dimension mxl. La matriz disei'io (4.4-34) se 

puede particionar por columnas como sigue: 

x = [t,X1,X2 ,X3 ] (4.4-35) 

donde lmnxl es Ia pnmera columna de X correspondiente al efecto de Ia media; 

X1(mn x b) es Ia matriz de los efectos de bloques; X 2(mn x k) es Ia matriz de los 

·toratamientos; X 3(nm x ll) es Ia matriz de las interacciones bloque-tratamiento. Hay dos 

cosas importantes que se deben hacer notar en Ia particion (4.4-35) de Ia matriz X: (a) las 

estructuras de l,X1 y X2 de esta particion son identicas a las presentadas en (4.4-30), 

excepto que ahora, el numero de observaciones por UE son m > 1 ; (b) si m = 1 , Ia 

submatriz X3 se reduciria a Ia matriz identica I de tamai'io n x n, que de hecho, es Ia 
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matriz de las interacciones en el diseiio estandar (con solo una observacion por UE). 
Finalmente se escribe el vector de parametros de forma ampliada como: 

, 
P = [,u,at, a2, ... ,ab, 't• '2····· 'k• 'Itt····· 'ltk• 772t····· '12k•···· 'lbt•···'lbk] . (4.4-36) 

4.4.4.2.2 Sumas de cuadrados y esperanzas de los cuadrados medios 
Con estos antecedentes, se pueden escribir las SC(·) y las E(CM(·)) de este diseiio 

resumidas en el Cuadro de analisis de varianza siguiente. 

Cuadro 4.4.7 Sumas de cuadrados y esperanzas de los cuadrados medios del 
di-seiio en blogues comeletos al azar con submuestreo 

f.v . g.l. sc E(CM) 

b/oq b-1 y'[ Px. -PI ]Y 
u 2 mk b _ 2 
-+-L(a;-a) 
m b-1;=1 

I rat k-1 y'[Px2 - P1 ]Y u2 mb k ( t -+--L Tl-T 
m k-1J=l 

EE (b-1)(k-l) y'[ Px) - Px. - Px2 +PI ]Y 
u2 

m 

EM n(m-1) y'[ lmn- Px3 ]Y 0"2 
m 

Total mn-1 y'[Imn- Pdi 

d 
u 2 

2 2 _ 1~ 1 k 1 onde - = u m + m ue, a=- L...a;, r =-L'J. En el Cuadra 4.4.7, P1 = -11' es m b i=l k J=l nm 
de dimension nm x nm; Px

1
, Px2 y Px

3 
son los proyectores de las matrices 

correspondientes dad as en Ia particion ( 4.4-3 5) definidos de man era generica para 
cualquier matriz Apxq como PA = A(A'Ar1 A'; si m = 1 y u~ = 0, se sustituyen en el 
Cuadra 4.4.7 se obtienen los valores del Cuadra 4.4.5, que es el caso cuando nose hace 
submuestreo en el diseiio de bloques al azar. Recuerde tambien que los grados de libertad 
asociadas a las SC son los rangos de las correspondientes matrices entre corchetes. 
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Por ultimo, si en el arreglo de las observaciones del Cuadra 4. 4-6 solo se considera si 

Ia observaci6n corresponde o no a una UE, sin tamar en cuenta el bloque y el tratamiento 

al que pertenece, se puede escribir Ia matriz: 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 
mnxn 

donde las columnas representan las n unidades y los vectores 1 y 0 de tamafio m 

representan Ia presencia o no, respectivamente, de igual numero de submuestras en cada 

UE; a esta matriz se le puede nombrar como Ia matriz de las unidades experimentales y 

es exactamente igual a Ia matriz X3 de Ia partici6n (4.4-35). Con esta notaci6n se tiene 

que Ia suma de cuadrados de las unidades experimentales en este disefio es: 

SC(UE) = y'( Px
3 

- P1 ]Y = SCbloq + SCtrat + SCEE (4.4-37) 

y se puede ver que: 

SCTotal = SC(UE) + SCEM, (4.4-38) 

identidad que es valida para cualquier disefio experimental, como se habia mencionado en 

el tercer parrafo de Ia Secci6n 4.4.1. 

4.4.4.2.3 Pruebas de hipotesis 

Hay dos pruebas importantes a considerar: Ia prueba sabre el error experimental y Ia 

prueba sabre Ia igualdad de efectos de los tratamientos. 

Prueba sobre el error experimental. Para probar Ia significancia del error experimental, 

se usa el estadistico de prueba siguiente: 

F = n(m-l)SCEE _ F 
cal (b -l)(k -l)SC£M n-b-k+1, nm-n (4-4.39) 
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Si Fn-b-k+l, nm-n; a es el punta lOOa% superior de una distribucion F, Ia regia de decision 

con un nivel de significancia a es: rechazar Ia hipotesis nul a si ~al ~ F n-b-k+l, nm-n; a Y 

concluir que el error experimental (formado por Ia interacciones bloque-tratamiento) si es 

significativo; de otro modo, concluir que las interacciones bloque-tratamiento no son 

significativas. Recuerde que en total, hay n = kb unidades experimentales. 

Prueba sobre los tratamiento.s. Si se concluye que el error experimental es significativo, 

Ia hipotesis nula de que todos los tratamientos tienen el mismo efecto, se puede probar 

con el siguiente estadistico de prueba: 

F _ CMtrat _ F. 
cal- CMEE k-t , n-b-k+l (4.4-40) 

La regia de decision para una prueba de tamaiio a es: rechazar H 0 : T; = T 1 , 

\:;/ i, j = I, ... , k, i "# j, si ~al ~ Fk-l , n-b-k+l; a; no rechazar de otro modo. Los 

cuadrados medias usados para calcular el estadistico de prueba anterior se derivan del 

Cuadra 4.4. 7. 

4.4.4.3 Formulacion multivariada estandar 

En el Cuadra 4.4.4 se tiene el arreglo de las observaciones de un bloques al azar, en 

donde se asume que en cada interseccion bloque-tratamiento (que forman las n unidades) 

se toma una observacion de Ia variable-respuesta que se estudia. Ahara, si en cada unidad 

experimental se hace una sola observacion de cada una de p > 1 diferentes variables-

respuesta, los datos colectados se pueden arreglar como en el Cuadra 4.4.8, donde Yu1 

es Ia observacion correspondiente a Ia /-esima variable-respuesta tomada en Ia 

interseccion del i-esimo bloque y el j-esimo tratamiento, i = l, .. . ,b, j = l, . . . ,k, 

I= l, ... ,p. 
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Cuadro 4.4.8 Observaciones de un bloques al azar; el caso 
multivariado estandar 

Fuente .~~ v<lfi~7i~",: tratamientos 
•>:.\~:· :: .......... ••····· 

bloques 1 k 

1 

b 

4.4.4.3.1 El modelo lineal 

De forma escalar, el modelo lineal que genera cada observaci6n del Cuadro 4.4.8 es: 

(4.4-41) 

donde p 1 es el efecto promedio de Ia /-esima respuesta, ail es el efecto del i-esimo 

bloque sobre Ia /-esima respuesta, r 11 es el efecto de Ia j-esimo tratamiento sobre Ia /-

esima respuesta y 'li;t el efecto de Ia interacci6n del i-esimo bloque con el j-esimo 

tratamiento sobre Ia /-esima respuesta. 

Si en el modelo lineal general ( 4 .4-18) ~resentado · primero en ( 4. 3 -17}-- se 

considera Ia matriz diseiio X como Ia presentada en (4.4-29) y Ia matriz de parametros: 

J.II J.lp 

au alp 

B= abl abp (4.4-42) 

'u Tip 

Tkl Tkp 
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entonces tenemos el modelo lineal general multivariado del diseiio de bloques al azar en 

forma matricial. 

4.4.4.3.2 Sumas de cuadrados y productos cruzados 

Las matrices de las sumas de cuadrados y productos cruzados (SCPC) se presentan en 

el Cuadro 4.4.9, donde X1 y X2 son los de Ia partici6n (4.4-30). 

Cuadro 4.4.9 Matrices de las SCPC del diseiio en bloques completos al azar 
multivariado estandar 

f.v. g.I. SCPC Criterio de prueba 

bloq b-1 R = Y'[Px
1

- P1]Y 

/rat k-1 C=Y'[Px
2 
-P1]Y 

III 
-

1 

-~- A(p, v1, v2) 
I+C 

EE (b-l)(k-1) I= Y'[I- Px
1

- Px
2

- P1 ]Y 

Total tb-1 T = Y'[I- P1]Y 

con v1 = kb - b- k + 1 y v2 = k- 1 . En el Cuadro anterior se tiene el estadistico para 

probar Ia hip6tesis de que todos los tratamientos son iguales. La regia de decision con un 

nivel de significancia a es: rechazar H 0 si el estadistico de prueba es menor que 

A(p, v1, v2 ~ a), concluyendose que, al menos, el efecto de un tratamiento es diferente a 

los otros~ de otro modo, no rechazar Ia hip6tesis nula. 

4.4.4.4 Formulacion multivariada y con submuestreo 

Si en cada unidad experimental ubicada en Ia intersecci6n bloque-tratamiento (hilera­

columna, en concordancia con Mardia eta/., 1989 y Morrison, 1981) se toman m> 1 
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submuestras de cada una de las p > 1 variables-respuesta en estudio, los datos se pueden 

arreglar como en el Cuadro 4.4.10. 

donde, 

Cuadro 4.4.10 Observaciones de un bloques al azar; el 
caso multivariado con submuestreo 

Fuente de variaci6n tratamientos (columnas) 

bloques (hileras) 1 ... k 
, , 

Ylll ... Ylkl 

1 Yi12 Yik2 . . 
Yi1m Yikm 
. . . 

Yl,u ... Ybkl 

b Ybl2 Ybk2 . . . 
Yblm 

, 
Ybkm 

con i=1, ... ,b, }=1, ... ,k, h=I, ... ,m, l=I, ... ,p. 

4.4.4.4.1 El modelo lineal 

Sea YiJhl Ia h-esima submuestra de Ia /-esima variable-respuesta obtenida en Ia unidad 

experimental i-j, bajo el j-esimo tratamiento en el i-esimo bloque; de forma generica, 

podemos llamarle hi/eras a los bloques y co/umnas a los tratamientos. El modelo lineal 

que genera Ia observaci6n y ifhl es (Morrison, 1981; p.186): 

Y;Jhl = J.l1 + a ;J + T Jl + 'I;JL + &;Jhl , (4.4-43) 

donde, p 1 es el efecto general de Ia /-esima variable respuesta, ail es el efecto del i­

esimo bloque sobre Ia /-esima variable respuesta, r 11 es el efecto del j-esimo tratamiento 
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sabre Ia /-esima variable respuesta, 'lifl es el efecto de interacci6n del i-esimo bloque con 

el j-esimo tratamiento sabre Ia /-esima variable respuesta y cifhl es el termino de error 

aleatorio con distribuci6n multlnormal. 

Para escribir el modelo (4.4-43) usando vectores (Mardia et a/., 1989~ p. 350), 

suponer que en este diseiio de dos criterios de clasificaci6n se tienen mbk observaciones 

independientes generadas par el modelo: 

Y;;h = J.l. +a;+ t 1 + Tlij +&;;h 
' 

(4.4-44) 

i = 1, ... , b, j = 1, ... , k, h = 1, ... , m; donde a; es el efecto del i-esimo bloque (hilera); t 1 

es el efecto delj-esimo tratamiento (columna); T)if es el efecto de interacci6n entre Ia i­

esima hilera y Ia j-esima columna; y &iJk es el termino de error que se distribuye 

independientemente como una Np(O,I:) para toda i,j,k. Se requiere que el numero de 

observaciones en cada unidad experimental (i-j) sean iguales, para que Ia matriz de Ia 

SCPC total pueda descomponerse apropiadamente (ibid) 

4.4.4.4.2 Planteamiento de las pruebas de hipotesis 

Baja el supuesto de que !os errores tienen distribuci6n multinormal, con media cera y 

Ia misma matriz de covarianzas para todas las combinaciones de hileras y columnas, se 

pueden plantear las siguientes tres preguntas (Morrison, 1981; p. 185): 

(a) l,Son iguales los vectores de medias de hileras? (esto es equivalente a plantear Ia 

igualdad de las a; ), 

(b) l,Son iguales los vectores de medias de columnas? (que equivale a plant ear Ia igualdad 

de las t 1 ) 

(c) i,Existe alguna interacci6n hilera-columna que produzca un efecto desfasado, ya sea 

hacia arriba o hacia abajo, del promedio de las respuestas? ( equivale a phmtear Ia 

igualdad de las T)if) 
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En ellenguaje del amilisis de varianza, los incisos (a) y (b) se conocen como efectos 

principales de hileras y de columnas, respectivamente, y el inciso (c) tiene que ver con 

alguna posible interacci6n hilera-columna. 

4.4.4.4.3 Sumas de cuadrados y productos cruzados 

Siguiendo a Mardia eta/. (1989), sea T Ia matriz de las SCPC total, que se puede 

descomponer en R, C y E , las matrices de Ia SCPC de hileras, de columnas y de 

errores, respectivamente; es decir, 

donde, 

con 

T=R+C+E 

b k m 

T = L L L(Yijh- Y ... )(yijh- Y.J', 
i=i j=ih=i 

b 
R - km ~ c- -- )C- - - )' - £..... Y; .. Y... Y;.. Y... , 

i=i 
k 

c - b ~ c- -- )C- - - )' - m £..... Y.J. Y... Y.J. Y. .. ' 
j=i 

E = L L L (y ijh- Y; .. - Y.J. + Y ... XYijh- Y; .. - Y.J. + Y..J', 

_ }km _Ibm 1 bkm 

Y; .. = km L LYijh• Y.j. = -b L LYijh• Y ... = bkmL L LYi]h • 
J=lh=l m;=lh=l i=IJ=lh=l 

(4.4-45) 

Ademas, Ia matriz de Ia SCPC de ·los errores -que involucra tanto los experimentales 

como los de muestreo- se puede descomponer en Ia matriz de SCPC de las 

interacciones (error experimental) y Ia matriz de los residuales (error muestral), I y W , 

respectivamente, con Ia siguiente identidad: 

E=I+W (4.4-46) 

donde, 

b k 
I ~ ~ c- - - - )C- - - - Y = mL. £..... Y;1. - Y; .. - Y.;.- Y ... Yu. - Y; .. - Y.J. - Y ... 

i=l j=i 
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y 

con 

b k m 

W= LLL(Yuh -yiJ.)(yiJh-yiJ.)', 
i=l j=lh=l 

- 1 m 
Yu. =- LYiJh 

m h=l 

que es el vector de medias de las variables-respuesta por unidad experimental i-j. 

4.4.4.4.4 Prueba para interacciones (ibid, p. 352) 

Hacienda uso de las identidades (4.4-45) y (4.4-46) se puede escribir que: 

T= R+C+I+W. (4.4-47) 

Bajo Ia hipotesis nul a B = 0, T se distribuye como una Wishart WP (L~ kbm- 1) ; se va a 

usar tambien el resultado de que Ia matriz W- WP(L, kb(m -1)) . Bajo Ia hipotesis nula 

de que todos los vectores de interacciones Tlif son iguales, 

I-wAr., (h -1)(k -1)). 

El estadistico de prueba para probar igualdad de las interacciones obtenido por el 

enfoque de razon de verosimilitud es: 

A - IWI _IWI 
cal - I W + II -lEI ' (4.4-48) 

que se distribuye como una A(p,v1,v2 ) donde v1 =kh(m-1) y v2 =(b-1)(k-1). Si 

A(p,v1,v2 ;a) es el punta lOOa% inferior de una distribucion A de Wilks, Ia regia de 

decision a un nivel de significancia a es: rechazar Ia hipotesis de que ninguna interaccion 

es significativa si Acal ~ A(p, v1, v2 ;a) ; de otro modo, no rechaza H 0 . 

Si dentro cada unidad experimental i-j (interseccion de Ia hilera i y Ia columna j) hay 

solo una observacion, m = 1, por cada variable respuesta, entonces W tendria cero 

grados de Iibertad, por lo que seria imposible probar Ia presencia de interaccion; este es el 
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caso revisado en Ia Seccion 4.4.4.3. Similarmente, en el caso univariado tiene que haber 

mas de una observacion por unidad, para que Ia prueba de interaccion (error 

experimental) sea posible, como puede revisarse en Ia Seccion 4.4.4.2.3. 

4.4.4.4.5 Prueba para efectos principales 

Si Ia hipotesis nula de Ia prueba de interacciones no fue rechazada, se concluye que no 

hay interacciones significativas y entonces se puede proceder a hacer Ia prueba de efectos 

principales. Seg{ln Mardia et a/. (1989), el estadistico de razon de verosimilitud para 

pro bar Ia igualdad de las medias de columnas (que podrian ser las medias de 

tratamientos), indistintamente de las a.; y llu es: 

(4.4-49) 

donde v1 = kb(m -1), v2 = (k -1). La regia de decision para una prueba de tamafio a 

es: rechazar H0 si Acal ~ A(p, v1, v2;a) y se concluye igualdad de columnas; no rechazar 

Ia hipotesis nula de otro modo. Si en las columnas, tenemos tratamientos, en caso de 

rechazar H0 , se podra concluir que los efectos de tratamientos son diferentes con un 

nivel de significancia a . 

Para pro bar Ia igualdad de las b medias de hileras a.; indistintamente de los efectos de 

columnas 't l, se reemplaza C por R y se intercambia b y k en las formulas ya escritas. 

Si el efecto de interaccion no es significative, o solo hay una observacion por unidad 

experimental (Secciones 4.4.4.1 y 4.4.4.3), o· por cualquier razon, el efecto de interaccion 

no esta considerado en el modelo lineal, entonces para hacer Ia prueba de Ia igualdad de 

medias de columnas, habra que sustituir Ia matriz W por Ia matriz E quedando el 

estadistico de prueba como: 

(4.4-50) 
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donde v1 = kbm- b- k y v2 = k- 1. La regia de decision para una prueba de tamaiio a 

es rechazar H0 si Acal ~ A(p, v1, v2 ; a); no rechazar de otro modo. 

EJEMPLO 4.4.7 Ali & Yap (1992) realizaron un estudio para comparar Ia efectividad 

de dos reguladores del crecimiento, conocidos como paclobutrazol y daminozide, en el 

control del crecimiento y las relaciones hidricas de phintulas de Acacia mangium con el 

objetivo de mejorar su establecimiento despues de Ia plantaci6n. Estos investigadores 

mencionan que· cuando no se sincronizan los tiempos de la producci6n de planta y su 

plantaci6n en campo, las plantulas sobrecrecen en tamaiio y se tienen reportes de que la 

sobrevivencia y crecimiento de las mismas despues del trasplante es pobre. En el 

experimento, se asperjaron plantulas de 14 semanas con ambos reguladores del 

crecimiento en concentaciones de 0, 25, 50, 75, 100, 150 y 200 mg r 1
. Se hicieron 

mediciones de incremento en altura y area foliar, transpiraci6n y conducci6n estomatica y 

otras, en intervalos semanales. Para fines de este ejemplo, suponer que las semillas que se 

usaron son de b = 3 procedencias y considerense las mediciones de p = 3 variables­

respuesta: el incremento en altura (em), el incremento en diametro (em) y el incremento 

en area foliar (cm2
). Incluyendo los datos del testigo o control, se cuenta con los datos de 

k = 13 tratamientos. Considerese tambien que en cada UE se midieron m = 4 plantulas 

(submuestras) para cada variable. Los datos se reportan en el Cuadro 4.4.11. 

Cuadro 4.4.11 Datos de tres variables respuesta en un experimento de reguladores del 
crecimiento con lantulas de Acacia man ium de catorce semanas 

Tratamientos ( columnas) 
~2 ~3 ~4 ~5 ~6 

f.v. 

btoq trat 1 
1 30.94,0.35,388.60 24.88.0.24,380.06 23.69,0.19,465.48 11 .99,0.24,459.11 18.54,0.23,322.05 17.64,0.27,320. 70 

23.44,0.25,487.47 22.29,0.19,410.39 22.79,0.21 ,377.64 21 .22,0.23,392.55 23.52,0.23,372.21 19.88,0.20,305.61 

35.55,0.24,442.93 27.46,0.24,400.75 25.78,0.25,312.73 27.24,0.23,364.68 23.57,0.30,461 .69 21.07,0.21 ,355.84 

23.17,0.20, 414.57 27.95,0.24,423.30 30. 75,0.28,438.46 25.22,0.22,405.1 5 20.04,0.25,327.93 11.05,0.19,159.35 

2 26.66,0.29,470.01 22.34,0.28,348.50 18.69,0.20,45 1.09 15.41,0.20,408.62 22.52,0.24,318.98 21.91,0.18,289.05 

21.39,0.28,418.93 23.55,0.26,378. 73 25.60,0.19,433.74 22.05,0.26,375.36 18.16,0.19,284.52 26.23,0.25,218.42 

26.75,0.25,395.26 23.54,0.19,362.60 18.66,0.28,376.78 28.10,0.24,250.06 15.17,0.22,296.56 20.07,0.19,332.23 

!_2.97,0 :~~J.~5 .~~----~-~.:.~!:~:~~~50:?_~-.. ~:2.~~.24,373_]_~~.80,0 . 22,258.22 23 . 23,0 .22:~~]~_!?.~96,!!:.~~·~5.39 _ 

20.90,0.25,493.99 28.87,0.24,327.61 27.11 ,0.23,395. 73 19.80,0.29,326.36 22.82,0.25,31 5.00 18.60,0.20,25 1.4S 

22.26,0.29,429.05 30.89,0.28,401.01 22.23,0.29,421.23 22.71,0.29,403.64 23.50,0.21,359.47 17.56,0.22,243.46 

27.80,0.27,495.28 19.85,0.20,349.16 17. 79,0.20,461 .67 21 .97,0.28,428.50 23.61,0.24,327.15 13.67,0.29,300.41 

17.85,0.23.366.93 23.20.0.24,433.83 19.08.0.26,434.52 13.50.0.30,420.52 20.12,0.27,314.39 20. 77,0.23,194.53 
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Cuadro 4.4.11 Datos de tres variables respuestas en un experimento de reguladores del 
crecimiento con plantulas de Acacia mangium de catorce semanas (contin.) 

..b:::_ Tratamientos (columnas) 
btoq trat 7 trat 8 trat 9 trat 10 trat 11 trat 12 

··T··- ··26-:&·7:·a·:;·6,265.o9--···;ii~2·ii~·.-27,422..331sA9,o.22~07-:IS 24.49.0~9,405 . 89 -;7~ii3 ,o.16,4il.9·6-·14.93,o~4,325.88 
15.16,0.22,301.49 20.10,0.28,371.81 

18.58,0.23,279.93 19.86,0.23,432.98 

18.21 ,0.26,310.93 30.10,0.33,422.96 

2 18.35,0.22,341.83 17.28,0.29,447.89 

17.63,0.21 ,295.65 19. 75,0.26,41 5.82 

19.04,0.18,267.62 19.57,0.27,412.16 

08.27,0.21 ,286.33 27.36,0.31,365.02 

3 I 5.19,0.22,286.03 20. 70,0.28,474.45 

16.28,0.28,40 1.63 24.63,0.25,329.20 

10.01,0.23,243.79 15.78,0.32,421.16 

21 .20,0.25,294.39 28.96,0.24,446.25 

20.48,0.23,397.55 18.33,0.21,313.66 

26.03,0.22,522.92 21.78,0.21,479.74 

24.46,0.15,335.31 17.60,0.22,417.54 

29.77,0.21 ,433.48 10.97,0.21,371.91 

18.68,0.22,405. 78 22.50,0.17,362.95 

18.71,0.22,375.07 21.01,0.23,380.80 

19.89,0.21 ,390.75 19.84,0.18,452.62 

17.49,0.17,479. 70 23.98,0.25,393.86 

20.49,0.15,357.11 22. 77,0.22,383.56 

20.68,0.18,418.21 22.96,0.24,383.11 

22.14,0.19,318.23 22. 72,0.23,378.20 

Cuadro 4.4.11 Continuacion. 
f.v. 

btoq trat 13 
1 26.87,0.26,265.09 

1 5.16,0.22,30 1.49 

18.58,0.23,279.93 

18.21,0.26,310.93 

2 18.35,0.22,341.83 

17.63,0.21,295.65 

19.04,0.18,267.62 

08.27,0.21 ,286.33 

3 15.19,0.22,286.03 

16.28,0.28,40 1.63 

10.01,0.23,243.79 

21 .20.0.25,294.39 

14.5 1,0.18,377.93 

22.22,0.23,3 76.09 

16.98,0.18,302.06 

23.24,0.16,304.75 

15.98,0.18,320.34 

15.99,0.15,274.26 

18.37,0.17,269.16 

25.42,0.19,356.49 

13.56,0.20,315.12 

11.06,0.18,320.65 

14.99,0.17,416.19 

09.83,0.13,325.65 

10.54,0.14,333.55 

06.62,0.21 ,347.44 

07.50,0.21,336.97 

12.90,0.20,338.60 

11.75,0.18,316.98 

14.59,0.21,357.91 

11.66,0.14,373.61 

13.87,0.18,274. 79 

09.29,0.17,245.96 

11.28,0.16,366.5 1 

Para hacer las prueba de hip6tesis de los bloque, los tratamientos y las interacciones es 

necesario tener las matrices de las sumas de cuadrados y productos cruzados siguientes. 

Las SCPC para los bloques y los tratamientos son: 

- [ 51.172 
R= -0.047 

486.891 

respectivamente. 

-0.047 486.891] [ 3088.720 
0.002 -0.440 y c = 18.594 

-0.440 4632.704 25562.782 
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0.177 

149.801 

25562.782] 
149.801 ' 

377962.926 



Las SCPC para Ia interacciones bloque-tratamiento es: 

[ 

361.872 

I= -0.196 

-1302.823 

-0.196 -1302.823] 

0.0324 12.109 ' 

12.109 54048.762 

y las SCPC de los residuales (variaci6n entre submuestras) es: 

[

2040.739 1.326 191.952 ] 

w = 1.326 0.099 -3.107 . 

191.952 -3.107 313255.594 

Para Ia prueba de hip6tesis de las interacciones se calcula el estadistico de prueba 

siguiente: 

A cal = IWI/IW +II= 62808559 I 115243222 = 0.545 

que se debe comparar con una A{3,117,24;a) . Usando Ia aproximaci6n de Bartlett el 

estadistico de prueba modificado 

EPM = -{ 117- 0.5(3- 24 +I)} ln 0.545 = 77.09 , 

debe compararse con z~2:.os = 92.808 . Por lo tanto se concluye con una prueba 

aproximada de tamaiio 0.05 que no hay diferencias entre las interacciones. 

Como las interacciones no fueron significativamente diferentes, el estadistico de Wilks 

para probar si existen diferencias entre tratamientos es: 

Acaz = lEI/lE + Ci = 115243222 I 803470056 = 0.1434319 . 

Usando Ia aproximaci6n de Bartlett se tiene que: 

EPM = -{ 141- 0.5(3 -12 + t)}ln 0.1434319 = 281.57 

debe compararse con zi6:0.01 = 58.619 . Por lo tanto, con un nivel de significaci6n de 

0.01 se debe declarar diferencias altamente signiticativas entre los tratamientos. 

La prueba de hip6tesis entre bloques, para ver si hay efectos diferenciados entre las 

semillas de diferente procedencia se hace de manera similar. Vease el Programa 4.4.5 .2. 
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4.4.5 Anexo de Programas 

Programa 4.4.5.1 

DATA IRIS; 
INFILE 'C:\HIPOTESIS\IRIS.DAT'; 
INPUT Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9 Y10 Y11 Y12; 
/*Yl,Y5,Y9 : longitud de sepalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica,respectivamente*/ 
/*Y2,Y6,YIO: ancho de sepalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica,respectivamente*/ 
/*Y3,Y7,Yll: longitud de petalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica,respectivamente*/ 
/*Y4,Y8,Yl2: ancho de petalo de I. setosa, I.versicolour e I. virginica,respectivamente*/ 

PROC IML; /*PARAEL EJEMPLO 4.4.6*/ 
USE IRIS; 
START PRUEBA; 

READ ALL V AR {Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9 Y10 Y11 Y12} INTO Y; 

N=NROW(Y); /*numero de individuos*/ 

p=NCOL(Y); /*numero de variables*/ 

J=J(N, 1,1); /*un vector de puros unos de orden n=nl=n2=n3 */ 

MED=( 1/N) •y • J; /*vector de medias por var y por especie• I 
MED1=MED[1:4,]; 
MED2=MED[5:8,]; 
MED3=MED[9: 12,]; 
MEDG=(MED 1 +MED2+MED3)/3 ; 

K=N*((MED 1-MEDG)*(MED 1-MEDG)' +(MED2-MEDG)*(MED2-
MEDG)' +(MED3-MEDG)*(MED3-MEDG)' ); 

I*K es Ia matriz de las SCPC entre especies*/ 

F1 C 1 =J( 4,4,0);F2C2=J( 4,4,0);F3C3=J( 4,4,0); 

do h=1 ton; 
F1C1=F1C1+((Y[h,{ 1,2,3,4}]-MED1')' *(Y[h,{ 1,2,3,4} ]-MED1')); 
F2C2=F2C2+((Y[h, { 5,6, 7,8} ]-MED2')' *(Y[h, { 5,6, 7,8} ]-MED2')); 
F3C3=F3C3+((Y[h, {9, 10, 11, 12} ]-MED3')' *(Y[h, {9, 10, 11,12} ]-MED3' )); 
END; 

W=F1Cl +F2C2+F3C3; /*W es Ia matriz de las SCPC dcntro de especies*/ 
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F=INV(W)*K; 

CALL SVD(U,Q,V,K); 
A=SQRT(DIAG(Q)); 
K12=U*A*U'; 
WMIPK=K12*INV(W)*K12; 
C=EIGV AL(WMIPK); 
D=EIGVEC(WMIPK); 

PRINT MED 1 MED2 MED3 MEDG; 
PRINTK WF CD; 

a={O,l,O,O}; 
TET A=O. l 098; /*este valor de las tablas en ellibro de Mardia*/ 

:MM=((TET N(l-TETA))* A' *W* A *(1150+ 1150))**0.5; 
PRINT:MM; 

FINISH; /*tennina el modulo PRUEBA */ 

RUN PRUEBA; /*correr el modulo PRUEBA */ 

QUIT; 

Programa 4.4.5.2 Para Ia soluci6n del Ejemplo 4.4.7. 

DATA MELI;OPTIONS LS=80 NODATE; 
INFILE 'C:MANOVA\ACACIA.DAT'; 
INPUT BLOQ $ TRAT $ Yl Y2 Y3; 
PROC ANOV A;CLASSES BLOQ TRAT; 
MODEL Yl Y2 Y3=BLOQ TRATBLOQ*TRAT; 
MANOV A H=BLOQ*TRA T/PRINTE PRINTH; 
MANOV A H=TRA T/PRINTE PRINTH; 
MANOV A H=BLOQ/PRINTE PRINTH; 
RUN; 
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4.5 METODO DE COMPONENTES PRINCIPALES 

4.5.1 Introduccion 

Se cuenta con las calificaciones obtenidas en p = 6 materias de un grupo con n =55 

estudiantes (vease Cuadro 4.5.1), y existe el interes de generar con esos datos una 
"medida global" para cada individuo (Mardia et a/., 1989). De forma inmediata, una 
primera medida "global" que se podria considerar, es Ia media aritmetica de sus 
calificaciones (i.e., los promedios), definida escalarmente para cada individuo como Ia 
siguiente combinaci6n lineal: 

i = 1,2, ... ,55, 

lo que de manera generica seria: 

__ ILP _I x -- x .. --x I. I) p I. p j=l 
i = 1,2, ... ,n. 

(4.5-1) 

Observe que X; . es Ia sumatoria de las 6 calificaciones del i-esimo individuo y X;., es su 
promedio. 

De manera equivalente, se puede presentar (4.5-1) como: 

(4.5-2) 

donde, b =..;. 1 = (..;. ..;. ··· ;txi es un vector de coeficientes de ponderaciones 

constantes. Recuerde que x; ~ [x;1 xi2 X;p] . 
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Cuadro 4 5 1 Calificaciones de 55 estudiantes en 6 materias 
Hi st. Lect.y Comunic Psi c. 

Estud Geom Arit. Mex. Redac Educ. Educ. Prom. MPl MP2 
1 8.0 7.7 8.0 9.7 8.3 9.0 8.45 8.30 8.57 
2 5.7 5.0 7.0 8.7 7.3 7.3 6.83 6.46 7.13 
3 5.7 5.0 6.7 8.3 7.0 7.3 6.67 6.34 6.93 
4 8.7 7.7 8.0 9.7 8.0 8.0 8.35 8.31 8 . 38 
5 6.3 6.0 8.7 10.0 8.7 9.0 8.12 7.63 8.51 
6 6.3 6.7 7.3 8.7 8.3 8.7 7.67 7.38 7.90 
7 5.7 5.0 6.3 8.3 6.3 7.3 6.48 6.20 6.71 
8 7.3 5.0 6.7 8.7 7.0 8.0 7.12 6.88 7.31 
9 8.7 6.3 8.0 9.3 8.0 8.0 8.05 7.91 8.16 

10 5.0 5.0 6.7 6.0 6.3 6.0 5.83 5.63 6.00 
11 7.0 6.7 7.7 9.3 8.3 7.7 7.78 7.55 7.97 
12 6.0 7.7 7.0 9.3 7.3 7.7 7.50 7.34 7.63 
13 6.7 7.3 8.0 9.7 9.3 9.0 8.33 8.00 8.60 
14 7.0 6.3 7.0 8.7 8.0 8.3 7.55 7.33 7.73 
15 5.7 5.0 6.7 8.3 7.7 6.7 6.68 6.35 6.95 
16 8.3 6.3 8.7 9.7 7.3 8.0 8.05 7.86 8.20 
17 6.3 7.0 6.3 8.3 7.7 6.7 7.05 6.95 7.13 
18 8.0 6.0 6.7 8.7 8.7 8.7 7.80 7.60 7.96 
19 6.7 5.0 7.3 9.0 8.3 8.3 7.43 7.04 7.75 
20 6.0 5.3 6.7 8.3 6.3 7.3 6.65 6.40 6.85 
21 5.0 5.0 7.3 8.0 6.3 7.7 6.55 6.16 6.86 
22 5.3 5.0 7.3 8.3 8.0 7.3 6.87 6.44 7.21 
23 6.0 7.3 7.0 8.7 6.3 7.0 7.05 6.95 7.13 
24 6.7 7.3 6.3 8.3 8.0 6.7 7.22 7.16 7.26 
25 7.3 7.7 6.7 7.0 7.3 7.0 7.17 7.25 7.10 
26 5.7 5.7 7.0 9.0 8.0 7.3 7.12 6.76 7.4 
27 6 . 0 5.0 7.0 9.0 8.0 7.3 7.05 6.66 7.36 
28 7.0 7.3 8.0 9.7 8.7 9.7 8.4 8.09 8.65 
29 7.0 8.0 8.7 9.0 9.0 8.7 8.40 8.18 8.58 
30 7.3 6.3 6.0 9.7 7.0 7.3 7.27 7.15 7.36 
31 6.0 6.0 7.7 8.3 7.0 8.3 7.22 6.91 7.46 
32 8.0 6.0 7.3 8.7 9.0 8.7 7.95 7. 71 8.14 
33 7.7 5.7 8.0 9.3 9.0 8.3 8.00 7.68 8.26 
34 6.0 6.3 8.0 8.7 8.3 9.3 7 . 77 7.36 8.09 
35 7.7 7.3 8.3 9.7 9.3 9.0 8 . 55 8.29 8.76 
36 7.7 6.0 8.7 9.3 8.3 8.7 8.12 7.80 8.37 
37 5.7 5.3 6.7 8.3 7.7 7.7 6.90 6 .5 5 7.18 
38 7.7 6.0 7.3 9.3 8.7 9.3 8.05 7.75 8.29 
39 7.0 7.0 8.7 9.7 8.7 8.7 8.30 7.98 8.56 
40 5.0 5.3 6.7 8.7 7.0 7.0 6.62 6.25 6.91 
41 6.7 7.0 7.7 9.7 8.3 8.3 7.95 7.68 8.17 
42 7.0 7.3 6.7 9.0 7.0 7.3 7.38 7.33 7.43 
43 6.7 5.7 7.0 9.3 8.3 9.0 7.67 7.3 7.96 
44 9.0 8.7 8.3 10.0 9.3 10.0 9.21 9.13 9.29 
45 5.0 5.7 7.0 8.7 7.0 7.0 6.73 6.39 7.01 
46 7.7 8.8 7.3 10.0 8.3 10.0 8.68 8.58 8.77 
47 7.7 6.0 6.7 9.7 8.7 9.3 8.02 7.73 8.25 
48 6.3 5.7 6.7 8.7 6.3 8.0 6.95 6. 71 7.14 
49 5.0 5.0 7.0 8.0 5.7 7.3 6.33 6.00 6.60 
50 8.0 8.3 6 .7 9.7 7.3 9.7 8.28 8.25 8.31 
51 6.7 6.7 7.7 9.3 7.7 8.3 7.73 7.48 7.94 
52 5.3 6.7 8.0 8.3 7.7 6.3 7.05 6.79 7.26 
53 5.7 5.0 5.3 6.0 6.3 6.7 5.83 5. 71 5.93 
54 5.0 5.0 6.3 7.0 5.7 6.7 5.95 5. 71 6.14 
55 5.0 5.0 5.3 6.7 5.3 6.3 5.6 5.45 5. 72 

Fuente: Calificaciones de un grupo de estudiantes del primer semestre (96-
97), de Ia Escucla Normal Superior de Yucatan (mOdulo Oxkutzcab), 
usadas por conesia del Profesor Daniel Suarez Burgos. [Est: Estudiante; 
Prom.: promedio; MPI: media ponderada 1; MP2: media ponderada 2.] 
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Para obtener, simultaneamente, los promedios de los 55 estudiantes, se define i" 

como: 

i"= Xb (4.5-3) 

donde X es Ia matriz de datos (n x p) . En este ejemplo, X es de arden 55 x 6 . Observe 

que el vector de medias definido en (4.1-4) es el vector que contiene las medias de cada 

una de las variables (materias) -y es el que se utilizara para el tema de este capitulo-, 

mientras que el vector de medias en (4.5-3) es un vector conformado par los promedios 

de cada uno de los individuos (estudiantes). 

Otras medidas globales que se pueden construir para jerarquizar a los estudiantes, son 

las medias ponderadas, como las que aparecen en las dos ultimas columnas del Cuadra 

4.5 .1. Con Ia media ponderada 1 (M.P. I) se us6 el "criteria" de que en un estudiante de 

ciencias, deben tener mayor peso las materias con ese enfoque. Esta M.P.1 se obtuvo con 

Ia siguiente combinaci6n lineal: 

(4.5-4) 

dandole a Aritmetica y Geometria, en forma con junta, un 50 % de peso (-;\- + :\-) y un 50 

% a las siguientes cuatro materias juntas ( t + t + t + t) . En una media ponderada, los 

coeficientes de ponderaci6n no siempre son constantes; de hecho, cuando los coeficientes 

son constantes se obtiene Ia media aritmetica, un caso particular de Ia media ponderada. 

Puede obtenerse Ia M.P.1 simultaneamente para los 55 individuos, utilizando 

-X [I I I I I 
W SSxl - SS x6 4 4 i i i tJ . 

De forma similar, se obtuvo Ia M.P.2 ubicada en Ia ultima columna del Cuadra 4.5.1, a 

traves de Ia expresi6n: 

• [ I 
W SS xl = Xss x6 10 (4.5-5) 
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bajo el "criterio" de que en Ia formacion de un profesionista social, las materias 

relacionadas con Ia expresion oral y escrita, Ia conducta y el entomo historico, deben 

tener una ponderacion mas alta comparadas con las materias que promueven las 

estructuras formales que se usan en Ia ciencia. 

Alguien podria opinar que no es apropiado dar el mismo peso a todas las materias 

como en Ia media aritmetica, en tanto que otro podria decir que los "criterios" para el 

calculo de las medias ponderadas son arbitrarios. Una de las medidas que no 

necesariamente asigna el mismo peso a las materias -solo lo haria cuando las variables 

no esten correlacionadas completamente- y que tampoco las pondera arbitrariamente 

por Ia opinion de una persona, son las llamadas componentes principales. Este metodo 

fue introducido originalmente por Karl Pearson en 1901 y desarrollado por Hotelling en 

1933 tal como se conoce ahora, segun Pia (1986). 

La fase esencial de este metodo, consiste en hacer combinaciones lineales de las p 

variables cuantitativas originates, correlacionadas en alguna medida, transformandolas en 

p nuevas variables cuantitativas no correlacionadas entre si, conocidas como 

componentes principales. Entre otras caracteristicas importantes, las componentes 

principales son indices que permiten ver con mas claridad las diferencias entre individuos, 

jerarquizandolos por el criterio que se usa en Ia construccion de estas sobre las variables 

originates, puesto que Ia varianza entre los individuos, de las combinaciones lineales 

resultantes, se hace maxima en Ia primera de elias y decrece secuencialmente en las 

siguientes. Debido a que Ia primera componente principal tendra Ia mayor varianza, es 

esta combinacion lineal Ia que se usaria como medida global para diferenciar a cada 

individuo (vease el Cuadro 4.5.2). 

Algunas veces, las componentes principales se usan solo como paso previo a otro tipo 

de analisis, como Ia regresion multiple o Ia regresion multivariada, para eliminar 

multicolinealidad en los datos. 

171 



En este capitulo se hace una breve descripci6n de las componentes principales 

poblacionales, las componentes principales muestrales, asi como las propiedades mas 

importantes de ambas, sin entrar en detalles de Ia teoria. A lo largo de este capitulo se 

desarrollan varios ejemplos con los datos del Cuadro 4.5.1 y se escribe el programa en 

IML (Interactive Matrix Language) de SAS para realizar Ia transformaci6n componentes 

principales. Con datos de arboles y nutrimentos del suelo, se ejemplifica al final el uso de 

las componentes principales en Ia regresi6n lineal. 

4.5.2 Componentes Principales Poblacionales 

Sea x un vector aleatorio con p variables, con vector de medias J.1 y matriz de 

varianzas y covarianzas :E, i.e. x- (J.1, :E). Por el teorema de Ia descomposici6n espectral, 

Ia matriz :E = :E' se puede escribir como :E = r Ar' . La transformaci6n componentes 

principales del vector x se define como: 

(4.5-6) 

donde r es una matriz ortogonal que contiene como columnas a los vectores 

caracteristicos estandarizados de :E, y A=r':Er es una matriz diagonal (p x p) que 

contiene los valores caracteristicos de :E, arreglados de tal manera que At 2!: A.2 2!: ••• 2!: A. P 

. (Mardia eta/., 1989; p.214). Es decir, 

r = [ r (•J r !w·· r (1) ••• r (p)] (4.5-7) 

y 

A.t 0 0 

0 A.2 0 
A= (4.5-8) 

0 0 A.p 
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De acuerdo a Ia definicion de Ia transformacion componentes principales se tiene que: 

Y1 y (1) 

por lo que Ia i-esima componente principal del vector x corresponde al i-esimo elemento 

del vector y = ( y 1 , • • • , y ; , . . . , y P ) ' dado por: 

(4.5-9) 

donde y u> es Ia i-esima columna de r y puede denominarse como el i-esimo vector de 

ponderaciones de las variables originates. 

La definicion de las componentes principales sobre Ia matriz de covarianzas supone 

que las variables originates son conmensurables; cuando esto no es cierto, como 

frecuentemente ocurre, Ia matriz de covarianzas es sustituida por Ia matriz de 

correlaciones para estandarizar las varianzas. 

4.5.2.1 Propiedades de las componentes principales poblacionales (ibid, 214-217) 

Si x- (JJ., I:) y y es el vector de Ia transformacion componentes principales de x 

como se definio en (4.5-6), entonces se cumple que: 

a) E(y;) = 0 

b) var(y;) =A; 

c) corr(y;,y1} = 0, 'V i :~; j 

d) var(y1);::: var(y2);::: ... ;::: var(yP) 

p 

e) L var(y;) = tr(I:) 
i=J 
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p 

f) II var(y;) = I:EI 
i=l (4.5-10£) 

Ademas se tiene que: 

• La varianza de Ia primera componente principal, A.1, es mayor o igual que cualquier 
otra combinacion lineal estandarizada (Teorema 8.2.2, ibid) 

• La ultima componente principal de I, y P' tiene Ia varianza mas pequeiia que 

cualquier otra combinacion lineal estandarizada (Teorema 8.2.2, ibid) 

• Si a= a;I es una combinacion lineal estandarizada que no esta correlacionada con las 
primeras k componentes principales de I , entonces Ia varianza de a se maximiza 
cuando a es Ia (k+ 1)-esima componente principal (Teorema 8.2.3, ibid). 

• La suma de los primeros k valores caracteristicos dividida por Ia suma de todos los 

valores caracteristicos, (A.1 +A.2+·+A.k)/(A.1 +A.2+·+A.k +A.k+1+·+A.P)' representa 

Ia "proporcion de Ia variacion total" que explican las primeras k componentes 

principales. En este contexto, Ia variacion total es Ia tr :E = I,~1 A.; . La proporcion de 

Ia variacion total, cuantifica Ia informacion retenida al reducir Ia dimension de p a k 
(ibid, p. 218). 

• Una desventaja de las componentes principales de un vector aleatorio es que no son 
invariantes a cambios de escala (ibid, p. 219). Esta propiedad se puede interpretar 
como sigue. 

Suponer que se toman p = 3 variables en n arboles, viz., Ia altura (h) en pies, el area 
basal (AB) en pulg2

, y Ia edad (E) en lustros, y se quieren generar componentes 
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( 
principales expresadas en unidades diferentes a las de las variables originates, 

digamos, en metros, centimetres cuadrados, y aiios. Los dos caminos alternatives 

son: (a) primero transformar Ia escala de las variables originales (i.e. convertir a 

metros, centimetres cuadrados y aiios, respectivamente) y luego generar las 

componentes principales, o (b) primero generar las componentes principales sobre 

los datos en sus unidades originates y despues multiplicar a las componentes 

relevantes por 0.3048, 6.45 y 0.2 para expresarlas en m, cm2 y mios. La teoria 

seiiala que, en general, las altemativas (a) y (b) no conducen a los mismos 

resultados. Esto se puede expresar algebraicamente asi. 

Sean J.1 y :E , el vector de medias y Ia matriz de covarianzas, del vector aleatoric 

x . Si Ia i-esima variable se transforma multiplicandola por d;, entonces Ia variable 

transformada Dx tendra como vector de medias a DJ.1 y como matriz de 

covarianzas a D:ED donde D es Ia matriz diagonal que contiene a las d; . Ahora 

bien, si y (i) es un vector caracteristico de :E, se esperaria que n-•y ( i ) sea un 

vector caracteristico de D:ED para que sea indiferente seguir (a) o (b)~ pero esto 

no ocurre ya que para ello, siguiendo las altemativas (a) y; = y (;)(Dx- DJ.1) y (b) 

Y; = y (;)(x- J.1) tendrian que producirse resultados proporcionales. Y esto solo 

puede cumplirse si D:ED'y (;) = a;'Y (;) . AI multiplicar en ambos lados de Ia igualdad 

n-1 d ~n· • n-• • D' • n-• • P I por , nos que a ~ y (;) =a; y (;) ~ pero y (i) ;t: y (;). or o tanto, 

n-•y (;) no es eigenvector de D:ED y en consecuencia, las componentes 

principales de un vector aleatoric no son invariantes a cambios de escala. 

• Si Ia matriz de covarianzas de x tiene rango r < p , entonces Ia variaci6n total de x 

puede ser explicada en su totalidad por las primeras r componentes principales (ibid, 

p. 220). 
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4.5.3 Componentes Principales Muestrales 

Siguiendo a Mardia eta/. (1989), Ia transformacion componentes principales muestral 

es amiloga a Ia transformacion componentes principales poblacional, si en Iugar de usar 

los panimetros poblacionales J.1 y :E , se emplean sus estimaciones de maxima 

verosimilitud 'i y S, respectivamente. Sea X = [ x0 > x<2> • • • x<P>] una matriz de datos 

muestrales de orden (n x p) y a un vector estandarizado de dimension (p x 1), i.e. 

a' a= 1. Se puede transformar linealmente a las variables originates generando un vector 

y = Xa de dimension (n x 1) que represente las suma ponderada de las colurnnas de X . 

La varianza muestral de y se denota como Sy yes igual a a'Sa donde S es Ia matriz de 

varianzas y covarianzas estimada por maxima verosimilitud de Ia matriz de datos X . 

La transformacion componentes principales de una muestra aleatoria multivariada se 

realiza bajo los siguientes criterios: 

• Seleccionar un vector a en particular, digamos a 1, para hacer Ia combinacion lineal 

de Ia variables en X mediante Xa 1, de modo que Ia varianza de Xa 1, igual a a;Sa 1, 

sea mayor o igual que Ia varianza de cualquier otra combinacion lineal estandarizada, 

esto es, 

"i/ b 1 ° 3 ° b' b = 1 px (4.5-11) 

• Seleccionar otro vector a :t a 1, digamos a 2 , de manera que se cumplan las siguientes 

caracteristicas: 

(i) cov(Xa 1,Xa 2) = 0 

(ii)var(Xa1) ~ var(Xa 2) ~ var(Xc) "i/ cP,. 1 · 3 · c' c = 1 y que satisfaga cov(Xa1,Xc) = 0. 

(4.5-12) 

• Asi sucesivamente hasta obtener el vector a P , que haga que Ia combinacion lineal 

Xa P tenga Ia varianza mas pequeiia que cualquier otra combinacion lineal 
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estandarizada y que, al mismo tiempo, no este correlacionada con ninguna de las 
anteriores p - 1 combinaciones lineales ya escogidas. 

Se cumple por el teorema de Ia descomposici6n espectral, Ia relaci6n S = GLG', 
donde L es una matriz diagonal que tiene ordenados de mayor a menor en Ia diagonal 
principal, los valores caracteristicos de S ; G es Ia matriz ortogonal que contiene en sus 
columnas los vectores caracteristicos asociados a los valores caracteristicos de S . El 
vector a 1 que proporciona Ia varianza mas grande en el anterior proceso es g<1>, que es 

el vector caracteristico asociado al valor caracteristico mas grande de Ia matriz de 
covarianzas muestral S . De lo anterior se tiene que Ia primera componente principal 
muestral, por analogia con Ia contraparte poblacional en Ia expresi6n (4.5-6), se obtiene 
usando: 

Y(t) =(X -li')g(t)• (4.5-13) 

donde x = ~X'l [como en Ia expresi6n (4.1-4)]. Observese que en Ia expresi6n (4.5-6) 

se dan las p componentes principales de un vector a/eatorio ( el resultado es un vector 
aleatorio ), mientras que en ( 4. 5-13) se obtiene el vector de val ores de Ia prim era 
componente principal correspondiente a todos los individuos estudiados, siendo de 
dimension n x 1. En general, el vector de valores de los n individuos que corresponden a 
Ia i-esima componente principal es: 

(4.5-14) 

El r-esimo elemento del vector y (;), denotado como y,.;, representa el valor de Ia i­

esima componente principal del r-esimo individuo, r = 1, .. . ,n' y obviamente, i = 1, ... ,p . 

Para agrupar todas las componentes principales que se obtienen individualmente por 
(4.5-14), se tiene: 

Y =(X -li')G 
(4.5-15) 
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de modo que Y = [Y(l) y(2) ··· Y(p)] es Ia matriz de valores de las p componentes 

principales. 

La matriz de varianzas y covarianzas muestral de Y se obtiene con Ia siguiente 

expresi6n: 

(4.5-16) 

donde H = I-; 11' . Es decir, Ia matriz de varianzas y covarianzas de Y esta dada por Ia 

matriz L que contiene en su diagonal ( ordenados descendentemente) los val ores 

caracteristicos deS: 

lo cual significa que las columnas de Y no estan correlacionadas y Ia varianza de Ia i­

esima componente principal, y (;), es I; ; esto es, las nuevas variables generadas a partir 

de las variables originates como se define en (4.5-6) tienen Ia propiedad de no estar 

correlacionadas y tener una varianza que disminuye conforme se toma una componente 

menor. 

4.5.3.1 Propiedades de las componentes principales muestrales 

Por analogia con la contraparte poblacional, se tienen las siguientes propiedades de las 

componentes principales muestrales: 

a) Y(;) = 0 (45-17a) 

b) var(Y(;)) =I; (4.5-17b) 
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c) corr{y(i)'Y(;)) = 0 i :t; j 

d) var{Y(t)) ~ var{y(2)) ~···~ var(y(P)) ~ 0 

' I! 

(4.5-17c) 

(4.5-17d) 

(4 .5-17e) 

(4.5-17£) 

EJEMPLO 4.5.1 Con las calificaciones del Cuadro 4.5.1, se puede hacer Ia transforma­
ci6n componentes principales, para ejemplificar Ia transformaci6n propuesta en Ia 
expresi6n (4.5-15). En primer Iugar, se requieren el vector de medias y Ia matriz de 
varianzas y covarianzas de las variables originates. U san do las expresiones ( 4. 1-4) y ( 4. 1-
7) se obtienen: 

6.6127 1.1735 0.6989 0.3857 0.6258 0.6673 0.7153 
6.2564 0.6989 1.1606 0.3555 0.5203 0.5038 0.5411 
7.2345 0.3857 0.3555 0.6419 0.4632 0.5153 0.4551 x= y S= 
8.7909 0.6258 0.5203 0.4632 0.8343 0.6117 0.6621 
7.6836 0.6673 0.5038 0.5153 0.6117 09876 0.6875 
7.9673 0.7153 0.5411 0.4551 0.6621 0.6875 0.9957 

Enseguida se tienen que obtener los valores caracteristicos de S y sus vectores 
caracteristicos asociadas: 

II= 3.8319 12 = 0.6989 13 = 0.4564 14 = 0.3202 I~ = 0.2701 16 = 0.2160 
g(l) g(2) ~3) ~4) g(~) g(6) 

0.4675 -0.2391 -0.7233 0.2800 0.3215 0.1390 
0.4074 -0.7831 0.4417 -0.0243 -0.1583 -0.0040 
0.2909 0.3156 0.4802 0.1899 0.4842 0.5609 
0.3969 0.1934 0.1088 -0.4029 0.4465 -0.6569 
0.4258 0.3645 0.1110 0.5907 -0.4806 -0.3060 
0.4382 0.2443 -0.1642 -0.6113 -0.4547 0.3753 
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Se sabe que las columnas g(;) conforman Ia matriz G6 x6 y tambien que cada columna 

de Ia matriz de datos originates, x,x6 , puede denotarse como xu>. A partir de Ia 

expresi6n ( 4. 5-14 ), se pueden escribir las 6 componentes principales resultantes como: 

Y(l) = 0.468x(1) + 0.407x(2) + 0.29lx(3) + 0.397x(4) + 0.426x(s) + 0.438x(6)- x'g(l)• 

Y(2) = -0.239x(1)- 0.783x(2) + 0316x(3) + 0.193x(4) + 0.365x(s) + 0.244x(6)- x'g(2), 

Y(J) = -0.723x(l) + 0.442x(2) + 0.480x(3) + 0.109x(4) + 0.11lx(s)- 0.164x(6)- x'g(J)• 

Y(4) = 0.280x(1)- 0.024x(2) + 0.190x(3)- 0.403x(4) + 0.591x(s)- 0.611x(6)- x'g(4), 

Y(s) = 0.321x(l)- 0.158x(2) + 0.484x(3) + 0.447x(4)- 0.481x(s)- 0.455x(6)- 'i'g(s)• 

Y(6) = 0.139x(l)- 0.004x(2) + 0.561x(J)- 0.657x(4)- 0306x(s) + 0.375x(6)- 'i'g(6), 

que resultan de una descomposici6n espectral de S. Para los datos del Cuadro 4 .5.1, se 

genera una nueva matriz Y como Ia definida en (4.5-15) Ia cual puede verse en el 

Cuadro 4.5.2. La variaci6n total esta dada por Ia sumatoria de todos los /i' que en este 

caso es igual a 5.7935; Ia primera componente principal explica alrededor de 66% de Ia 

variaci6n total; las primeras dos componentes principales explican 78.2 %; y las ultimas 

dos componentes, Ia quinta y Ia sexta, explican aproximadamente 8.38% de Ia variaci6n 

total de los datos. Los calculos de este ejemplo se obtuvieron con el Programa 4.5 .9.1. 

4.5.4 Correlacion entre las Variables Originales y las Componentes 

Principales 

Se trata de presentar Ia correlaci6n poblacional entre el vector aleatorio x y su 

correspondiente vector de componentes principales y . Se tiene el supuesto de que el 

vector aleatorio x - (JJ., l::) ; para mayor sencillez, se asume que J.1 = 0 y siempre se tiene 

que E{y) = 0 . En este contexto, Ia covarianza entre x y y es: (Mardia eta/., 1989; p. 

223) 

Cov(x,y) = rA, (4.5-18) 
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Cuadro 4.5 .2 Las seis componentes principales generadas a partir de las 

calificaciones del Cuadra 4.5.1 
Est. Identific. C.P. I C.P. II C.P.m C.P.IV C.P. V C.P. VI 
1 A 2.535 -0.568 -0.000 -0.135 0.228 0.218 
2 B -1.499 0 . 808 0.050 -0.052 0.239 -0.327 
3 • -1.872 0 . 526 -0.171 -0.125 0.059 -0.141 
4 D 2.297 - 1.089 -0.376 0.495 1. 052 0.032 
5 E 1. 541 1. 595 0 . 891 -0 . 321 0.231 0.062 
6 F 0.601 0.134 0.392 -0.133 -0.809 0.138 
7 G -2.287 0.145 -0 . 441 -0.614 0.202 -0 . 151 
8 H -0.659 0.392 -1.400 -0 . 266 0.434 0.082 
9 $ 1. 567 -0.070 -1.038 0.691 1.095 0.300 
10 J -3.980 -0.324 0.221 0.987 -0.265 0.999 
11 K 0 . 845 -0.035 0.307 0.508 0.332 -0.310 
12 L 0 . 155 -1.165 1.025 -0.519 -0 . 006 -0 . 540 
13 M 2.190 0 . 421 0.874 0.102 -0.607 -0 . 267 
14 N 0.375 -0 . 022 -0.403 0.083 -0 . 340 0.010 
15 0 -1.837 0.635 0.005 0. 656 -0.004 -0.580 
16 p 1. 445 0.069 -0.446 0.137 1. 821 0 . 589 
17 Q -0.858 -1.201 0.262 0.699 -0 . 322 -0 . 729 
18 R 1 . 106 0.232 -1.391 0.482 -0 . 635 -0.082 
19 s 0.039 1.330 -0.550 0 . 144 -0.096 -0.147 
20 T -1.908 -0.036 -0.333 -0 . 461 0.445 0.114 
21 u -2.267 0.668 0.447 -0.744 0 . 145 0.660 
22 v -1.459 1.176 0.517 0.468 -0.259 -0.166 
23 w -0.979 -1.503 0.787 -0.431 0.588 -0.101 
24 X -0.421 -1.422 0.139 0.981 -0 . 385 -0.766 
25 y -0.544 -2.186 -0.195 1.142 -0.44 2 0. 721 
26 z -0.796 0 . 573 0 . 469 0.224 -0.074 -0.741 
27 a -0.941 1.049 -0.057 0.325 0.133 -0.696 
28 b 2.382 0.301 0.476 -0.597 -0.540 0.221 
29 c 2.282 -0 . 296 1.242 0.590 -0 . 314 0.604 
30 d -0.243 -0.825 -0 . 938 -0.405 0 . 654 -1.236 
31 e -0 . 596 0.231 0.370 -0.486 0 . 027 0.833 
32 f 1. 409 0.531 -1.069 0.773 -0.488 0.163 
33 g 1. 413 1.077 -0.518 0.832 0.252 -0.030 
34 h 0 . 764 0.887 0.670 -0.441 -0 . 776 o. 715 
35 i 2.745 0.276 0.295 0.439 -0.140 0.041 
36 j 1. 616 0.905 -0.192 0.300 0.698 0. 726 
37 k -1.277 0.644 -0.027 0.037 -0 . 506 -0.206 
38 1 1. 642 0 . 756 -0.919 -0.096 -0.445 0.045 
39 m 2.025 0 . 513 0.844 0.155 0.301 0 . 240 
40 n -2.050 0.463 0.560 -0.306 0.102 -0.614 
41 0 1.248 0 . 026 0.602 -0.111 0.094 -0.391 
42 p -0.050 -1.450 -0.019 -0.099 0. 426 -0.429 
43 q 0.663 0.916 -0.467 -0.479 -0.536 -0.253 
44 r 4.480 -0.828 -0.158 0.037 -0.265 0.394 
45 5 -1.800 0.244 0.881 -0.259 0 . 184 -0.448 
46 t 3.197 -1.276 0.235 -1.111 -0.702 -0.042 
47 u 1.626 0.644 -1.163 -0.371 -0.557 -0.556 
48 v -1.139 -0.172 -0.445 -0.976 0.338 0.154 
49 w -2.785 0.256 0.302 -0.911 0.470 0.525 
50 X 2.282 -1. 641 -0.585 -1.415 -0.334 0 . 056 
51 y 0 . 712 -0.036 0.359 -0.297 0.251 0.057 
52 z -1.129 -0.288 1.735 0.994 0.409 -0.063 
53 + -3.753 -0.762 -1.073 0.489 -1.036 0 . 574 
54 * -3.648 -0.305 -0.044 -0.274 -0.042 0. 564 
55 @ -4.404 -0.922 -0.536 -0.335 -0.286 0.173 

(Est. : Estudiante; C.P.: Componente Principal). 

181 



Prueba. 

Cov(x,y) = E[(x- O)(y- 0)'] = E(xy'), 

donde y = r'x; usando el supuesto que J..L = 0; i.e., y'= x'r, entonces, 

Cov(x,y) = E(xx'r) = E{xx')r; . 

como Var(x) = E[(x- J..l)(x- J..L)'] = l;: = E(xx'), cuando J..l = 0, se tiene: 

Cov(x,y) = :Er . 

Ademas se sabe que :E = r Ar' y que r es ortogonal; por lo tanto: 

Cov(x,y) = rAr'r =rAJ= rA 

como se present6 en (4.5-18). 0 

Si var(x;)=a;; y var(y1)=.A.1, Ia covarianza entre X; y y1 es yiJ.A.J . Entonces Ia 

correlaci6n simple entre X; y y 1 denotada por piJ es: 

(4.5-19) 

Si en vez de :E se usa una matriz de correlaciones poblacional P (que tiene puros unos 

en Ia diagonal principal), var(x;) =a;;= 1, entonces Pu = y iJ .[i; . 

Se puede asumir que el cuadrado de Ia correlaci6n simple entre X; y y1, es Ia 

proporci6n de Ia variaci6n de X; explicada por y1 (Mardia eta/., 1989; p. 223). Es decir, 

Ia proporci6n de Ia variaci6n de X; explicada por y1 se puede expresar asi: 

2 r7.A. 1 ( 2 ) Pij = _r;_, = - r ij;._' . 
0";; 0";; ' 

(4 .5-20) 

como los elementos de y no estan correlacionados, cualquier conjunto G de 

componentes explican una proporci6n (foe. cit., p. 223): 
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(4.5-21) 

de Ia variaci6n en xi . En esta expresi6n uii representa Ia variaci6n en xi a ser explicada 

y I; A. 1r~ es Ia cantidad de Ia variaci6n en xi que explica el conjunto G de 
jEG 

componentes. Observe que f. p~ = -1
- y ~Ay i = -1

- uii = 1 ~ es decir, cuando G incluye a 
j=l (Jii (Jii . 

todas las componentes, el numerador de P7a es el i-esimo elemento de :E = r Ar' que es 

(Jii. 

La proporci6n de Ia variaci6n total atribuida a las componentes en G puede expresarse 

como Ia suma sobre todas las p variables de Ia proporci6n en cada variable explicada por 

las componentes enG, donde cada variable es ponderada por su varianza, esto es (Ibid, 

p. 223) 

(4.5-22) 

4.5.5 Estructura de Correlacion Muestral 

Por analogia con Ia parte poblacional, Ia proporci6n de Ia variaci6n en xi que explica 

y 1 esta dada por: 

(4.5-23) 

y Ia raiz cuadrada del lado derecho de esta expresi6n, es Ia cor:relaci6n simple muestral 

entre xi y y1 . 
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EJEMPLO 4.5.2 Usando los datos del Ejemplo 4.5.1, se tienen los siguientes calculos 

hechos con el Programa 4.5.9.1. del Anexo 4.5.9. 

j-esima Componente Principal 

rij 1 2 3 4 5 6 

1 0.8448 -0.1846 -0.4511 0.1463 0.1542 0.0597 

2 0.7403 -0.6077 0.2770 -0.0128 -0.0764 -0.0017 

i-esima 3 0.7107 0.3293 0.4049 0.1341 0.3141 0.3254 

Variable 4 0.8507 0.1770 0.0805 -0.2496 0.2541 -0.3342 

5 0.8387 0.3067 0.0754 0.3363 -0.2513 -0.1431 

6 0.8596 0.2047 -0.1112 -0.3467 -0.2368 0.1748 

j-esima Componente Principal 

2 
r;J 1 2 3 4 5 6 

1 0.7137 0.0341 0.2034 0.0214 0.0238 0.0036 

2 0.5480 0.3693 0.0767 0.0002 0.0058 0.0000 

i-esima 3 0.5051 0.1084 0.1640 0.0180 0.0987 0.1059 

Variable 4 0.7236 0.0313 0.0065 0.0623 0.0646 0.1117 

5 0.7035 0.0940 0.0057 0.1131 0.0632 0.0205 

6 0.7389 0.0419 0.0124 0.1202 0.0561 0.0306 

Los valores de rJ se pueden interpretar de Ia siguiente manera: Ia pnmera 

componente principal explica 71.3 7 % de Ia variaci6n de x1, 54.8 % de x2 , 50.51 % de 

x3 , 72.36 % de x4 , 70.35 % de Xs y 73.89 % de x6 ; asi enseguida, basta Ia sexta 

componente principal que explica 0.36% de Ia variaci6n de x1 , 0% de x2 , 10.59% de 

x3, 11.17% de x4, 2.05% de Xs y 3.06% de x6 . Se puede observar tambien que las 

dos primeras componentes juntas explican alrededor de 75 % de Ia variaci6n de x1 , 

aproximadamente 92 % de Ia de x2 , y asi sucesivamente. Observe que las tres primeras 
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componentes explican conjuntamente arriba del 95 % de Ia variacion de x1 y x2 , 

mientras que las ultimas tres componentes explican alrededor del 20 % de X3, X 4, x, Y 

x6 . Si se ignorara Ia ultima componente principal se perderia mas informacion sobre las 

variables x3 y x4 que sobre las otras; ignorando las dos ultimas componentes principales 

Se pierde informacion SUStancial sobre las ultimas 4 variables, siendo mas drastico en X3 Y 

x 4 . Como puede notarse, examinando Ia estructura de correlacion muestral, se tiene una 

idea de lo que pasaria si una componente se elimina. 

EJEMPLO 4.5.3 Para visualizar las contribuciones de las 6 diferentes componentes 

principales generadas en el Ejemplo 4.5.1 se usara una grafica de puntos (debido a 

Cattell, 1966 y citado por Mardia et a/. 1989), donde aparecen los porcentajes de Ia 

varianza explicada por los val ores caracteristicos muestrales. En · este tipo de grafica 

frecuentemente se puede indicar donde terminan los valores caracteristicos grandes y 

comienzan los pequeiios. 
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Otras "reglas de dedo" para Ia exclusion de componentes principales que mencionan 
Mardia eta/. (1989) son: (a) incluir solo las componentes suficientes que expliquen el 90 
% de Ia variacion total; (b) excluir aquellas componentes principales cuyos val ores 
caracteristicos son menores que el promedio, i.e. menos que 1 si se esta usando Ia matriz 
de correlaciones ( citando a Kaizer). Se ha sugerido que cuando p ~ 20, el criteria de 

Kaiser tiende a incluir muy pocas componentes. Similarmente, se dice que Ia prueba de 
puntos de Cattell es muy conservadora, i.e. desecha muy pocas componentes. Por lo 
tanto, en Ia practica frecuentemente se usa una combinacion de elias. 

La prueba de isotropia que se revisara en este mismo capitulo puede dar tambien 
alguna indicacion del numero de componentes a incluir. 

4.5.6 Graficacion de las Componentes Principales 

Pia (1986) remarca que independientemente del grado de complejidad de un metodo 
estadistico, al concluir el analisis de los datos sera necesario interpretar adecuadamente 
los resultados; cuando es posible presentar graficamente un resultado, a menudo, se 
facilita su interpretacion. 

El metodo de componentes principales genera nuevas variables no correlacionadas 
entre si, a partir de combinaciones lineales estandarizadas de las p variables iniciales. 
Usualmente, el numero de componentes que explican Ia mayor parte de Ia informacion 
contenida en las variables iniciales es menor que p; si pasa que k < p componentes 

principales explican Ia mayor parte de Ia variabilidad de las p variables originates, se dice 
que Ia dimensionalidad del problema inicial se reduce de p a k. Por ejemplo, si de un 
grupo de arboles, inicialmente se estudia Ia relacion entre ellos sobre mediciones de edad, 
altura, diametro normal, diametro de copa, altura de copa, area basal y volumen, y 
despues de generar las componentes principales se puede estudiar Ia mayor parte de esa 
informacion inicial con solo las primeras tres componentes, se dira que el problema 
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redujo su dimensionalidad de p = 7 a k = 3 . Esto de entrada es una ventaja, debido a 

que nos es imposible hacer interpretaciones geometricas en mas de tres dimensiones. 

Mardia et a/. (1989) describen como puede usarse graticamente Ia reducci6n de Ia 

dimensionalidad que proveen las componentes principales. Si las dos primeras 

componentes explican Ia mayor parte de Ia varianza, entonces una gratica de dispersion 

que muestre Ia distribucion de los individuos en estas dos dimensiones dad. 

frecuentemente una indicacion adecuada de Ia distribucion completa de los datos. Tales 

graticas pueden aumentar o mejorar los metodos graticos sobre las variables originates. 

EJEMPLO 4.5.4 En Ia figura que sigue se puede ver Ia dispersion d_e los 55 estudiantes 

de Ia Tabla 4.5.1 sobre los ejes de las dos primeras componentes que se generaron. 
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Otra forma que ayuda a Ia interpretacion de resultados, es usar como eJes 

coordenados a las correlaciones de las variables originates con Ia dos primeras 

componentes, para graficar las 6 variables del ejemplo. 

The SAS System 01:45 Saturday, August 3, 1997 4 

CORRCP2 
0.5 

0.0 

-0.5 

-1.0 

Plot of CORRCP2*CORRCP1=VAR. 

3 5 
4 6 
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0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 

CORRCP1 

En las abscisas se tienen Ia correlaciones de las variables originates con Ia primera 

componente principal y en Ia ordenada, las correlaciones de las variables originates con Ia 

segunda componente principal. Mientras mas cerca este un punto de Ia circunferencia 

unitaria, estara mejor explicado por esas dos componentes. 

4.5. 7 Pruebas de Hipotesis sobre las Componentes Principales 

Se presentaran dos pruebas de hip6tesis basadas en Ia matriz de covarianzas: (a) una 

plantea si las primeras k componentes principales explican una proporci6n de Ia variaci6n 

total igual a un valor que se fija anticipadamente y posteriorrnente, (b) se escribira Ia 

prueba de isotropia en Ia que se indaga si las ultimas ( p - k) componentes principales 
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son iguales. Estas pruebas pueden usarse como criterio para decidir las componentes 

principales posibles de incluir o excluir. 

En todas estas pruebas se asumini que se tiene una muestra aleatoria de datos 

normales p-dimensional de tamaiio n. 

(ibid, pp. 233-234) 

Si se decide incluir las primeras k componentes en un amilisis, podrian ignorarse las 

restantes ( p - k) si puede asegurarse que todos sus correspondientes val ores 

caracteristicos poblacionales son cero, pero esta situaci6n se detecta facilmente en Ia 

practica, ya que solo ocurre cuando L tiene rango k, en cuyo caso con probabilidad uno 

tambien S tendria rango k (y entonces, los 1;, i = k + l, ... ,p, valdrian cero). 

Frecuentemente es conveniente contar con un procedimiento para decidir silas primeras k 

componentes principales incluyen toda Ia variaci6n importante en x , o viendo el 

problema desde otra perspectiva, se puede probar si Ia proporci6n de Ia varianza 

explicada por las ultimas (p- k) componentes es menor que un valor determinado. 

En esta prueba de hip6tesis se plantea si Ia proporci6n de Ia variaci6n total explicada 

por las primeras k componentes principales es igual a un valor fijo; en otras palabras, se 

propone un valor de referenda y se prueba si Ia proporci6n de Ia variaci6n total que 

explican las primeras k componentes con respecto al total que explican las p que existen, 

no es diferente al valor fijo. 

Sean /1 ,/2 , ··,I P los val ores caracteristicos de S u y den6tese Ia contra parte muestral 

de 'I' por: 

(4.5-24) 
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Se puede demostrar que ~ se distribuye asint6ticamente normal con (lfl, z-2
} (ibid., 

pp. 233-234] donde, 

(4.5-25) 

El valor de a puede interpretarse como Ia proporci6n de Ia varianza explicada por las 

primeras k componentes de un vector que tiene como matriz de covarianzas a l: 2 . La 

prueba resulta Ia misma si se toman los valores caracteristicos de S o los de Su, debido a 

que se trabaja con cocientes que involucran tanto en el numerador como en el 

denominador a estos valores caracteristicos, por lo que en los calculos resultan las 

mismas proporciones. 

Con Ia ecuaci6n de Ia varianza de ~ se puede construir un intervalos de confianza 

(1. C.) aproximado para 'I' que estaria dado por: 

I. C.= ~ ± Zo.os;2 i- (4.5-26) 

donde 1 00(1 - 0.05)% es el nivel de confianza del interval a que se pro pone y i- es Ia 

desviaci6n estandar de ~ . En Ia estimaci6n de los valores de a y z-2 para construir este 

I.C. aproximado, los valores caracteristicos poblacionales se sustituyen directamente por 

los muestrales. 

El I. C. va a sugerir, que el valor verdadero de Ia proporci6n de Ia variaci6n total, que 

explican las primeras k componentes principales, se encuentra entre ~ - Zo.os;2 i- y 

~ + Z0:os;2 i- con un 95% de confiabilidad. Si se desea expresar el intervalo en 

porcentajes, solo habra que multiplicar las proporciones por 1 00; el nivel de confiabilidad 

del intervalo se controla con el nivel de significancia a en los valores tabulados de Z. 
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EJEMPLO 4.5.5 Usando las calificaciones del Cuadro 4.5.1 podemos construir un I.C. 

para Ia proporci6n de Ia varianza explicada por las dos primeras componentes principales; 

en este caso k = 2, p = 6, n =55. Asi: 

I? = 11 + 12 = 3.8319 + o.6989 = o. 782, a = 11
2 + Ii = 14.683 + o.488 = 0_972 

tr s 5. 794 tr S2 15.602 , 

"2 __ 2trS
2 

("2_2"" " 2)--0001 "~0001 0025 T 2 'I' a 'I' + a . , T = . = . . 
(n -l)(tr s) 

Entonces elI. C. aproximado al 95% esta dado por, 

I. C.= Vt ± Zo.os;2 r = 0.782 ± (1.96X.025) = (0.733,0.831) 

lo que puede interpretarse como sigue: Ia varianza explicada por las primeras dos 

componentes principales se encuentra entre 73 % y 83 % del total con un 95 % de 

confianza. 

4.5. 7.2 La hipotesis sobre varia cion isotropica (ibid, p. 235) 

Una hip6tesis mas conveniente es preguntarse si los ultimos ( p- k) valores 

caracteristicos de L son iguales, conocida como Ia hip6tesis de variaci6n isotr6pica. De 

no rechazarse H0 , querria decir que Ia variaci6n es igual en todas las direcciones del 

espacio ( p - k )-dimensional generado por los ultimos ( p - k) vectores caracteristicos, e 

implicaria que si alguna de las ( p - k) componentes se elimina entonces deberian 

eliminarse todas las ( p - k ) componentes ( es bueno recordar que por construcci6n, las 

componentes principales estan ordenadas de mayor a menor). 

Debe tenerse en cuenta que cualquier valor caracteristico que no es cero, por muy 

pequeiio que sea, es "significativamente" diferente de cero, ya que si A P = 0, entonces 

I P = 0 con probabilidad uno; en cuyo caso no tendria sentido pro bar si A P = 0, puesto 
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que se observaria de forma directa en los datos. Sin embargo, si tiene sentido probar si 

A. P =A. p-1; seria probar Ia hipotesis de que Ia dispersion es parcialmente isotropica en un 

subespacio bidimensional. 

De forma mas general, se puede probar Sl A p = A p-1 =, .. = A k+1 0 La prueba de 

variacion isotropica que se plantea como: 

H 0 :A.k+l =···= A.P vs. H 1:Al menos una A.; es diferente "i/ i = k + 1,···,p, (4 .5_27) 

es util para determinar cuantas componentes principales se pueden usar para describir los 

datos. 

Una vez que ya se ha decidido incluir al menos k componentes, suponga que se plantea 

si se incluye o no alguna otra. Sino se rechaza H0 en (4.5-27), implica que si se incluyen 

mas de k componentes principales, se deberan incluir todas las p que existen, puesto que 

cada una de las restantes ( p - k) componentes contienen, estadisticamente, Ia misma 

cantidad de informacion. 

Esta prueba de hipotesis puede comenzarse con k = 0 , es decir, pro bar si todas las A.; 

desde i = 1,2, .•• ,p son iguales; e ir aumentando k hasta que Ia hipotesis nula no se 

rechace. El estadistico de prueba (EP) por el criterio de razon de verosimilitud es: 

-2 InA.= np(a -1-/og g) (4.5-28) 

donde a y g , son Ia media aritmetica y geometrica, respectivamente, de los valores 

caracteristicos de f -•s y f es el estimador por maxima verosimilitud de I: bajo Ia 

hipotesis nula. Del desarrollo que tiene Mardia (1989; p. 23 5) de esta prueba, se tiene 

a= 1 y g = (gofaoip-k)jp' donde Ko = (lk+l X ••• X lp r/(p-k) es Ia media geometrica de 

los estimadores muestrales de los val ores caracteristicos repetidos (de los que se prueban 

si son iguales) y a0 = (1k+1 +·+lp )/(P- k) es Ia media aritmetica respectiva. 
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Ob I I ' . d ~ 1 ( 1 /k+l lp) d ahi serve que os va ores caractenst1cos e ~- S son 1,1, ••• , , -, • • ·,- , e que ao ao 
k p-k 

k+ (p-k)a0 

a = --~ao~ = 1. 
p 

Finalmente, sustituyendo los valores de a y g en (405-28) queda el EP como: 

-2lnA; n(p- k) In(;:). (4.5-29) 

En esta hip6tesis el EP se distribuye aproximadamente como una z~ donde 

h = ! (p - k + 2 )(p - k - 1), son los grados de libertad de H1 menos los grados de 

libertad de H 0 0 

Una mejor aproximaci6n a Ia ji-cuadrada es Ia aproximaci6n de Bartlett que se obtiene 
. d , 2p+ll sust1tuyen on porn= 11--6 - en (405-29): 
' 

, ( k) 1 (aoJ 2 n - n--P Ko Z'(p-k+2Xp-k-l)12 (4.5-30) 

La relaci6n · a0 / g0 resulta igual ya sea si se obtiene con los val ores caracteristicos de 

S o con los de Su 0 El criterio de decision para una prueba aproximada de tamaiio a es 

el siguiente: rechazar H0 si EP en (405-30) es mayor o igual que zlp-k+2Xp-k-l)t2; a Y no 

rechazar H0 en caso contrarioo 

EJEMPLO 4.5.6 Con los datos del ejemplo que se sigue, se hacen los calculos para 
probar si los 6 ultimos valores caracteristicos de :E son igualeso Se han obtenido que los 
valores caracteristicos de S son /1 = 3.832, /2 = 0.699, /3 = 0.456, /4 = 0.320, Is = 0.270, 

16 = 0.216 0 Los valores de a0 y g0 se obtienen con: 

ao = (lk+l +. · .+1 p) = 3.832 + 0.699 + 0.456 + 0.320 + 0.270 + 0.216 = 
0

_
966, 

p-k 6-0 . 
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( )
1/ p-k ( )1/6 . g0 = /k+1 x ... x /P . = 3.832 x 0.699 x 0.456 x 0.320 x 0.270 x 0.216 = 0.532, 

para usar Ia aproximaci6n de Bartlett dada en (4.5-30), se requiere tambien 

2p+11 2(6)+11 
n' = n - =55- = 51.167 . Entonces, el estadistico de prueba (EP) es: 

6 6 

EP = n'(p- k) In( a/iJ = 51.167(6) In(0.96%.532) = 183.133 

que se debe comparar con una z~ donde h = t(P - k + 2 )(p- k- I) = 20, teniendo que a 

un nivel de significancia de 0.05, Z~; o.os = 31.41 y a 0.01, Z~; 0.01 = 35.57. Como 

EP = 183.33 > Z~; 0.01 = 35.57 entonces se rechaza H0 con un nivel de significancia de 

a = 0.01 y se puede concluir que, al menos, alguno de los 6 val ores caracteristicos de :E 

es diferente a los demas. 

EJEMPLO 4.5. 7 Como se rechaz6 Ia prueba de isotropia para todos los valores carac­

teristicos de :E , convendria continuar indagando si los ultimos cinco valores 

caracteristicos son iguales (i.e. ahora k = 1 ); haciendo todos los pasos como en el 

Ejemplo 4.5.6, se obtiene que EP = 22.498 < z;4,o.os = 23.68 por lo que no se rechaza Ia 

hip6tesis nula y se concluye que los ultimos cinco valores caracteristicos de :E son 

iguales. i,C6mo se interpreta este resultado? El no rechazo de Ia hip6tesis nula sugiere 

que si se incluye Ia segunda componente habria que incluir a todas las restantes, puesto 

que contienen Ia misma cantidad de informacion. Sin embargo, en el caso de este ejemplo 

hay otros aspectos importantes que considerar: Ia primera componente principal explica 

solo el 66.14 % de Ia variaci6n total de los datos originates (lo cual es muy poco), en 

tanto que juntando las primeras dos componentes se explica el 78 .21 % (vease tambien el 

I.C. que se construy6 para las primeras dos componentes en el Ejemplo 4.5 .5); 

comparando los val ores del EP y z~ , se puede admitir que el criterio para no rechazar Ia 

hip6tesis nula no es tan "contundente" (una diferencia del 5 %), ya que si se hace Ia 

prueba de isotropia para los ultimos 4 valores caracteristicos poblacionales, el valor de Ia 

z~ es mas que el doble que su correspondiente EP; asi tambien, si se observa Ia grafica 
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de los porcentajes de Ia varianza total que explican los valores caracteristicos (Ia gratica 

de puntos) y Ia estructura de correlacion muestral, parece razonabl~ no desechar Ia 

segunda componente principal. Por estas razones, se pueden tomar las primeras dos 

componentes para estudiar Ia variabilidad de Ia informacion contenida en los datos 

originates. 

4.5. 7.3 Hip6tesis que involucran a Ia matriz de correlaci6n 

En ocasiones las variables originates sobre las que se desea generar las componentes 

principales son inconmensurables, es decir, estan en unidades de medicion diferentes y no 

son comparables. En estos casas se sugiere el usa de Ia matriz de correlaciones en Iugar 

de Ia matriz de covarianzas en Ia construccion de las componentes principales, con Ia 

finalidad de estandarizar las variables y hacerlas conmensurables. Las pruebas de hipotesis 

sabre Ia matriz de correlaciones poblacional son las que se presentan enseguida. 

4.5. 7.3.1 La hip6tesis de que todos los eigenvalores de Ia matriz poblacional P de 

correlaciones son iguales 

De acuerdo a Mardia et a/. (1989) esta prueba fue propuesta par Box en 1949. 

Cuando las variables estan estandarizadas, Ia matriz de correlacion muestral R puede 

considerarse como un estimador de Ia matriz de correlacion poblacional P . Esta 

hipotesis es equivalente a: 

(4.5-31) 

Para probarla se emplea el siguiente estadistico de prueba: 

EP = -n' IniRI, (4.5-32) 

don de n' = n - ( 2 p + 11) /6, que tiene una distribucion asintotica ji-cuadrada con 

t p(p + 1)- p = t p(p -1) = h grados de libertad. La regia de decision para una prueba 

aproximada de tamaiio a es: rechazar H0 si EP en (4.5-32) es mayor o igual que z~:a; 

no rechazar H 0 cuando EP sea men or que z~:a . 
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4.5. 7 .3.2 La hipotesis que los ultimos (p- k) val ores caracteristicos de P son 

iguales, don de 0 < k < p - 1 

Mardia eta/. (1989) presentan la prueba sugerida por Bartlett en 1951 en donde se 

usa: 

EP = (n -1)(p- k) In( 'XJ· (4.5-33) 

donde a0 y g0 son las medias aritmetica y geometrica de los (p- k) eigenvalores mas 

pequeiios de R . Pero se tiene el inconveniente de que este EP en (4.5-33) no tiene una 

distribuci6n asint6tica ji-cuadrada; sin embargo, si las primeras k componentes principales 

reunen claramente una alta proporci6n de la varianza, o si se esta consciente de que se va 

a realizar una prueba conservadora (es decir, que no rechaza H0 en varios de los casos 

en los que deberia hacerlo ), se puede considerar que el EP se distribuye como un ji­

cuadrada con i(P- k + 2)(p- k -1) grados de libertad. Por supuesto que Ia regia de 

decision para una prueba (muy) aproximada de tamaiio a es: rechazar H0 si el EP en 

(4.5-33) es mayor que 6 igual a z~.s(p-k+2Xp-k-t); no rechazar H0 de otro modo. 

4.5.8 El Uso de las Componentes Principales en Ia Regresion Multiple 

(Mardia eta/., 1989; 244-245) 

Se dice que cuando las variables independientes en un modelo de regresi6n multiple 

son altamente dependientes -esto es, que se explican en gran medida entre si- se tiene 

el problema de que los estimadores de los coeficientes de regresi6n seran muy imprecisos; 

en este caso, recomiendan desechar alguna de las variables independientes con Ia finalidad 

de incrementar Ia estabilidad de los coeficientes de regresi6n. 

Tambien se puede reducir Ia dimensionalidad usando componentes principales (Massy, 

1966 citado por Mardia et a/. 1989). Las componentes principales se usan para eliminar 

multicolinealidad en las variables independientes. Hay que tener en cuenta que el criterio 

de selecci6n de las componentes principales en un contexto de regresi6n es, en cierta 
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medida, diferente a como se hizo en el ejemplo de las calificaciones. En ese caso, 

convenia seleccionar a las componentes principales con las varianzas mas grandes que 

explicaran al maximo, Ia variaci6n total de Ia matriz de los datos originates. En cambio, 

en el escenario de Ia regresi6n multiple, como el objetivo es que un grupo de variables 

independientes expliquen el comportamiento de Ia variable dependiente, es mas adecuado 

seleccionar todas aquellas componentes principales que tengan las mayores correlaciones 

con Ia variable dependiente. En Ia regresi6n multivariada se examinan las correlaciones de 

las componentes con cada una de las variables dependientes. Muchas veces, las 

componentes con varianzas mayores coinciden en explicar mejor a Ia variable 

dependiente, lo que facilita Ia selecci6n de componentes para el analisis de regresi6n. 

Las componentes principales pueden o no tener un significado intuitivo claro; cuando 

si lo tienen, posiblemente sea mejor obtener Ia ecuaci6n de regresi6n en terminos de Ia 

componentes, mientras que cuando no resulta facil interpretar a las componentes, se 

sugiere volver a transformar las componentes a las variables originates. 

Considere que se taman n observaciones, sabre una variable dependiente y q variables 

independientes, las cuales se centran de forma que y =X;= 0, i = 1, ... ,q; entonces Ia 

ecuaci6n de regresi6n es: 

(4.5-34) 

Note que y es de arden n x 1 y X de dimension n x q. Si se denota Ia 

transformaci6n componentes principales como W = XG (ya que las observaciones estan 

centrad as), entonces Ia ecuaci6n de regresi6n puede escribirse como: 

y= Wa. +£, (4.5-35) 

donde a. = G' p. El hecho de que las columnas de W son ortogonales, es lo que hace 

que los estimadores de minimos cuadrados a; y su distribuci6n no se alteren si alguna de 

las columnas de W no se considera en Ia regresi6n. El estimador de a; obtenido por 

minimos cuadrados es: 

197 



A 1 ' 
a;= -w(;)Y· i = 1,2, ... ,p, 

nl; 
(4.5-36) 

donde 1; es el i-esimo valor caracteristico de Ia matriz de covarianzas, ~ X'X (por Ia 

estandarizaci6n convenida). Todas las a; se pueden disponer en un vector <i usando: 

En Ia ecuaci6n de regresi6n escrita en terminos de las componentes, 

& = y- W<i =(I- Pw )y, donde Pw = W{W'Wf
1
W'. Otros resultados importantes 

( ) -1 • -t • X' cov w;.Y = n w(i)Y = n g(i) y. 

Trabajando con componentes, se puede probar si Ia contribuci6n de w; es o no 

significativa en Ia regresi6n, planteandolo como: 

(4.5-37) 

La hip6tesis se prueba usando el estadistico de prueba siguiente: 

A ( )1/2 ' 
1 

= a;nl; = w(i)Y _
1 

. 
cal {A'A/{ ))1/2 { A'A/{ ))1/2 n-q-1, a/2 . & & n - q - 1 nl;& & n - q - 1 

(4.5-38) 

La regia de decision con un nivel de significancia a es: rechazar H 0 si ltcall > tn-q-1; a/2; 

no rechazar de otro modo. 

El uso de componentes principales no es sugerible cuando las variables consideradas 

en el modelo sean inconmensurables, por Ia sensibilidad de este metodo a los cambios de 

escala. Como soluci6n a este problema, Weisberg (1980, citado por Pia, 1988) sugiere 

particionar el grupo de variables en grupos mas homogeneos y realizar el analisis de 

componentes principales dentro de cada grupo, y despues, ajustar el modelo de regresi6n 

en funci6n de los grupos de componentes principales. Haciendo este tipo de ajuste no se 

eliminara Ia multicolinealidad por completo, pero no habra correlaci6n dentro de grupos. 
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EJEMPLO 4.5.8 Ejemplo del uso de componentes principales en Ia regresi6n lineal. En 

el Cuadro 4.5 .3 se tienen las observaciones de 20 arboles de eucalipto con las variables 

altura y diametro (en m y em, respectivamente). Para cada arbol, que corresponden a 

diferentes sitios, se cuenta con las cantidades de nueve nutrimentos (N, P, K, Ca, Mg, Fe, 

Cu, Zn, Mn) en partes por mill6n de una muestra de suelo. 

Cuadro 4.5.3 Variables dasometricas de 20 eucaliptos y nutrimentos de las mues-
tras de suelo corres~ondientes 

--~~ ............... ~!!.:_··-···~-~~····--····~-----~---~---~~--M8 .... ______ f.~------f..~ .. -~!!. __ M!! .. 
1 6.90 6.7 4.9 0.75 342 2598 875.6 16.27 0.230 1.53 17.69 
2 8.50 9.7 3.5 3.55 394 2075 969.5 12.65 0.008 0.67 5.66 
3 10.40 14.7 3.5 14.86 338 2468 934.3 0.49 0.410 0.49 2.07 
4 10.80 17.0 4.9 0.15 330 2862 651.7 7.32 0.160 1.15 2.27 
5 13.00 15.8 4.2 0.78 254 1974 679.4 1.60 0.270 0.36 17.7 
6 13.20 19.1 4.2 0.08 410 1832 111.7 1.15 0.410 0.66 3.69 
7 14.10 22.3 4.9 0.06 598 1951 790.1 3.57 0.270 0.63 4.82 
8 9.90 9.2 3.2 3.75 661 2126 759.3 4.67 0.170 0.58 6.89 
9 13.02 29.2 3.5 3.22 562 2544 946.2 9.24 0.100 0.82 14.31 

10 13.27 13.1 3.0 5.78 539 2949 808.0 1.85 0.360 0.15 10.24 
11 12.01 19.8 4.5 6.54 540 2434 921.9 4.36 0.120 0.91 14.64 
12 9.19 8.1 3.2 3.90 245 2298 838.2 14.20 0.430 0.83 3.72 
13 14.11 10.9 4.6 5.05 293 2243 711.2 1.45 0.050 0.80 15.24 
14 9.46 15.9 3.6 13.50 497 1934 1085 11.75 0.320 0.43 1.53 
15 12.39 13.7 4.3 4.77 508 1947 864.0 5.06 0.150 0.55 16.23 
16 16.11 19.6 4.1 6.46 427 2255 407.7 0.36 0.380 0.65 11 .27 
17 8.33 13 .6 3.2 6.36 441 2054 957.7 9.00 0.340 0.76 10.77 
18 16.70 14.2 3.9 6.63 376 2154 591.1 10.91 0.080 0.18 10.14 
19 11.41 21.4 2.8 4.50 198 1960 672.3 7.71 0.500 0.63 0.26 
20 18.45 20.1 3.1 2.32 372 2686 359.7 11.54 0.260 0.55 8.60 

Fuente: Datos adaptados y usados por cortesia del Bioi. F. Vargas LOpez. 

Con los datos de los nueve nutrimentos del Cuadro 4.5.3 se construyeron las 

componentes principales que se reportan en el Cuadro 4.5.4. 

Cuadro 4.5.4 Componentes principales &eneradas a partir de los nueve nutri-
mentos de los 20 sitios del Cuadro 4.5.3 

Componente principal 
obser 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 339.53 87.67 -92.87 8.63 8.31 0.98 0.86 0.27 0.12 
2 -173 .71 231 .02 -59.42 -2.48 5.10 -1.67 ..(J.27 ..(J.14 ..(J.22 
3 214.61 155.28 -106.96 -8.39 -11.50 2.14 0.27 0.08 0.00 
4 584.36 -155.97 -66.76 -6.11 1.33 -5.23 1.04 ..(J.07 ..(J.08 
5 -299.09 -68.95 -150.27 11.42 -4.15 -2.96 -() .50 ..(J.27 0.08 
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Componente principal 
obser 1 2 3 4 5 6 7 8 9 -· 6 -485.26 -590.00 95.89 -3.21 0.11 -0.97 0.27 0.17 0.02 

7 -310.06 98.05 170.73 -2.77 1.11 -5.98 0.70 -0.20 0.13 
8 -137.58 63.89 238.72 -2.68 0.95 -1.16 -0.65 0.18 -0.12 
9 293.33 197.47 112.38 4.16 2.81 -0.33 -0.51 0.11 -0.07 

10 685.56 24.86 114.29 -0.76 -5.10 -1.07 -1.04 -0.25 0.13 
11 181.52 178.92 94.20 4.42 -2.96 0.79 0.54 0.15 -0.05 
12 36.61 59.41 -183 .87 -4.36 5.26 -0.62 -0.39 0.07 0.10 
13 -28.07 -53.16 -115.78 7.23 -6.14 -0.31 0.41 0.02 -0.19 
14 -304.00 372.96 22.57 -9.07 0.94 4.81 0.57 -0.12 0.08 
15 -308.82 156.36 69.85 7.50 -0.99 0.69 0.15 -0.09 0.02 
16 -39.53 -330.57 66.17 1.89 -5.17 3.11 0.27 0.21 0.05 
17 -195.18 228.83 -11.17 1.75 0.96 1.00 -0.59 0.27 0.04 
18 -125.77 -150.34 -14.78 0.64 3.31 5.26 0.22 -0.49 -0.06 
19 -314.13 -83 .93 -20~ . 57 -6.53 0.04 -1.98 -0.81 0.18 0.02 
20 385.68 -421.79 21.66 -1.27 5.85 3.49 -0.55 -0.08 . -0.02 

Cada componente principal explica los siguientes porcentajes de Ia variaci6n total 

contenida en los datos originates. 

Comp. princ. % o/oacumulado 
1 60.03 60.03 
2 31.75 91.78 
3 8.19 99.97 
4 0.02 99.99 
5 0.01 100.00 
6 0.00 100.00 
7 0.00 100.00 
8 0.00 100.00 
9 0.00 100.00 

Con las primeras tres componentes principales se hace una regresi6n lineal (multiple) 

usando como variable dependiente a Ia altura. La intenci6n de esto, es explorar Ia posible 

relaci6n que existe entre estas componentes principales, construidas a partir de los datos 

originates de las muestras de suelo, y Ia respuesta en altura de los arboles. Los resultados 

obtenidos con Ia computadora son los siguientes: 
Model: MODELl. Dependent Variable: ALT 

Source 
Model 
Error 
C Total 

or 
3 

16 
19 

Analysis of Variance 
Sum o f Mean 

Squares 
78.39428 
91.05449 

169.44877 

Square 
26. 13143 

5 .69091 
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Root MSE 2 .3855 6 R-square 0.462 6 
Dep Mean 12 . 062 5 0 Adj R-sq 0.3619 
c. v. 1 9.77 668 

Parame t er Estimates 

Paramete r Standard T for HO : 
Variable OF Estima t e Error Parameter=O Pro b > ITI 
INTERCEP 1 1 2 . 062 500 0 .5334 2787 22.613 0 . 0001 
PRIN1 1 0. 00043 1 0.001664 21 0. 2 59 0 . 7990 
PRIN2 1 -0.00784 8 0.0022 8837 -3. 430 0.0034 
PRIN3 1 0 .0062 88 0.00450694 1. 3 95 0.18 2 0 

Puede observarse que el segundo coeficiente de regresi6n a 2 = -0.00785 resulta 

significativamente diferente de cero (nivel de significancia de 0.01}, mientras que el 

primero y el tercero no son significativamente diferentes de cero. Es notorio tambien que 

el tercer coeficiente de regresi6n a3 ~ 0.00629 estuvo "mas cerca" de considerarse 

diferente de cero con respecto al primer coeficiente a I = 0.000431. Los calculos de este 

ejemplo se hicieron con el Programa 4.5 .9.2. 

4.5.9 Anexo de Programas 

Programa 4.5.9.1 Si los datos del Cuadro 4.5 .1 estan en el archivo extemo 

MATEDAT.TXT, los calculos para los Ejemplos 4.5.1 y 4.5.2 se pueden hacer con este 

programa. 

DATA CALIFMA T; 
INFILE 'C:\COMPRIN\MATEDAT.TXT; 
INPUT AL SEX GEO ARIT HIS LECT COM PSI; 
t• AL:no.alumno SEX GEO:geometria ARIT:aritmetica HIS:historia LECT:lectura y redaccion 

COM:comunicacion educativa PSI:psicologia educativa •t 
PROC IML WORKSIZE=80; USE CALIFMA T; 
READ ALL VAR {GEO ARIT HIS LECT COM PSI} INTO X; 
START XIMBAL (X,prom,mp1,mp2,VM,S,DIAGS,G,L,VARITOT,PROP, Y, GG, rijCUA, 
rij); 
n=NROW(X);p 1 ={ .25,.25, .125,.125,.125,.125} ;p2={ .1,.1,.2,.2, .2,.2} ; 
PROM=X*(l/6)*1(6,1 ,1); /*promedios de los estudiantes •t 
MP 1 = X*p 1; /*media poderada 1*/ 
MP2=X*p2; /*media ponderada 2*/ 
VM=(lln)*X' *J(n,1,1); /*VM es el vector que contiene las medias de las variables •; 
H=I(n)-(lln)*J(n,n,1); /* H es Ia matriz centrante */ 
S= (1/n)*X' *H*X; /* S es Ia matriz de varianzas y covarianzas muestral */ 

/*Cuando Ia capacidad de Ia computadora no sea Ia requerida para el 
paso anterior, se puede usar S=( 1/n)*(X' •x-n•VM*VM' ); */ 
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G=EIGVEC(S); I*G es Ia matriz que contiene los eigenvectores de Ia matriz S*l 
L=G' *S*G; L=DIAG(L); 

I*L es una matriz diagonal que contiene los eigenvalores de Ia matriz S *I 
I* cada valor de Ia diagonal de L expresa Ia varianza de Ia componente · 

correspondiente, L=G' SG *I 
V ARITOT=TRACE(L); 
PROP=(1N ARITOT)*L; 
Y =(X -J (N, 1, 1 )*VM' )*G; 

I*Contiene Ia variacion total en S, =tr(L)=tr(S) *I 
/*Calcula el peso de cada componente principal en Ia variacion total *I 
1• Y es Ia matriz que contiene Ia transformacion comprin, 

de las variables originales •t 
GG=G#G; DIAGS=DIAG(l!S); I* DIAGS es una matriz diagonal que 

contiene los reciprocos de los elementos 
de Ia diagonal de S *I 

rij=DIAGS##0.5*G*L##0.5; l*es una matriz en donde cada rij representa Ia correlacion simple 
entre Ia variable original xi y Ia componente principal :ri *I 

rijCUA=DIAGS*GG*L; I* es una matriz en donde cada rijCUA representa Ia proporcion de Ia 
variacion de xi que explica Ia componente Y,j *I 

FINISH; 
RUN XIMBAL(X,prom,mp1 ,mp2,VM,S,DIAGS,G,L,VARITOT, PROP,Y, GG, rijCUA, rij); 
PRINT X prom mpl mp2 VMS DIAGS G GG L VARITOT PROP Y rijCUA rij; 
QUIT; 

Programa 4.5.9.2 Programa que hace los calculos del Ejemplo 4.5.8. 

DATA MINERV; 
IN FILE 'C:ICOMPRIN/P ANCHO l.DAT; 
INPUT ALT DIAM N P K CA MG FE CU ZN MN; 
DATA B;SET MINERV; 
PROC DATASETS;DELETE MINERV; 
PROC PRINCOMP DATA=B COV OUT=D; 
VAR N P K CA MG FE CU ZN MN; 
PROC DATASETS;DELETE B; 
PROC REG; 
MODEL ALT=PRINI PRIN2 PRIN3; 
OUTPUT OUT=A P=PHAT R=RES; 
PROC DATASETS;DETETE D; 
DATA C;SET A; 
PROC DATASETS;DELETE A; 
PROC PRINT; 
RUN; 
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4.6 METODO DE CORRELACIONES CANONICAS 

4.6.1 Introduccion 

Este metodo tiene por objeto evaluar el grado de relaci6n entre dos conjuntos de 

variables. En el amilisis de correlaciones can6nicas, una colecci6n de variables es 

particionada en dos grupos: un conjunto x y un conjunto y , presumiendo que hay algiln 

tipo de relaci6n entre las variables x y las variables y ; lo que se trata es de encontrar dos 

combinaciones lineales, 17 = a' x y rp = b' y, tal que 17 y rp tengan Ia mayor correlaci6n 

posible. Observe que 17 es Ia combinaci6n lineal sobre las variables X1, ••• , Xq contenidas 

en el vector x y el vector que contiene los coeficientes de Ia combinaci6n lineal es a; 

similarmente, rp es Ia combinaci6n lineal sobre las variables J), ... ,YP arregladas en el 

vector y, y b es el vector que contiene sus respectivos coeficientes (Harris, 1985; Mardia 

eta/., 1989). Esta tecnica fue introducida por Harold Hotelling en 1936 para analizar Ia 

estructura de Ia relaci6n entre dos conjuntos de variables continuas y en los aiios sesenta 

Kendall & Stuart presentaron una adaptaci6n del amilisis de correlaciones can6nicas para 

tablas de contingencia de doble entrada (Srikantan, 1970; Morrison, 1981 ). 

Existe cierta relaci6n entre el metodo de componentes principales y el de correlaciones 

can6nicas; sin embargo, el primero estudia las relaciones dentro un conjunto de variables 

y las correlaciones can6nicas centran su atenci6n en las posibles relaciones entre dos 

grupos de variables, las x y las y (Mardia eta/., 1989). 

El ~milisis de correlaciones can6nicas puede visualizarse como una generalizaci6n de 

Ia regresi6n multiple. En Ia regresi6n multiple hay un grupo de q variables X y un grupo 
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de p = 1 variable y. En Ia soluci6n de Ia regresi6n se encuentra Ia combinaci6n lineal a' x 

que tenga Ia maxima correlaci6n con Ia variable dependiente y (ibid.). 

En el amilisis de correlaciones can6nicas, el conjunto y contiene p ~ 1 variables y se 

buscan dos vectores a y b · 3 · corr( a' x, b' y) sea maxima. En este amilisis no existe el 

supuesto de asimetria causal ~omo sucede en Ia regresi6n donde, explicitamente, 

cierta(s) variable(s), la(s) dependiente(s), esta(n) en funci6n de otras, llamadas 

predictoras-- sino que x y y se toman simetricamente en el analisis estadistico; sin 

embargo, si se considerara que las variables x son las que "explican" a las variables y , 

entonces puede decirse que Ia combinaci6n lineal TJ =a' x es el "mejor predictor" y que 

Ia combinaci6n lineal ¢ = b' y es "el criterio mas predecible", bajo el entendido de que 

ambas combinaciones lineales tienen Ia mayor correlaci6n posible. Puede observarse que 

Ia cuesti6n es enteramente analoga, si se supone que las variables x estan en funci6n de 

las variables y (ibid) . 

EJEMPLO 4.6.1 (Stiteler, 1979). Es usual en Ia dasonomia describir Ia calidad de 

silio1 para algl!n prop6sito, tal como Ia producci6n maderable, usando un numero 

conocido como indice de silio2
. Un estudio de Ia relaci6n entre varias caracteristicas 

ambientales y Ia calidad de sitio puede involucrar el coeficiente de correlaci6n multiple 

entre este indice de sitio y las variables ambientales. Podria, sin embargo, ser mas 

razonable describir Ia calidad de sitio a traves de varias variables ( clima, geologia, tipo de 

suelo, topografia y vegetaci6n actual) que necesitan una tecnica para correlacionar dos 

grupos de variables. + 

1 En el contexto del manejo forestal, Ia calidad de sitio (o calidad d~ estaci6n) puede definirse como Ia 
producci6n maderable potencial de un sitio para una especie o tipo de bosque particular. La calidad de 
sitio s6lo tiene sentido con respecto a una o mas especies que podrian considerarse para el manejo en una 
ubicaci6n particular (Clutter et a/., 1983; p. 31 ). 

2 Es un criterio tradicional a traves del cual se ha clasificado ai suelo forestal, bajo el supuesto que para 
una especie dada, los sitios mas fertiles produciran, a una detenninada edad base, arboles de mayores 
dimensiones que los sitios con menor fertilidad (Mendoza, 1993; p. 37). 
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EJEMPLO 4.6.2 Con los datos del Cuadro 4.6.1 suponer que X1 = diametro normal, 

X2 = altura a Ia base de Ia cop a (altura de fuste limpio ), ~ = radio de Ia base de Ia copa 

y I; = altura total. Se puede explorar Ia relaci6n que existe entre el grupo de variables 

x = ( X1, X2 )' y las variables y = (~,I;)' con un amilisis de correlaciones can6nicas. 

Vease el Ejemplo 4.6.3 . • 

Cuadro 4.6.1 Mediciones de 4 dimensiones en 31 coniferas 

Diam. en Altura total altura a Ia ba- Radio de Ia 
em enm se de Ia copa base de Ia 

(hbc} en m COEaen em 
1 86.1 32.7 9 279.9 
2 97.3 33 .8 9.6 682.5 
3 47.8 27.7 2.8 261.6 
4 40.9 19.5 9.1 139.5 
5 80.3 35 .1 12.4 279.9 
6 49.5 24.9 7.3 351.8 
7 75 .2 33.7 11.7 340.9 
8 63 .5 30.8 7.2 239.8 
9 35 .6 12.0 1.6 193.3 
10 27.4 10.7 1.1 166.6 
11 64.8 33.7 13.2 239.0 
12 76.5 38.6 13.7 299.5 
13 68.3 31.1 11.2 400.3 
14 53 .3 22.1 3.1 181.6 
15 46.2 16.2 4.1 117.8 
16 30.5 11.2 0.0 211.3 
17 67.6 26.8 '12.3 147.9 
18 69.9 4.4 2.4 244.1 
19 51.3 21.1 8.2 332.5 
20 38.6 20.8 6.1 336.1 
21 71.6 34.1 9.8 151.4 
22 56.1 28.7 11.0 263.6 
23 55 .9 29.1 6.4 308.1 
24 34.0 13.0 0.4 136.2 
25 28 .2 13.4 0.6 168.4 
26 29.5 14.4 0,5 207.8 
27 79.0 32.1 6.2 358.7 
28 36.1 21.3 3.1 258.6 
29 45.7 34.7 5.1 110.0 
30 70.4 34.8 10.0 287.3 
31 75 .4 36.8 9.3 251.9 
Fuente: Tornado de Biging & Gill (1997, p. 27) 
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4.6.2 Correlaciones Canonicas Poblacionales 

(Mardia et al., 1989; pp. 282-287) 

Suponga que[;] es un vector aleatorio de orden (q+ p) xI que se puede particionar 

en un vector aleatorio x de orden q x 1 y un vector aleatorio y de dimension p x 1 . 

Suponer que x tiene vector de medias J.L1 y matriz de covarianzas l: 11 ; que y tiene 

vector de medias J.L 2 y matriz de covarianzas l: 22 . Esto es: 

xl ~ 
x2 

- CJ.L1. Ln) 
I; 

- (J.l2,l:22). X= y y= 

xq yp 

Suponer tambien que Cov(x,y)=E{(x-J.L1 )(y-J.L2 )'}=l: 12 =l:~ 1 . Considerando las 

combinaciones lineales 1J = a' x y t/J = b' y, Ia correlaci6n entre 1J y t/J es: 

(4.6-1) 

Ahora el objetivo es encontrar los valores de a y b , tal que Ia correlaci6n Ji... a' x, b' y) 

sea maxima. Los valores que tome Ia Ji...a'x,b'y) dependen de los vectores a y b . 

La presentaci6n de los resultados, se facilita conviniendo en Ia notaci6n que viene 

enseguida. Suponer que l: 11 y l: 22 son matrices no-singulares ( es decir, que tienen 

determinante diferente de cero y entonces inversa (mica) y sea: 

K- l:-1/2l: l:-1/2 
- 11 12 22 ° (4.6-2) 

Racer tambien: 

(4.6-3) 
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y 

M ~-I/2N ~112 ~-1~ ~-~~ 
1 - "-11 1"-11 - "-11"-12"-22"-21• 

M ~-l/2N ~1/2 ~-~~ ~-~~ 
2 - "-22 2"-22 - "-22"-21"-11"-12" 

(4.6-4) 

Las matrices M1 , N 1• M2 y N 2 tienen los mismos valores caracteristicos diferentes de 

cero y como N 1 = KK' es positiva semi-definida, todos sus valores caracteristicos 

diferentes de cero, son positivos. Si k es el numero de valores caracteristicos diferentes 

de cero, entonces k = r(K)= r(l:12 ) donde r(-) denota el rango de (·) . Por facilidad, 

suponer que todos los k valores caracteristicos son distintos entre si y que estan 

ordenados de Ia siguiente manera A.1 > A. 2 > ... > A.k > 0. 

Por el teorema de Ia descomposici6n del valor singular (ver Secci6n 2.4.6), puede 

escribirse Ia matriz K de Ia expresi6n (4.6-2) como: 

(4.6-5) 

donde a.; y J3; es el i-esimo vector caracteristico estandarizado de N 1 y N 2 , respecti­

vamente, asociadas a A.; (note que los valores caracteristicos diferentes de cero de N 1 y 

N 2 son los mismos) y 

D=[! 
Como se esta suponiendo que A; :;:. A. 1, 'Vi :t:. j, i,j = l, ... ,k, los vectores 

caracteristicos son unicos excepto por el signo y este se escogera de tal forma que las 

raices cuadradas .[.f; en D sean positivas. Tambien se tiene que como N 1 = Ni y 

N 2 = Ni (ambas matrices son simetricas), sus vectores caracteristicos son ortogonales, 

por lo tanto: 

(4.6-6) 
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donde 8iJ es Ia delta de Kronecker, que es igual a 1 para toda i = j, i,j = 1, .. . ,k y vale 

cera, de otro modo. 

Definicion Usando Ia notaci6n anterior, se establecen: 

Don de, 

'C'-1/2 
a;= ""H a;, (4.6-7) 

(a) los vectores a; y h; se conocen como los i-esimos vectores de correlaci6n can6nica 

para x y y , respectivamente; 

(b) las variables aleatorias TJ; = a;'x y f/J; = b;Y son denominadas las i-esimas variables 

de correlaci6n can6nica; 

(c) P; = JI: se denomina como el i-esimo coeficiente de correlaci6n can6nica. 

Se tiene entonces que: 

corr(TJ;,TJ1 )=a;:E11a1 =a;aj =8u 

corr( f/J;. ¢J1 ) = h;:E 22b 1 = p;p 1 = 8u· (4.6-8) 

Por lo tanto, las i-esimas variables de correlaci6n can6nica para x no estan 

correlacionadas y estan estandarizadas con varianza 1; lo mismo pasa con las 

correspondientes para y . 

Algunas propiedades de las correlaciones canonicas 

Resultado l. (Teorema 10.2.3, ibid, p. 285) Sean TJ; y f/J; las i-esimas variables de 

correlaci6n can6nica, i = 1, .. . ,k, y sean ll = (TJ1, ••• , 'lk )' y ell = ( rp1, ••• , f/Jk )' . Entonces: 

(
lll ( I A

1
1

2J 
Var c~»J = AI/2 I . (4.6-9) 

Prueba. (ibid.). 
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Resultado 2. (Teorema 10.2.4, ibid, p. 285) Si x* = U'x + u y y* = V'y + v, donde 

U qxq y V pxp son matrices no-singulares y uqxl y v pxl son vectores con val ores fijos, 

entonces: 

(a) las correlaciones can6nicas entre x* y y* son las mismas que las de x y y~ 

(b) los vectores de correlaci6n can6nica para x* y y* estan dados por a7 = u-1a; y 

h7 = v-1bi, i = 1, ... ,k, donde ai y hi son los vectores de correlaciones can6nicas 

para x y y, respectivamente. 

La prueba de este resultado puede verse en Ia referenda citada. 

EI analisis de correlaciones can6nicas usando Ia matriz de correlaciones P conduce 

esencialmente a los mismos resultados que usando Ia matriz I:, propiedad de invarianza 

que no se cumple en las componentes principales (ibid). 

4.6.3 Correlaciones Canonicas Muestrales (ibid., pp 287-288) 

El desarrollo poblacional puede extenderse de forma directa en el analisis de datos 

muestrales. Lo que se tiene que hacer es substituir todas las I: lj por Sif, i, j = 1,2~ y usar 

li en Iugar de A.i, ri en vez de pi, etc., es decir, reemplazar todos los valores 

poblacionales por sus amilogos muestrales. Para datos con distribuci6n normal, S es el 

estimador de maxima verosimilitud de I: , asi que los valores de las correlaciones 

can6nicas muestrales, en este caso, seran los estimadores de maxima verosimilitud de los 

valores poblacionales correspondientes, excepto cuando hayan valores caracteristicos 

poblacionales repetidos. 

S. ( · [Su S12 J . [I:u 1 X, Y) es Ia matriz de datos y S = es el est1mador de I: = 
S21 S22 I:21 

se tiene que Ia correlaci6n maxima entre las i-esimas variables (de correlaciones) 
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can6nicas de ambos grupos de variables (originates), escrita por directa analogia de (4.6-

1), es: 

EJEMPLO 4.6.3 Haciendo el amllisis descrito en el Ejemplo 4.6.2 para los datos del 

Cuadro 4.6.1, se obtuvieron los siguientes resultados corriendo el Programa 4.6. 7.1 

escrito en IML de SAS; A1 y A2 son el primer y segundo vectores de correlaciones 

can6nicas para las variables x; B 1 y B2 son los dos vectores de correlaciones can6nicas 

para el grupo de variables y. 

Al A2 Bl B2 
0.5067733 1.413429 0.2440686 1.0559984 
0.5632894 -1.391871 0.8801917 -0.632428 

La pnmeras variables de correlaci6n can6nica (muestral) para el h-esimo arbol, 

h = 1, ... ,31 se obtuvieron con 'I hi = 0.501xh1 +0.563xh2 , y ¢h1 = 0.244yh1 + 0.880yh2 ; las 

segundas variables de correlaci6n can6nica para el h-esimo arbol fueron calculadas 

usando 'lhl = 1.413xh1 - 1.392xh2 y ¢h2 = 1.056yh1 - 0.632yh2 . Los valores de 'lhl se 

escribieron en Ia columna VCCA1 de Ia salida de SAS; los de 'lhl, en VCCA2; los de 

tPhi• en VCCB1; y los de tPhl• en VCCB2. 

VCCAl 
48.702787 
54.716622 
25.800975 
25.852962 
47.678686 
29.197292 
44.699839 
36.235789 
18.942393 
14 . 505207 
40.274331 
46.485224 
40.921459 
28.757215 
25.722414 
15.456586 
41.186336 

36.77535 
30.616444 
22.997515 
41.805206 
34.626166 
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VCCA2 
109.16939 
124.16468 
63.664666 
45.143217 
96.239144 
59.804074 
90.004966 
79.731267 
48.091078 
37.196896 
73.217497 
89.058681 
80.948241 
71.020964 
59.593747 
43.109584 
78.427783 
95.458195 
61.095562 
46.067944 
87.561177 
63.982782 

VCCB1 
97.097057 
196.32727 
88.229644 
51.211302 
99.209517 
107.78009 
112.86543 
85.637544 
57.740752 
50.079872 
87.994845 
107.07393 
125.0746 

63.775086 
43.010381 
61.429832 
59.686877 
63.449977 
99.724839 
100.33943 
66.966517 
89.597973 

VCCB2 
274.89358 
699.34288 
258.73095 
134.97944 
273.37575 

355.7528 
338.67706 
233.74965 
196.53537 
169.16236 
231.07082 
291.85983 
403.04767 
177.79267 
114.15129 
216.04928 
139.23311 
254.98654 
337.77526 
341.76658 
138.31238 
260.21051 



31.933681 70.102704 100.8111 306.94947 
17.455609 47.499837 44.684629 135.60543 

14.628981 39.023575 52.895713 169.35561 
15.231458 41.00022 63.392206 210.32952 
43.527487 103.03129 115.80154 358.48571 
20.040714 46.709986 81.864211 259.61049 
26.032317 57.495161 57.390194 94.21459 
41.309736 85.586688 100.75157 281.37987 

43.4493 93.628143 93.871924 242.73267 

Puede verse que las pnmeras variables de correlaciones can6nicas, 'lhl y ¢h1 , 

representan Ia suma del ancho y Ia altura correspondientes; en un caso, el diametro 

normal y Ia altura de fuste limpio y para el grupo de variables y, el radio de Ia copa y Ia 

altura total. Las segundas variables de correlaciones can6nicas, '1h2 y ¢h2 , miden las 

diferencias entre diametros y alturas; esta medida puede relacionarse de alg(ln modo con 

los conceptos forestales del coeficiente de esbeltez y el coeficiente de robustez para 

diferenciar entre arboles "esbeltos" y arboles "robustos". Por propiedades se tiene que 

C ov( 17 hi, 17.,) = [ ~ ~] y esta situaciOn se cumple tambien para las variables de 

correlaci6n can6nica dey. Finalmente, los coeficientes de correlaciones can6nicas indican 

Ia correlaci6n mas alta entre un grupo de variables y el otro. 

R1 R2 
0.8460664 0.3595589 

Asi corr(qh1,¢h1) = 0.846 y corr(qh2,¢h2 ) = 0.360 . Estos valores muestrales pueden 

denotarse por r1 y r2 , respectivamente. + 

4.6.4 La Hipotesis 1:12 = o (ibid., pp. 288) 

Considerar Ia hip6tesis H0 : 1:12 = 0, para probar silos dos conjuntos de variables, x y 

y , no estan correlacionadas entre si. Bajo el supuesto de normalidad, el estadistico de 

maxima verosimilitud para probar Ia hip6tesis nula es: 
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que tiene una distribucion A(p, n -1- q, q) de Wilks donde r;, i = 1, ... ,k, son los 

coeficientes de correlaciones canonicas muestrales con k = min(p,q). La regia de 

decision para una prueba de tamaii.o a es: rechazar H0 si ;._2/n <A(p, n-1-q, q; -a) 

donde A(p, n -1- q, q; a) es el punto 100a% inferior de una distribucion lambda de 

Wilks con parametros p, n -1- q y q. 

Con la aprox.imacion de Bartlett, se tiene el siguiente estadistico: 

k 

EP = -{n- t<P+ q+ 3)} In TI(l- r;2 ) 
; .. 1 

que para val ores grandes de n se distribuye asintoticamente como una z!q. La regia de 

decision para una prueba aproximada de tamaii.o a es: rechazar H0 si EP;::: z!q; no 

rechazar H0 , de otro modo. 

Para probar la hipotesis de que "solo s de los coeficientes de correlaci6n 

poblacionales son diferentes de cero", se usa el estadistico propuesto por Bartlett en 

1939 (ibid, 1989): 

k 

-{n- !(P + q + 3)} In TI (1- 'i
2
)- Z~p-sXq-s)• 

i=l 
(4.6-10) 

a~intoticamente. Similarmente, se rechaza Ia hip6tesis nula si EP;::: Z~p-sXq-s);a con un 

nivel de significancia aproximado de a; no rechazar H0 , de otro modo. 

4.6.5 Puntaje1 y Prediccion (ibid., p. 289) 

Si en la matriz X se arreglan las mediciones de las q variables x tomadas sobre n 

individuos y Y es Ia matriz de datos que contiene las mediciones de las p variables y 

sobre los mismos n individuos, entonces Ia matriz de datos (X, Y) sera de orden 

1 Esta palabra se usa en el sentido de darle una "calificaci6n" a un individuo (score, en ingles). 

212 



n x ( q + p) y sean los vectores a; y b; los i-esimos vectores de correlaciones can6nicas. 

Entonces los vectores Xa; y Yb; de tamaiio n denotan los puntajes de los n individuos 

sobre las i-esimas variables de correlaciones can6nicas para x y y, respectivamente. En 

terminos de los valores de las variables para un individuo en particular, digamos el h­

esimo individuo, estos puntajes pueden tomar Ia forma: 

(4.6-11) 

Para el caso de los 31 arboles del Cuadro 4.6.1, estos puntajes ya se han calculado en el 

Ejemplo 4.6.3. 

Como las correlaciones can6nicas son invariantes a cambios de escala, a veces es 

conveniente reemplazar estos puntajes por otros nuevos, como: 

(4.6-12) 

donde c1, c2 > 0 y d1, d2 son numeros reales. Estos puntajes son mas importantes para 

los primeros vectores de correlaciones can6nicas y pueden calcularse para cada uno de 

los n individuos. 

Suponer que 'i denota al i-esimo coeficiente de correlaci6n can6nica. Si las variables 

x y y son interpretadas como las variables "predictoras" y "dependientes", 

respectivamente, entonces el puntaje '/; puede usarse para predecir un valor del puntaje 

tP; usando regresi6n por minimos cuadrados. Como los vectores Xa; y Yb; ambos 

tienen varianza muestral igual a 1, el valor predicho de tP; dado 'I; es: 

(4.6-13) 

o equivalentemente 

(4.6-14) 
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Observese que r;2 representa Ia proporci6n de Ia varianza de ¢; que es "explicada" por Ia 

regresi6n en X. La predicci6n mas importante es para Ia primera variable de correlaci6n 

* can6nica, ¢1 . 

4.6.6 Datos Cualitativos y el Uso de Variables Ficticias (ibid, p. 290) 

El anatisis de correlaciones can6nicas puede aplicarse a datos cua/itativos. Cualquier 

tabla de contingencia de dos entradas puede analizarse por correlaciones can6nicas. 

Considerar una tabla N rxc en donde los individuos se ordenan de acuerdo a dos 

caracteristicas,. cuyos atributos en cad a una estan representados por las categorias de las 

r hileras y las categorias de las c columnas, y n;j denota el numero de individuos que 

reunen los atributos de Ia i-esima hilera y Ia j-esima columna. El objetivo es estudiar Ia 

relaci6n entre esas dos caracteristicas. 

EJEMPLO 4.6.5 Considerar los datos del Cuadra 3.3.3 donde el atributo de las hileras 

son las etapas sucesionales de una selva mediana subperennifolia (son cuatro etapas 

sucesionales, de Ia perturbaci6n mas antigua a Ia perturbaci6n mas reciente) y el atributo 

de las columnas son los estratos de altura medidos en centimetros~ los valores dentro del 

Cuadra indican el numero de arboles por hectarea de Ia regeneraci6n natural que 

pertenecen al estrato de laj-esima altura y estan en Ia i-esima etapa sucesional. 

• 

Etapa 
sucesional 

I 
IT 
DI 
IV 

Estratos de alturas (en em) 
0-30 31-100 101-300 

29,050 7,475 9,450 
16,025 5,575 5,025 
43,250 8,600 4,225 
83,175 9,275 2,075 

>300 
11,350 
5,250 
2,225 
2,000 

Una tabla de contingencia N no es una matriz de datos puesto que sus colurnnas no 

representan variables ni sus hileras representan individuos. Sin embargo, se pueden 

representar los datos en una matriz de datos Z =(X, Y)de dimension [n x (r +c)] donde 
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tanto las columnas de X como las de Y son variables ficticias (tambien llamadas "de 

engaiio" o "pseudovariables") constituidas de ceros y unos para las categorias de hileras y 

columnas, respectivamente, usando Ia siguiente convenci6n: 

{
1 si el k- e simo individuo pertenece a Ia i- e sima categoria de hilera, 

xki 
0 de otro modo, 

y 

{
1 si el individuo k pertenece a Ia categoria de columna), 

Yki 
0 de otro modo, 

para k = 1, .. . ,n individuos, i = 1, .. . ,r hileras, j = 1, .. . ,c columnas. Es importante 

observar que x(i)Y(J) = nif y que tanto las columnas de X como las de Y suman ln . 

El prop6sito del amilisis de correlaciones can6nicas es encontrar vectores arxl y bcxl 

tal que las combinaciones lineales 'I= a'x y ¢ = b'y tengan Ia maxima correlaci6n. 

Como x tiene un solo elemento diferente de cero, entonces 'I puede tomar los valores 

ya sea a1,a2 , ••• , 6 ar; de igual forma, como y tiene un solo elemento diferente de cero, 

¢ = q,b2 , ••• , 6 be. Por lo tanto, un individuo en Ia i-esima categoria de hilera y Ia j­

esima categoria de columna se le puede asociar con su "puntaje" (a;, h1) . Estos puntajes 

pueden graficarse, observandose los puntos nif en (a;, b1 ), y las correlaciones 

representadas por estos puntos podran evaluarse. La correlaci6n depende de los valores 

de a y b , y si estos vectores maximizan esta correlaci6n, entonces ellos daran el vector 

de las primeras ponderaciones de correlaciones can6nicas. Tales puntajes son conocidos 

como "puntajes can6nicos' . 

Habiendo calculado el primer conjunto de puntajes can6nicos, debe uno indagar un 

segundo grupo que maximice Ia correlaci6n entre todos los conjuntos que no estan 

correlacionados con Ia primera; lo anterior corresponderia a Ia segunda correlaci6n 

can6nica. 
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Sea Z =(X, Y) Ia matriz de datos que corresponde a Ia tabla de contingencia N. Sea 

/; = L 
1 

niJ y g1 = L; niJ , de tal forma que f y g son las sumas marginates de hileras y 

columnas, respectivamente, de Ia tabla. Por facilidad, suponer que /; > 0, g1 > 0, '\1 i,j. 

Se puede mostrar que: 

nS= Z'HZ = Z'Z-nzz' 

nS12 ]=[diag{f)-~-1 ff' N-N ] 
nS22 N'-N' diag(g)-n-1gg'' 

(4.6-15) 

donde N = n- 1fg' es el valor estimado de N bajo el supuesto de que las categorias de 

hileras y columnas de Ia tabla son independientes. 

Como tanto las columnas de X como las columnas de Y suman 1 (vector), entonces 

S~11 y s;~ no existen. Una forma de encontrar una salida es eliminando una columna 

* tanto en X como en Y, digamos Ia primera columna en ambas. Denotar con Su Ia 

componente de Ia matriz de covarianzas obtenida por eliminar Ia primera hilera y Ia 

* * primera columna de Su para i, j = 1,2 Amilogamente, sean f y g los vectores 

obtenidos por eliminar las primeras componentes de f y g, respectivamente. Entonces se 

tiene que: 

* *-t * *-t * * asi que M 1 = S11 S12S22 S21 y M 2 se calculan directamente para el conjunto de 

variables reducidas. Para los individuos que estan en Ia primera categoria de hilera de N 

asi como los de Ia primera categoria de columna se le asocia un puntaje 0. 

EJEMPLO 4.6.6 Con los datos de numero de individuos por etapa sucesional y estrato 

de altura del Cuadra 3.3.3 (escrito otra vez en esta secci6n) se puede hacer un amilisis de 
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correlaciones can6nicas para estudiar Ia relaci6n ·entre etapas sucesionales y estratos de 

alturas. Los resultados obtenidos con el Programa 4.6.7.2 de SASson los siguientes. 

R1 R2 R3 
0.3875822 0.0764427 0.0117915 

RI indica Ia primera correlaci6n can6nica r1 y asi enseguida. Tambien se tiene que AI y 

A1 A2 A3 
0 0 0 

0.184749 1.9845821 2.8177751 
1.7288354 2.32307 -0.238789 
2.3042959 0.2399547 1.1906353 

81 82 83 
0 0 0 

0.9433311 2.4607113 1. 5390834 
2.436569 1.1612866 -2.425597 

2.8850967 -1.518767 1. 5844049 

B 1 representan los primeros vectores de correlaciones can6nicas; A2 y A2, los segundos 

y A3 y B3 los terceros. Tomando en cuenta solo AI y B 1, puede observarse que sus 

ultimos dos coeficientes se aproximan mas entre ellos que los primeros dos; esto podria 

interpretarse como Ia estabilidad que adquiere el bosque en etapas sucesionales 

superiores en su estratificaci6n de alturas. 

4.6. 7. Anexo de Program as 

Programa 4.6.7.1 , ......................................................... , 
/*PROGRAMA IMUSAS PARA EL ANALISIS DE CORRE */ 
/*LACIONES CANONICAS MUESTRAL USANDO R */ ,. aaas*/ , ........................................................ , 
DATA XIMBAL; 
INFILE 'C:\CORRCAN\TREES.DAT; 
INPUT NUM $ SP $ DN AT AFL RBC; 
/*DN:diametro nonnal, AFT;altura de fuste limpio*/ 
/*RBC:radio de Ia base de Ia copa, Y2:altura total*/ 
Xl=DN;X2=AFL;Yl=RBC;Y2=AT; 

PROC IML; USE XIMBAL; 
START CORRCA; 
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READ ALL VAR {X1 X2 Y1 Y2} INTO X; 
READ ALL VAR {X1 X2} INTO X1; 
READ ALL VAR {Y1 Y2} INTO Y1; 

Q=NCOL(X); 
N=NROW(X); 
J=J(N,1,1); 
H=I(N)-(1/N)*J*J'; 
MED=( 1/N)*X' • J; 

S=( 1/N)*X' *H*X; 
SRC=S##0.5; 
SREC= 1/SRC; 
DM 12=DIAG(SREC); 
R=DM12*S*DM12; 
R11=R[1:2,1:2]; 
R22=R[3:4,3:4]; 
R12=R[ 1 :2,3 :4]; 
R21=R[3 :4,1 :2]; 
B1=INV(R11); 
B2=1NV(R22); 

PRINT MED S R; 
PRINT R11 R22 R12 R21 ; 
PRINT Bl B2; 

CALL EIGEN(Q,U,Bl); 
A=SQRT(DIAG(Q)); 
RCl=U*A*U' ; 

CALL EIGEN(Q,U,B2); 
A=SQRT(DIAG(Q)); 
RC2=U* A *U'; 

K=RC1*R12*RC2; 

/*numero de individuos*/ 
/*vector de unos de tamano n*/ 

/*calculo de Ia matriz de covarianzas muestral*/ 

/*calculo de Ia matriz de correlaciones*/ 

/*inversa de R11*/ 
/*inversa de R22*/ 

/*imprime las particiones de R */ 

/*Q contiene eigenvalores de B 1*/ 
/*Usus corresp. eigenvectores*/ 
/*R11 a Ia menos un medio*/ 

/*Q contiene eigenvalores de B2*/ 
/*Usus corresp. eigenvectores*/ 
/*R22 a Ia mcnos un medio*/ 

/*K de Ia expresion */ 

CALL SVD(ALF A,D,BET A,K); 
PRINT ALF A D BETA; 

/*ALFA contiene eigenvectores de N1=K*K'*/ 
/*BETA contiene eigenvectores de N2=K'*K*/ 
/*D contiene sqrt(eigenvalores) de N1*/ 

K1=ALFA*DIAG(D)*BETA' ; 

Ai=RC 1* ALF A; 
Bi=RC2 *BET A; 

/*descomposicion del valor singular de K*/ 

Rl=D[l,]; /*primer coeficiente de correlacion canonica*/ 
R2=D[2,]; /*segundo coeficiente de correlacion canonica*/ 
A1=Ai[,l];A2=Ai[,2]; /*vectores de correlaciones canonicas para primer grupo de var*/ 
B1=Bi[,1];B2=Bi[,2]; /*vectores de correlaciones canonicas para segundo grupo de var*/ 
VCCAI=Xl*Al; VCCB l=Yl*Bl; /*primeras variables de correlacion canonica*/ 
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VCCA2=Xl*A2; VCCB2=Yl*B2; /*segundas variables de correlacion canonica*/ 

PRINT AI A2 Bl B2; 
PRINT VCCAI VCCA2 VCCBI VCCB2; 
PRINT Rl R2; 

FINISH; 
RUNCORRCA; 
QUIT; 

Programa 4.6. 7.2 , ......................................................................... , 
/*PROGRAMA IMUSAS PARA UN ANALISIS DE CORRELACIONES CANO-*/ 
1*NICAS CON DATOS CUALITATIVOS (TABLAS DE DOBLE ENTRADA)1 */ 
~ ~ , ......................................................................... , 
/*cualitva.sas )*I 

PROC IML; 
START CUALITA; 
N={29050 7475 9450 11350, 

16025 5575 5025 5250, 
43250 8600 4225 2225, 
83175 9275 2075 2000}; 

nt=N[+,+]; 
PRINTNNT; 

F=N[,+); 
Fl=F[l,]; 
FE=F[2:4,]; 

G=N[+,]'; 
Gl=G[l,]; 
GE=G[2:4,]; 

/*suma todos los valores del Cuadro de contingencia N*/ 
/*imprime N y NT*/ 

/*un vector que contiene las sumas de columnas deN*/ 
/*el primer valor de F*/ 
/*los ultimos 3 valores de F = F estrella • I 

/*un vector que contiene las sumas de hileras deN*/ 
/*el primer valor de G*/ 
/*los ultimos 3 valores de G = G estrella*/ 

NES=(F*G' )/nt; /*N estimada (gorro) bajo el supuesto de independencia entre 
categorias de hileras y de columnas*/ 

PRINT F G NES; 

nS ll=DIAG(F)-((F*F')/nt); S ll=nS 11/nt; SllE=Sl1[2:4,2:4]; 
nS22=DIAG(G)-((G*G' )/nt); S22=nS22/nt; S22E=S22[2:4,2:4 ]; 
nS12=N-NES; Sl2=nS12/nt; Sl2E=Sl2[2:4,2:4]; 
nS2l=N'-NES'; S2l=nS21/nt; S21E=S21[2:4,2:4]; 
PRINT SllE S22E Sl2E S21E; 

Ll=EIGVAL(SllE); 

1 Fuentes Romero, A. Margarita (Comunicaci6n Personal) 
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t• S 11 estrella • I 
t• S22 estrella */ 
t• S 12 estrella • I 
t• S21 estrella */ 



G 1 =EIGVEC(S liE); 
Lll=INV(SQRT(DIAG(Ll))); 
NSI=Gl*Lil*Gl'; 
M 1 =NS l*S 12E*INV(S22E)*S21E*NS 1; 
L2=EIGV AL(S22E); 
G2=EIGVEC(S22E); 
LI2=INV(SQRT(DIAG(L2))); 
NS2=G2*LI2*G2'; 
M2=NS2*S21E*INV(S llE)*S 12E*NS2; 
LMI=EIGVAL(Ml); 
CORRCAN=SQRT(LMI); 
GM 1 =EIGVEC(M 1 );GM2=EIGVEC(M2); 
A=NSl*GMl; 
B=NS2*GM2; 
Rl =CORRCAN[ 1,]; 
R2=CORRCAN[2,]; 
R3=CORRCAN[3,]; 

t• M 1 estrella */ 

t• M2 estrella */ 

/*correlaciones canonicas*/ 

/*vector canonico para el estatus del padre*/ 
/*vector canonico para el estatus del hijo*/ 
/*correlacion canonica*/ 
/*correlacion canonica*/ 

Al=A[,l]; 
A2=A[,2]; 
A3=A[,3]; 

/*vector canonico*/ 
/*vector canonico*/ 
/*vector canonico*/ 

Bl=B[,l]; 
B2=B[,2]; 
B3=B[,3]; 

PRINT Rl R2 R3; 
PRINT Al A2 A3; 
PRINT Bl B2 B3; 
FINISH; 
RUN CUALIT A; 
QUIT; 

/*vector canonico*/ 
/*vector canonico*/ 
/*vector canonico*/ 
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V CONCLUSIONES 

Los metodos multivariados permiten el amilisis de datos del bosque que contienen mas 

de una variable. Los ejemplos desarrollados en este documento fueron con Ia intencion de 

hacer hincapie en este hecho. Los metodos multivariados pueden significar una ventaja 

para los investigadores en recursos naturales que trabajan con datos sabre varias 

dimensiones, ya que permiten un analisis que incluye diferentes aspectos del fenomeno 

que se estudia. Es decir, los metodos multivariados permiten que un problema se explore, 

simultaneamente, desde distintos angulos; esto es menos lejano de como ocurre en Ia 

practica. Sin embargo, hay que admitir que no siempre son necesarios. 

En ocasiones, el tipo de estudio que se realiza o los alcances que se le quieren dar a 

este, no exige mas que el uso de estadisticos univariados o, como ocurre en no muy 

pocas situaciones, i solo basta con Ia inspeccion visual! Lo anterior puede ser explicado 

con un fenomeno analogo. El ser humano tiene Ia capacidad de observar en tres 

dimensiones; esta caracteristica le permite distinguir si el objeto A esta mas cerca de el en 

comparacion at objeto B, o viceversa; y esta distincion lo puede hacer, razonablemente, 

con varios objetos. Sin embargo, aim cuando para Ia mayoria de los fenomenos le resulta 

comodo mirar tridimensionalmente, habran situaciones en las que le baste mirar solo dos 

dimensiones del entomo. De forma similar, los metodos multivariados permiten visualizar 

un problema desde varias dimensiones, pero algunos diagnosticos no to requieren. 

Entonces, los metodos multivariados son utiles para estudios amplios que intenten ser 

detallados y mas completos. 

Muchas de estas tecnicas que se discuten y que se ejemplifican requteren algunas 

condiciones para ser aplicadas. Es importante considerarlas desde Ia · planeacion del 
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estudio ya que de ahi dependeni obtener resultados buenos o mediocres. Nonnalmente las 

tecnicas estadisticas pueden ser aplicadas a una variedad de problemas, pero debe ser el 

fenomeno y las caracteristicas, asi como los alcances del estudio lo que determine 

finalmente que metodo es conveniente. No seria correcto, y ni siquiera etico, usar alguna 

de estas tecnicas solo porque suenen bonito. Hay que entender que es lo que hacen, como 

lo hacen y cUliles son sus limitaciones, para poder emplearlas ventajosamente. 
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