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RESUMEN GENERAL

Modelos de crecimiento en altura como indicadores de productividad en
coniferas en Michoacan

Los modelos de crecimiento forestal representan una abstraccién de la dindmica
forestal, abarcando crecimiento, mortalidad y otros cambios en la composicion y
estructura de un sitio. Una de las herramientas que atribuye un mejor manejo
forestal es la identificacion de la calidad sitio. Actualmente la forma habitual de
calificarla es mediante el indice de sitio, que es la altura de los éarboles
dominantes de un rodal a cierta edad base. En el presente estudio se generaron
curvas dinamicas de indice de sitio para Pinus pseudostrobus, a una edad base
de 35 afios en cinco Unidades de Manejo Forestal (UMAFOR) en el estado
Michoacan. Se utilizaron datos provenientes de analisis tronco de arboles
dominantes. Las curvas se obtuvieron por el método de diferencias algebraicas
generalizada (GADA), usando dos modelos de crecimiento el de Chapman-
Richards y el de Hossfeld 1V, ajustando por minimos cuadrados no lineales. Con
la técnica de GADA resultdé ser adecuado el ajuste para cada UMAFOR,
permitiendo estimar la productividad de los rodales. Finalmente, las ecuaciones
generadas solo tendran validez de aplicacion en cada una de las UMAFORES
analizadas, con sus respectivos sitios con 35 afios, para estimar la altura
dominante y con ello calificar la productividad a través del indice de sitio.

Palabras clave: modelos de crecimiento, indice de sitio, diferencia algebraica
generalizada.

Tesis de Maestria en Ciencias en Ciencias Forestales, Universidad Autébnoma Chapingo
Autor: Margarito Maldonado Ortiz
Director de Tesis: Dr. Francisco J. Zamudio Sanchez
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ABSTRACT
Models of growth in height as indicators of productivity in conifers in Michoacan

Forest growth models represent an abstraction of forest dynamics, including
growth, mortality and other changes in the composition and structure of a site.
One of the tools that attributes better forest management is the identification of
the quality site. Currently the usual way of grading it is by means of the site index,
which is the height of the dominant trees of a stand at a certain age base. In the
present study, dynamic curves of site index were generated for Pinus
pseudostrobus, at a base age of 35 years in five Unities for Forest Management
(UMAFOR) in the state of Michoacan. Data from stem analysis of dominant trees
were used. The curves were obtained by the method of generalized algebraic
differences (GADA), using two models of growth that of Chapman-Richards and
that of Hossfeld 1V, adjusting by minimum squares nonlinear. With the technique
of GADA proved to be adequate adjustment for each UMAFOR, allowing
estimating the productivity of the stands. Finally, the equations generated will only
have validity of application in each of the UMAFORES analyzed, with their
respective sites with 35 years, to estimate the dominant height and thus to classify
the productivity through the site index.

Key words: growth models, site index, generalized algebraic difference.

Tesis de Maestria en Ciencias en Ciencias Forestales, Universidad Auténoma Chapingo
Autor: Margarito Maldonado Ortiz
Director de Tesis: Dr. Francisco José Zamudio Sanchez



1.- INTRODUCCION GENERAL

Para lograr un manejo forestal deseable, eficiente y con miras de sustentabilidad,
es necesario que los silvicultores cuenten con herramientas cuantitativas que les
permitan simular y predecir los efectos posteriores del manejo que han aplicado o

aplicaran.

En los bosques naturales sometidos a un manejo forestal es importante contar con
modelos de crecimiento que permitan describir el desarrollo de los arboles a un
cierto tiempo (Magafa-Torres, Torres-Rojo, Rodriguez-Franco, Aguirre-Diaz, &
Fierros-Gonzéalez, 2008; Santiago-Garcia, de los Santos-Posadas, Angeles-Pérez,
Valdez-Lazalde & Ramirez-Valverde, 2013).

La prediccion del crecimiento en bosques naturales implementando modelos
matematicos a nivel regional para conocer su comportamiento a través del tiempo,
ha sido ampliamente aplicable tanto en bosques regulares como en irregulares
(Vargas-Larreta, 1999). De los factores mas importantes que influyen en el
crecimiento de los bosques forestales es la calidad de estacion, ya que representa
la capacidad productiva de un terreno para cierta especie. Una forma sencilla de
calificar la calidad es a través del indice de sitio, que es la altura que los arboles
dominantes alcanzan a una cierta edad (Clutter, Fortson, Pienaar, Brister & Bailey,
1983; Diéguez-Aranda, Grandas-Arias, Alvarez-Gonzalez, & Von Gadow, 2006;
Martin-Benito, Gea-lzquierdo, del Rio, & Cafiellas, 2008).

Tradicionalmente las curvas de indice de sitio (I1S) han sido usadas para predecir el
promedio de la altura a una edad de interés (edad base). El enfoque del IS es
suficientemente conocido, a través de los afios varios métodos de construccion de
curvas de indice sitio han sido propuestos y discutidos; destacando la técnica de la
curva guia, la prediccion de parametros, diferencia algebraica (Clutter et al., 1983),
y en afios recientes se ha propuesto otro método llamado Diferencia Algebraica
Generalizada (GADA) (Cieszewski & Bailey, 2000).



Una familia de curvas de indice de sitio representa un grupo de patrones de
desarrollo en altura dominante con un simbolo cualitativo, asociado a cada curva,
para propositos de referencia de calidades de sitio diferentes. Dependiendo de las
condiciones de la naturaleza, las curvas se han clasificado en dos grupos:

anamorficos y polimorficos (Clutter et al., 1983).

La planeacion forestal puede mejorarse a través de una adecuada identificacion de
calidad de sitio, por lo que es recomendable realizar una adecuada modelacion del
crecimiento forestal, a través de datos de altura dominante-edad en un determinado
sitio de interés puede derivarse su correspondiente curva y la plantacién puede
clasificarse en zonas de productividad equivalentes, siendo asi posible seleccionar
aguellos sitios con una mejor productividad. Muchos investigadores han discutido
ventajas y desventajas en el uso de las diferentes curvas de IS, pero, a la fecha
nadie argumenta sobre la superioridad real en alguna de ellas, dado que su uso es

practicamente dependiente de la especie ( Magafia-Torres et al., 2008).

Por lo tanto, es de suma importancia calcular la productividad de los indices de sitio
para regular el aprovechamiento de los recursos forestales generando una mejor
administracion forestal. Debido a que los manejadores, propietarios y duefios
requieren de herramientas silvicolas cuantitativas sencillas y actualizadas que

sirvan de apoyo a la toma de decisiones en el manejo forestal.

En la siguiente investigacion se plantean dos ecuaciones que modelan el indice de
sitio y con ello generar curvas de indice de sitio para el manejo forestal maderable
en los bosques templados del estado de Michoacén, considerado como uno de los
tres estados en México con mayor produccion forestal detrds de los estados de
Durango y Chihuahua, ademas permitiendo que los investigadores, prestadores de
servicios forestales, asi como técnicos tengan mayor posibilidad de contar con
herramientas ad hoc a las condiciones actuales de los bosques. Esto permitira
actualizar los modelos que a la fecha son utilizados en varias UMAFORES, muchos

de ellos construidos para bosques virgenes o con poco manejo silvicola.



A través de la instrumentacion de herramientas cuantitativas renovadas se
garantizara el cumplimiento de los principios de sostenibilidad basados, entre otros
aspectos, en el uso de los modelos de indice de sitio/productividad desarrollados

con bases cientificas.
1.1 Objetivo General

Comparar los modelos de Chapman-Richards y Hosfeld IV sobre la especie de
Pinus pseudostrobus, en el estado de Michoacan, para obtener una mejor

administracion forestal.
1.1.1 Objetivos particulares

Realizar un analisis estadistico comparativo y gréafico entre los modelos sefialados
en cada UMAFOR del estado de Michoacan para asi seleccionar el mas

conveniente respecto a su ajuste al crecimiento en cada una de ellas.

Realizar una prueba de hipdtesis para determinar si es necesario generar una
ecuacion por modelo por cada UMAFOR o si es posible generar una sola para todo
el estado.

2.- REVISION DE LITERATURA

2.1 Modelo matematico forestal

El concepto de modelo mateméatico se puede definir como una representacion
tedrica que simula el comportamiento o la actividad de un sistema, proceso o
fenémeno, que incluye el uso de ecuaciones matematicas y herramientas de
computo. En este trabajo se utilizard dos modelos para predecir el crecimiento de

los arboles a través del tiempo.

La modelacion es una de las herramientas para establecer practicas silvicolas
factibles de aplicar a los bosques, y describir las caracteristicas bioldgicas de la
especie asociada al fendmeno del crecimiento, estimar la produccion futura,

determinar el turno 6ptimo de corta, asi como comparar alternativas de manejo para



analizar las mejores opciones de uso de la tierra y simular practicas silvicolas
(Rodriguez-Shade et al., 2010).

Vanclay (1994) menciona que los modelos de crecimiento forestal representan una
abstraccion de la dinamica forestal natural, abarcando crecimiento, mortalidad y
otros cambios en la composicion y estructural del rodal. Generalmente se usa el
término de modelo de crecimiento forestal para hacer referencia un sistema de
ecuaciones con una prediccién de crecimiento y produccion de un rodal bajo una

amplia variedad de condiciones de manejo.
2.2 Funciones de crecimiento forestal

El crecimiento biolégico de un arbol o de una masa forestal es el resultado de un
gran numero de procesos complejos que pueden representar de forma simplificada

mediante modelos matematicos tedricos o empiricos.

Las funciones de crecimiento han sido utilizadas a lo largo de los afios para
promover informacion y conocimiento sobre el comportamiento temporal de los

datos concernientes al crecimiento de un organismo (Kiviste, 2002).

Las funciones mas utilizadas para predecir el crecimiento de los bosques en México,
han sido los modelos de Chapman-Richards, Schumacher, Korf y Hossfeld IV,
principalmente para modelar diametro (D), altura (h) y altura dominante (H) para

construir curvas de indice de sitio (Ramirez, 1981).

Modelo de Chapman-Richards

El modelo de Chapman-Richards se considera una generalizacion del modelo de
crecimiento de Von Bertalanffy, mismo que es una expresion matematica de una
hipétesis que implica las causas esenciales del fendmeno de crecimiento; ademas,
los parametros en el modelo tienen interpretacion bioldgica o fisiologica (Pienaar &
Turnbull, 1973), caracteristicas deseables para representar el crecimiento biologico

de los arboles a través de una ecuacion.



El modelo de crecimiento de Chapman-Richards, aplicado a indice de sitio (Clutter

et al., 1983), suele representarse de la siguiente forma
Y = B;(1 — e B2t)Bs (Ecuacién 1)
donde
Y = Altura dominante (m)
t = Edad (afios)
e = Es la funcion exponencial
B; = Parametros a ser estimados i=1, 2, 3.

Modelo de Hossfeld IV

El modelo de Hosfeld IV es una funcién sigmoidea, propuesta por Zeide (1993) para
describir el crecimiento de los arboles. Esta funcion puede tomar varias formas y

producir puntos de inflexion

By

donde

Y = Altura dominante (m)

t = Edad (afos)

B; = Parametros a ser estimados i=1, 2, 3.

Vanclay (1994) generalmente los modelos se elaboran para obtener estimaciones
confiables del crecimiento, para generar informacién necesaria que permita
mantener las cosechas dentro de la capacidad sustentable del bosque, ademas,
para comparar alternativas de manejo que permitan analizar las mejores opciones
de uso de latierra, asi como determinar la edad éptima de cosecha, la programacién

de las cortas intermedias, la estimacion de la produccién anual, periédica o total
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durante el periodo de rotacion y las clases de productos a obtener, ademas para un
andlisis financiero, para examinar los impactos del manejo forestal y de la cosecha
sobre valores del bosques y, determinar un régimen de manejo que maximice el

volumen maderable o el valor de la produccién .
2.3 Indice de sitio

El indice de sitio (IS) es el método mas comunmente empleado para definir la
calidad de estacion en virtud de que proporciona estimaciones precisas de la calidad
de sitio, es de relativamente bajo costo y de facil aplicacion (Cornejo-Oviedo,
Pereyra-Goicochea, Mares-Arreola, Valencia-Manzo, & Flores-Lépez, 2005;
Diéguez-Aranda et al., 2006; Hernandez-Ramos et al., 2014; Magafia-Torres et al.,
2008).

El IS se define como la altura maxima que alcanza un bosque o rodal de acuerdo al
sitio donde se desarrolla y a una edad determinada o edad base. La altura de los
arboles dominantes se utiliza como indicador de productividad ya que es la menos
afectada por la densidad del rodal y el manejo, siempre y cuando las podas no sean
intensas, ademas de que la altura de los arboles se relaciona mas con la capacidad
de produccién de madera que cualquier otra variable del rodal (De los Santos-
Posadas, Montero-Mata, & Kanninen, 2006; Gonzéalez, Anta, Aranda, & Rojo, 2004).

La principal tarea de los forestales ha sido estimar la produccion de los bosques vy,
lo que es mas complejo, predecirla con suficiente antelacion. Por lo que se utiliza el
término de calidad de estacién que se define como la capacidad productiva de un
sitio, para el crecimiento de los arboles de una determinada especie como respuesta
a la totalidad de las condiciones ambientales existentes (Clutter et al., 1983). La
forma mas frecuente de referenciar la calidad de estacion utilizando la relacion altura
dominante-edad en rodales es utilizar el denominado indice de sitio, que se define
como el valor de su altura dominante a una edad determinada edad base o de
referencia. Ademas, implica desarrollar un conjunto de curvas que presentan
diferentes patrones de crecimiento en altura en funcioén a la edad, cada una de éstas

con valor asignado a la altura alcanzada a cierta edad de referencia.



Es importante destacar la importancia de la calidad de estacion, basicamente el
interés es predecir el crecimiento de los arboles en el futuro, y de esta manera
proponer adecuadamente una planificacion y manejo en los bosques.

2.4 Método para calcular curvas de indice de sitio

Para calcular el indice de sitio se han utilizado una gran cantidad de funciones para
modelar la altura de un rodal en relacion al sitio con respecto a la edad, siendo
modelos lineales y no lineales. Los primeros son menos flexibles y pueden requerir
de una mayor cantidad de parametros para describir las variables, dando valores
pocos confiables (Cieszewski & Bella, 1989). Mientras que los modelos no lineales,
en general son mas flexibles y precisos, ademas de poder tener una interpretacion
biolégica (Pienaar & Turnbull, 1973).

Beck (1971) y Clutter et al., (1983) mencionan que los modelos de indice de sitio
pueden generar un sistema de curvas anamorficas o polimérficas: las primeras se
caracterizan por que guardan esa proporcionalidad entre si, esto es que una curva
con respecto a otra siempre es una proporcién constante, independientemente del
punto en la abscisa en que se haga la comparacidon, ademas por presentar la misma
forma. Las curvas polimérficas pueden ser articuladas y desarticuladas, o no
cruzadas y cruzadas, respectivamente. Las articuladas son curvas que guardan una
relacion, aunque no proporcional, y no llegan cruzarse en los intervalos de interés,
mientras que las desarticuladas no tienen ninguna relacion entre siy, es posible que

se crucen dentro del intervalo de interés.

Bailey y Clutter (1974) mencionan que las curvas de indice de sitio deben de cumplir
una serie de propiedades, entre las que destacan son; polimorfismo, pauta de
crecimiento sigmoide con un punto de inflexién, alcanzar una asintota horizontal a
edades avanzadas, tener un comportamiento logico (es decir, la altura dominante
debe ser cero a la edad cero, la curva debe ser siempre creciente), deben ser
invariantes con respecto al camino de simulacion (path invariance) y deben ser
invariantes con respecto a la edad de referencia (base-age invariance). La condicion

de invarianza con respecto al camino de simulacion implica que cuando se parte de
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la altura dominante H, a la edad t, y se estima con las curvas el valor de la altura
dominante (H;) a la edad H; se debe obtener el mismo valor que si se estima primero
la altura dominante H, a la edad t, y después se emplea este valor para estimar la
altura dominante a la edad t5. La condicion de invarianza con respecto a la edad de
referencia implica que la forma de las curvas no debe variar sea cual sea la edad
de referencia que se emplee para definir el indice de sitio. EI cumplimiento de esas

propiedades depende tanto de la expresion matematica del modelo empleado.

Para modelar la relacion edad-altura de un arbol, que genere las curvas de indice
de sitio, se han empleado muchas técnicas, la mayoria de las cuales pueden

considerarse como en diferentes métodos de desarrollo (Clutter et al., 1983).
a) Método de curva guia

Este método se ha utilizado para generar curvas de calidad de estacion de tipo
anamorficas o polimérficas. Con este método se ajusta la tendencia promedio de
las alturas dominantes en todo el intervalo de edad para obtener una curva guia, a
partir de ésta, se construye una familia de curvas por arriba y por debajo de ella,
proporcionales entre si. Asi, cada curva representa un indice de sitio diferente
(Garcia et al., 1994). Para su construccion se requieren datos provenientes de

parcelas temporales de muestreo o de datos procedentes de analisis troncales.
b) Método de la diferencia algebraica y diferencia algebraica generalizada

Este método requiere de datos procedentes de analisis troncales o datos
procedentes de arboles de parcelas permanentes, estos datos pueden ser utilizados
con cualquier ecuacion altura-edad para generar curvas anamorficas o polimérficas.
El primer paso consiste en desarrollar en una forma de diferencia la ecuacion que
va ser ajustada, esta forma de diferencia expresa la altura remedida (H,) como una
funcién de la edad de remedicion (E,), de la edad inicial (E;) y de la altura inicial (H,)

(Clutter et al., 1983), en general una ecuacion de diferencia tiene la siguiente forma:

Y, = f(Y1»E2,E1'B)



donde (Y,) es el valor de la variable definida sobre el arbol o rodal en el periodo 2
de la medicion, (Y;) es la misma variable medida en el periodo 1, (E;) y (E,) son las
edades del arbol o rodal, correspondientes a los periodos 2 y 1, respectivamente y

(B) es el vector de parametros.

La mayoria de los modelos derivados del método de la diferencia algebraica son
anamorficos o tiene una asintota (Cieszewski & Bailey, 2000). Sin embargo,
Cieszewski y Bailey (2000) introdujeron una generalizacion a esta técnica, conocida
como el enfoque de las ecuaciones de diferencia algebraica generalizada (GADA,
Generalized Algebraic Difference Approach). La principal ventaja de esta técnica
propuesta es que el modelo base utilizado puede ser expandido permitiendo que
dos de sus parametros varien con las condiciones especificas de la calidad del sitio,
haciendo posible derivar ecuaciones dinamicas mas flexibles que las obtenidas con
la técnica ADA, ademas de que las curvas generadas por medio de éstas
ecuaciones pueden ser a la vez polimoérficas y tener multiples asintotas (Cieszewski,
2002).

c) Método de prediccién de parametros

Este método refleja las tasas variantes de crecimiento en altura para diferentes
sitios, donde la altura esta en funcion de la edad del rodal o indice de sitio (Clutter
et al., 1983). En el ajuste de curvas de indice de sitio por este método, también se
requieren datos procedentes de remediciones de arboles en parcelas permanentes,

o de analisis troncales. El procedimiento consiste en lo siguiente:

e ajustar una funcioén de altura-edad a los datos de arboles o sitios,

e utilizar cada curva ajustada para asignar el valor del indice de sitio que le
corresponda a cada arbol o sitio,

e relacionar los parametros de las curvas ajustadas con los indices de sitio, a
través de procedimientos de regresion,

e cuando existen diferentes tratamientos silviculturales, preparacion del sitio,

aplicacion de fertilizacién y control de la vegetacion, los parametros (B;) de
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respuesta en altura dominante son valores esperados por sitio, que estan en

funcion de los tratamientos aplicados (Hall & Bailey, 2001).
2.5 Trabajos realizados en México sobre modelos de indice de sitios

En México se han encontrado publicaciones en tesis y revistas cientificas acerca de
indice de sitio, haciendo uso de curvas anamorficas y polimorficas con diferentes
métodos, destacando la curva guia, ADA (método de ecuaciones diferenciales) y el
método paramétrico. Una de los primeros fue desarrollada por Rincon-Gallardo
(1976) para una tabla de produccion en Pinus hartwegii en Zoquiapan, Estado de

México.

Afos después, Aguirre (1984), hizo un estudio de indice de sitio empleando la
técnica de prediccion de parametros, con la finalidad de clasificar el potencial
productivo de rodales de P. pseudostrobus, en la region de Iturbide, Nuevo Ledn,
utilizando 72 arboles provenientes de analisis troncales, los cuales se ajustaron a
siete modelos, siendo la ecuacion desarrollada a partir del modelo de Richards
(Modificado) la que registro los mejores resultados, obteniendo curvas polimérficas

50.2217

Y = 1.58461509349(1 — exp(0.0357t))°7844
donde
Y = Altura dominante (m)
1S= indice de sitio (m)
exp= Funcién exponencial
t= Edad (afos).

Posteriormente Aguirre y Smith (1986) evaluaron el crecimiento, rendimiento e
indice de sitos de masas naturales de P. patula en Perote, Veracruz, tomaron datos

de 162 parcelas ubicadas en 54 masas diferentes para desarrollar ecuaciones de
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estimacion. Empleando el método de la curva guia en una funcién de tipo Chapman-

Richards con datos de altura dominante y edad, obteniendo curvas anamorficas

1 — exp(—0.076942 t,)1"°°*®
1 — exp(—0.076942 t)

IS=Y[

donde

Y = Altura dominante (m)

1S= indice de sitio (m)

t= Edad (afos)

t,= Edad referencia (edad base).

Monroy (1996) uso la técnica de la curva guia, mediante la funcion de Schumacher,
mediante datos de edad-altura de analisis troncales de 72 arboles, obteniendo
curvas tipo anamoérficas para P. patula en la region de Huayacocotla, Veracruz

In(IS) = In(Y) + 14.8520(t~* — t;1)
donde
1S= Indice de sitio
Y=Altura dominante (m)
t= Edad (afos)
to=Edad referencia (edad base).

Rodriguez-Acosta y Arteaga-Martinez (2005), estimaron el indice de sitio de P.
chiapensis en el estado de Veracruz y en Puebla, mientras que Santiago-Garcia et

al., (2013), trabajaron con P. patula en el estado de Hidalgo

In(Y/36.9361)
In(1 — exp(—0.0755t,.5)

IS = 36.9361(1 — exp(—0.0755¢)
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B 1+ exp(4.2347) exp(—1.39581n(t))
|1+ exp(4.2347) exp(—1.3958 In((tref)) ||

IS

Vargas-Larreta, Alvarez-Gonzalez, Corral-Rivas, y Aguirre-Calderéon (2010)
compararon dos procedimiento (variables artificiales o dummy approach y el método
iterativo 0 nested iterative procedure) con la técnica de diferencias algebraicas
generalizadas GADA, para la construccion de curvas dindmicas de indice de sitio
de P. cooperi Blanco, obtuvieron las curvas de indice de sitio derivadas del modelo
de Chapman-Richards, finalmente concluyeron que el mejor procedimiento es el

método iterativo

1 — exp(—0.0174t,)|20°0F112228/%

1 — exp(—0.0174t,)

H1=H0l

donde H, es la altura predicha (m) a la edad t (afios), y

1
X = E{IH(HO) + 1.9050Lo + /(= 1.9050L — In(Ho )% — 4  11.2228Lo }

Lo = In[1 — exp(0.0174t,)]
donde
H,= Altura dominante
t,= Edades iniciales.

Por otro lado, la productividad con base a la altura dominante se destaca en el
trabajo de Castillo Lopez et al., (2013) que presentan un estudio de modelos
compatibles en altura dominante-indice de sitios de P. arizonica, P. durangensis, P.
leiophylla y P. teocote en la region de Santiago Papasquiaro, Durango, ajustaron
usando los modelos de Korf, Hossfeld IV y Bertalanffy-Richards, utilizando el
método de diferencias algebraicas generalizadas. De acuerdo el analisis
recomienda el modelo de Bertalanffy-Richards para calificar la calidad de estacién

de las cuatro taxa. Asi como el de Vargas-Larreta, Aguirre-Calderon, Corral-Rivas,
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Crecente-Campo, y Diéguez-Aranda (2013) donde utilizaron el método de la
diferencia algebraica generalizada y desarrollaron una ecuacion de crecimiento en
altura dominante para P. pseudostrobus, en el noreste de México, seleccionando

como la mas adecuada la ecuacion dinamica de Korf
Y = exp(Xy)exp(—(—7.360 + 63.14/X,)t 05589

donde Y es la altura pronosticada (m) a la edad t (afios),

1
Xo = 5t5"%%(=7.360 + 5559 In(¥y) + V4 » 63.14¢5°%°%° + (=(7.360)

— t5°5%In(¥,))?)
donde
Y,= Altura (m)
to,= Edad (afos).

Mientras que Quifilonez-Barraza et al., (2015) presentan un indice de sitio con
polimorfismo complejo para las masas forestales del estado de Durango, con P.
arizonica, P. durangensis, P. teocote, P. leiophylla y P. ayacahuite juntos y por
especie con variables indicadoras, y se comparé con dos ecuaciones con la técnica
de diferencias algebraicas generalizadas. En su comparaciéon indicaron que la
ecuacion derivada presentd mejor parsimonia en la expresién algebraica que
describe la productividad del sitio y consideraron la variabilidad de la potencialidad

del sitio como una funcién de la asintota.

Sin embargo, a pesar de que se han generado modelos para los planes del manejo
forestal, la mayoria no han sido utilizados por los responsables de los mismos, a
pesar de que la normatividad en materia forestal requiere de justificacion del uso de

los modelos de crecimiento.
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2.6 Modelos de crecimiento en indice de sitio aplicados en el estado de

Michoacan

Madrigal-Huendo y Ramirez-Maldonado (1995) compararon nueve modelos
empiricos para determinar indice de sitio, con datos procedentes de andlisis
troncales de P. douglasiana y P. lawsonii del Campo Experimental Barranca de
Cupatitzio. ElI que mejor bondad de ajuste proporcion6 fue el polimorfico de
Schumacher.

En la region de Hidalgo-Zinapécuaro Madrigal-Huendo, Moreno-Chan, & Vazquez-
Collazo, (2004) generaron curvas polimorficas con P. pseudostrobus, con el método
de prediccion de parametros y la técnica de la diferencias algebraica. En sus
resultados mostraron que la técnica de prediccién de parametros logré un buen

ajuste con mayor fidelidad en la tendencia de los valores observados

0.025547
0.0017141) )](1'0529“ )
—t

Y = (32.97515 + 0.335788IS) [1 — exp (— (—0.016713 0

Cornejo-Oviedo et al., (2005) presentaron dos métodos, el método de la curva guia
y estimacion del parametro, para la region de Cd. Hidalgo. Concluyeron que los
indices de sitio determinados con el método de la prediccion del pardmetro
cubrieron con mayor confiabilidad y fidelidad, y obteniendo curvas polimérficas

Y = (15.615 + 0.927 IS)(1 — exp(—(0.041 — 1.1x107°1S)) ¢)1-048 ~0.037,

Calvillo-Garcia, Cornejo-Oviedo, Valencia-Manzo, y Flores-Lopez, (2005) trabajaron
con el crecimiento e incremento en altura, diametro, area basal y volumen de P.
herrarae a través de analisis troncales de 34 arboles dominantes en la region de Cd.
Hidalgo. Probaron modelos de crecimiento como el de Chapman-Richards,
Gompertz, Logistico, Schumacher, Weibull y Exponencial. EI modelo seleccionado

para describir el crecimiento en altura fue el Chapman-Richards

Y = 37.18067157(1 — exp(—0.03863296t))1-88674927,
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3.- MODELOS CUANTITATIVOS DE CRECIMIENTO EN ALTURA

DOMINANTE PARA Pinus pseudostrobus EN MICHOACAN

QUANTITATIVE MODELS OF GROWTH IN DOMINANT HEIGHT
FOR Pinus pseudostrobus IN MICHOACAN

Margarito Maldonado-Ortiz, Francisco J. Zamudio-Sanchez

3.1 Resumen

Los modelos de indice de sitio son herramientas cuantitativas valiosas que
permiten clasificar la productividad forestal maderable en los rodales. Por medio
del método de las ecuaciones diferenciales generalizadas conocido como GADA
se compararon dos modelos de crecimiento el de Chapman-Richards y el de
Hossfeld IV conocidos ampliamente en el campo forestal. El ajuste de las
ecuaciones dinamicas se realizd con procedimientos no lineales con datos de
analisis troncales de Pinus pseudostrobus para cinco UMAFORES. Para calificar
la calidad de estacion de los sitios en cada UMAFOR, se analizaron los resultados
estadisticos de ajuste y se realizd un andlisis gréfico, resultando que el modelo
de Hossfeld IV fue mejor en las UMAFORES 1603,1604 y 1608 y el modelo de
Chapman Richards fue mejor en las UMAFORES de 1605 y 1607. La familia de
curvas generadas resultd con precision en la trayectoria de datos observados
para la prediccion de la altura dominante en todas la UMAFORES.

Palabras clave: diferencia algebraica, indice de sitio, manejo forestal, UMAFOR.
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Autor: Margarito Maldonado Ortiz
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3.2 Abstract

Site index models are valuable quantitative tools for classifying timber productivity
in stands. Through the method of generalized differential equations known as
GADA, two growth models, Chapman-Richards and Hossfeld IV, widely known in
the forestry field, were compared. The adjustment of the dynamic equations was
carried out with non-linear procedures with stem analysis data of Pinus
pseudostrobus for five UMAFORES (Unities for Forest Management). To qualify
the site index of the sites for each UMAFOR, we analyzed the statistical results
for adjustment, and a graphical analysis was performed the Hossfeld IV model
was the best model for the 1603, 1604 and 1608 UMAFORES and the Chapman
Richards model was the best model for the 1605 and 1607 UMAFORES. The
family of the generated curves was in the trajectory of the observed data for the
prediction of the dominant height in each UMAFOR.

Key words: algebraic difference, site index, forest management, UMAFOR
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3.3 Introduccioén

Los modelos de crecimiento en altura son herramientas indispensables para el
técnico forestal, ya que permiten clasificar los bosques a través de un indice de
sitio (IS) (Vargas-Larreta, Alvarez-Gonzalez, Corral-Rivas, & Aguirre-Calderon,
2010). EI IS es el método mas utilizado como medida de productividad forestal,
por representar la maxima capacidad de cosecha de madera de un bosque en un
tiempo determinado (Torres-Rojo, 2001). Las curvas de crecimiento en altura
dominante representan los factores del sitio que influyen sobre el desarrollo de
un grupo de arboles y dependen de multiples factores ambientales. Para
diferenciar la productividad entre los sitios es recomendable construir familias de
curvas de indice de sitio en altura dominante (Pretzsch, 2009), las cuales serviran
en la toma de decisiones al definir acciones para desarrollar los planes de

manejo.

En el area forestal se han usado técnicas para generar curvas de indice de sitio,
tales como la curva guia, estimacion de parametros, enfoque de diferencias
algebraicas (ADA) y las ecuaciones diferenciales generalizadas. Este Ultimo es
un nuevo procedimiento para derivar ecuaciones dindmicas, el cual se ha
denominado Generalized Algebraic Difference Approach, por sus siglas en inglés
(GADA) (Cieszewski & Bailey 2000). La ventaja de este planteamiento es que la
ecuacion base puede ser expandida de acuerdo con diversas teorias sobre el
crecimiento, lo que permite que mas de un parametro de cada modelo dependa
de la calidad de sitio y asi el analisis del tipo de familias de curvas a instrumentar
se vuelve mas flexible (Cieszewski & Bailey, 2000; Cieszewski, 2001, 2002;
Cieszewski & Strub, 2008).

A pesar de las bases cientificas generadas en México con los métodos ADA y
GADA (Castillo-Lépez et al., 2013; Gonzalez-Méndez, Cobos-Cruz, Barraza-
Quifionez, Vargas-Larreta, & Najera-Luna, 2016; Rodriguez-Carrillo, Cruz-
Cobos, Vargas-Larreta, & Hernandez, 2015), en el estado de Michoacéan existe
un rezago sustancial en el uso de estas herramientas metodoldgicas, ya que la
informacion sobre el potencial real de sus bosques es escasa, lo que limita la
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seleccion de modelos adecuados para la medicion en un sitio, y por tanto se
recurre a procedimientos que podrian sobre o sub estimar el volumen o los

crecimientos e incrementos del sitio existente en un rodal.
3.4 Objetivos

El objetivo de la presente investigacion fue construir curvas de calidad sitio para
Pinus pseudostrobus, a través de los modelos de Chapman-Richards y Hossfeld
IV, para cada una de las cinco Unidades de Manejo Forestal (UMAFOR) del

estado de Michoacéan, considerando la metodologia GADA.
3.5 Materiales y Métodos
3.5.1 Areade estudio

El trabajo se llevd acabo en cinco Unidades de Manejo Forestal (UMAFOR): 1603
(Coalcoman-Aguililla), 1604 (Morelia Centro), 1605 (Oriente), 1607 (Meseta
purépecha) y 1608 (Patzcuaro-Tierra Caliente) Figura 1. Todas éstas unidades
de manejo se encuentran ubicadas en la Sierra Madre Occidental y en el Eje
Neovolcanico, en las franjas geogréficas pertenecientes al estado de Michoacan,

México.
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Figura 1. Mapa de ubicacion del area de estudio

3.5.2 Base de datos

La base de datos es propiedad del proyecto “Desarrollo de un sistema biométrico
para la planeacién del manejo forestal sustentable de los ecosistemas con
potencial maderable en México”. Para la colecta de informacion se seleccionaron
30 arboles dominantes de P. pseudostrobus en cada UMAFOR los cuales se
seleccionaron  considerando  diferentes pendientes, exposiciones 'y
caracteristicas de suelo para abarcar los niveles de productividad alto, medio y
bajo. Los datos se obtuvieron derribando el arbol a la altura minima posible del
tocon. Posteriormente, se extrajeron secciones a la altura del tocén de (0.3 m), a
0.6 cm y a la altura del didmetro normal (1.3 m). Posteriormente se extrajeron
secciones transversales cada 2.54 m de longitud hasta llegar a la punta del arbol.
En cada seccion se midieron dos diametros perpendiculares con y sin corteza, lo

gue permitio estimar el diametro medio.

Los datos obtenidos en las muestras se graficaron a partir de la altura dominante
y se compararon con la edad de cada arbol para determinar visualmente su
uniformidad; lo anterior, se hizo con la finalidad de identificar el comportamiento

de crecimiento mostrado por cada arbol. Después, se procedié a graficar los

25



resultados obtenidos en cada UMAFOR, lo cual posibilité encontrar diferencias
de crecimiento en cada unidad. Con base en esto se eliminaron arboles y rodajas
gue presentaron error de captura. Finalmente, los arboles se distribuyeron de la
siguiente manera: 28 arboles en la 1603, 28 arboles para la 1604, 30 arboles en
la 1605, 29 arboles en la 1607 y 28 arboles en la 1608.

3.5.3 Modelos

Se usaron dos funciones de crecimiento. La seleccién de éstas se realizd con
base en criterios tales como: i) Flexibilidad, ii) De amplio uso en el campo forestal.

Las funciones aplicadas fueron las siguientes: Chapman-Richards, H = a,(1 —
a
1+a2t_a3

e~ %2943 (Ecuacion 3) y Hossfeld IV H =

(Ecuacion 4) (Diéguez-

Aranda, Burkhart, & Rodriguez-Soalleiro, 2005; Vargas-Larreta, Aguirre-

Calderon, Corral-Rivas, Crecente-Campo, & Diéguez-Aranda, 2013).
3.5.4 Método de ajuste de los modelos

El método empleado para el ajuste de los modelos fue, la técnica de ecuaciones
diferencias generalizadas GADA, conocido como diferencias algebraicas
generalizadas propuesto por Cieszewki & Bailey (2000) y para la estimacion de
los parametros, se utilizé el método iterativo (nested iterative procedure) que es
invariante con respecto a la edad de referencia descrito por Tait Cieszewkiy Bella
(1988). Las expresiones de los modelos dinamicos se expresan en el cuadro 1.
Para corregir la autocorrelacion del término de error, las ecuaciones se
corrigieron con el uso de la estructura autorregresiva continua de los errores

CAR(2) (Vargas-Larreta et al., 2010), el término del error se expande como: e;; =

dlpi”_t”‘leij_l + dzp;”_t”‘zel-j_2 + e;; donde; e;; = j-ésima residuo de la unidad
de muestra i; d, =1 para j>k o j=k(k=12); p; es el parametro
autorregresivo de orden k a estimar; t;; — t;;_, distancia que separa la medicion
j-ésima de la medicion j-ésima- k en cada unidad muestral t;; > t;;_, y es el error
aleatorio. Para ajuste de los modelos se empled el procedimiento MODEL del

paquete de estadistico SAS/ETS y la paqueteria NLS de R Project version 3.4.1.
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Cuadro 1. Ecuaciones dinamicas para ajustar.

Parametros Solucién para X con valores Ecuacion dinamica
relacionados al sitio inicialesent, yY,

Lo = In(1 — exp(—b;ty)

1 — exp(—b,t) (b2+b3/X)
Y=Y|—7F+—=
a; = exp(X) 1 — exp(—b,to)
— — 2 _
as = b, + by /X Ro = {/(In(%o) = byLo)? = 4bsLo Ecuacién 5
XO = 0.5(1n(Y0) - bZLO + RO
a1 = b1 + X _ 2
= Xo = 1 Yo—b £ 3 blzb: — by + X, .
a, = bz/X 2 4b2 YOto Y = W Ecuacién 6

donde: (Y)= altura dominante (m), t;= edad de referencia (afios), a;= pardmetros de la ecuacion
base mientras que b;= pardmetros globales de la ecuacién GADA.

3.5.5 Seleccién del modelo

El criterio de seleccion se bas6 mediante los estadisticos basicos, como el
coeficiente de determinacioén ajustado (R2a), la raiz del cuadrado medio del error
(RMSE) vy el Criterio de Informacion de Akaike (AIC) (Sharma, Brunner, Eid, &
@yen, 2011). Ademas se contempl6 el andlisis nimero y un analisis grafico de

las curvas ajustadas sobre los datos empiricos.

R2=1— ln =13y — 9)2]
“ n—1Y% (v —y)?
L
n (yv. — )22
RMSE = [Z—l—lrfy_l . )

RSS\1
AIC =2p+n [ln (T)

donde y; y y son los valores medidos y estimados de la variable dependiente; n

es el niumero total de observaciones; p es el numero de parametros del modelo.

27



3.6 Resultados y discusién

El ajuste de los modelos ensayados y los estadisticos de la bondad de ajuste de
las ecuaciones (5) y (6), (ver Cuadro 1), la mayoria de los parametros fueron
significativos, excepcion en algunos parametros de la UMAFOR 1604 y 1605 con
valores mayores a 0.05 en las ecuaciones 5y 6 respectivamente (Cuadro 2). Los
modelos explicaron un 96 % de la varianza del crecimiento en altura dominante
en funcién a la edad, y el resto de los estadisticos basicos presentaron resultados
similares en las cinco UMAFORES comparando los estadisticos basicos, RMSE,
IAC y R?a.

Cuadro 2. Parametros estimados y estadisticos de ajuste de las ecuaciones.

lé'gg Ec. Parametro Estimacion eslf;%rar \gaélotr izlfnr::lif; RMSE R2?, IAC
1603 5 b1 0.080 0.005 16 <.0001 1.729 0.973 250.692
b2 -18.005 5.739 -3.14 0.0019
bs 75.993 20.503 3.71 0.0003
p1 0.961 0.013 76.09 <.0001
P2 0.931 0.014 64.45 <.0001
1604 5 b1 0.059 0.003 17.57 <.0001 1.408 0.984 249.238
b2 -2.218 1.224 -1.81 0.0707
bs 17.394 4.675 3.72 0.0002
p1 0.974 0.013 72.79 <.0001
Jo) 0.908 0.013 67.99 <.0001
1605 5 b1 0.056 0.003 17 <.0001 1.482 0.981 302.395
b2 -14.750 4.492 -3.28 0.0011
bs 62.015 16.358 3.79 0.0002
p1 1.006 0.008 122.8 <.0001
P2 0.939 0.010 96.49 <.0001
1607 5 b1 0.092 0.005 19.27 <.0001 1.352 0.980 192.072
b2 -33.720 9.386 -3.59 0.0004
bs 128.699 32.244 3.99 <.0001
Joi 1.013 0.007 140.15 <.0001
P2 0.911 0.012 76.35 <.0001
1608 5 b1 0.067 0.005 12.17 <.0001 1.399 0.968 126.453
b2 -10.564 3.427 -3.08 0.0024
bs 47.592 12.375 3.85 0.0002
p1 0.850 0.042 20.07 <.0001
P2 0.657 0.162 4.06 <.0001
1603 6 b1 25.860 1.898 13.63 <.0001 1.704 0.974 244.088
b2 29363.510 14099.400 2.08 0.0384
bs 2.698 0.135 20.02 <.0001
p1 0.964 0.012 81.19 <.0001
Jo)) 0.935 0.013 69.64 <.0001
1604 6 b1 19.337 3.977 4.86 <.0001 1.410 0.984 250.443
b2 25989.860 8240.000 3.15 0.0017
bs 2.216 0.092 24 <.0001
p1 0.976 0.013 75.19 <.0001
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P2 0.911 0.013 70.25  <.0001

1605 6 b1 37.528 2.495 15.04 <0001 1.470 0.981 295.888
b2 2048.204 1831.000 1.12 0.264
bs 2.058 0.087 23.68 <.0001
p1 1.003 0.009 117.17 <.0001
P2 0.937 0.010 92.89 <.0001
1607 6 b1 25.088 1.801 13.93 <.0001 1.358 0.980 195.121
b2 24973.070 11713.500 2.13 0.0338
bs 2.804 0.126 22.34  <.0001
p1 1.017 0.006 156.73 <.0001
P2 0.913 0.011 81.75 <.0001
1608 6 b1 26.769 1.697 15.78 <0001 1.361 0.970 116.126
b2 14826.300  4697.600 3.16 0.0019
bs 2.448 0.124 19.75 <.0001
p1 0.853 0.041 21.07 <.0001
P2 0.661 0.174 3.81 0.0002

Con base en los criterios de bondad de ajuste del cuadro 2, en la UMAFOR 1603,
el modelo de Hossfeld IV (ecuacibn 5) presentd mejores valores
comparativamente con valores mas altos en R?a la mas alta precisién en las
estimaciones con valores menores en la RMSE, IAC. Para la UMAFOR 1604 el
modelo de Chapman-Richards (ecuacidbn 6) presentdé mejores valores
estadisticos; sin embargo, el parametro bz presentd ser no significativo, a pesar
de tener un buen ajuste; situacion que también ocurrié en la UMAFOR 1605,
donde el modelo de Hossfeld IV presentd mejores valores estadisticos; sin
embargo, el parametro bz resulto ser no significativo, mientras que en la
UMAFOR 1607, el modelo de Chapman-Richards fue mejor mostrando
diferencias minimas con valores menores en la RMSE, IAC y finalmente en la
UMAFOR 1608 el modelo Hossfeld IV presenté mejores ajustes con valores mas

altos en R?% y con valores menores en la RMSE, IAC.

La visualizacion de las diferencias de los modelos para cada UMAFOR, se
observa en el analisis grafico permitiendo definir el mejor modelo, sobreponiendo
las curvas generadas sobre los datos reales, para comparar su capacidad en
describir la relacion de altura dominante-edad (ver figura 2), para un indice de

sitio de 10, 15, 20, 25, 30 y 35 m a una edad base de 35 afios (turno técnico).

La figura 2 permite demostrar que las curvas ajustadas siguen la tendencia de

los datos en el rango de todas las edades para cada unidad. Estas curvas son
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similares encontrados para la misma especie estudiada por Vargas-Larreta et al.,
(2013) en el noreste del pais a una edad base de 40 afios y Gonzélez-Méndez
et al., (2016) en el estado de Guerrero a un edad de referencia de 15 afios, lo
gue implica que en cada lugar existen tasas de crecimientos diferentes, debido a

las variaciones de las condiciones ambientales.

Un andlisis mas explicito para cada UMAFOR muestran que las tendencias de
crecimiento de cada modelo son biolégicamente realistas, debido a que
consideran un punto maximo crecimiento (asintota), ademas un punto de
inflexion de la curva. Por otra parte, concuerdan los trabajos reportados por
Corral-Rivas, Alvarez-Gonzélez, Ruiz-Gonzélez, y Von-Gadow (2004) quienes
generaron curvas con el método GADA en los bosques naturales en cinco taxas
de Pinus en Durango, México, mientras que Rodriguez-Acosta y Arteaga-
Martinez, (2005) trabajaron con el P. chiapensis en los estados de Veracruz y

Puebla.
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En las UMAFORS 1603, 1604 y 1605 se determina buena calidad de estacion,
por lo que se podran proponer tratamientos con mayor intensidades de corte, por
la capacidad reproductiva de las unidades es buena (Hernandez-Ramos et al.,
2014), mientras que la unidad 1607 la calidad de los rodales es regular, la curva
de calidad de 35 m que califica los mejores sitios sobrestima en edades
tempranas y en avanzadas, lo recomendable para esta UMAFOR es calificar el
indice de sitio de 30 m como las mejores calidades para describir los rodales.
Para la 1608 UMAFOR la calidad es diferente, esto indica que la capacidad
productiva es baja, por lo tanto, los tratamientos silvicolas aplicados tendran que
ser mas conservadores. Otro de los factores, es considerar que los datos reales

provienen de arboles y rodales jévenes que aun no desarrollan en plenitud.

Las dos ecuaciones dinamicas ensayadas, Chapman-Richards y Hossfeld IV son
flexibles, debido que las curvas generadas presentan asintota, asi como, tasa de
crecimiento, las cuales pueden variar con el sitio, para este caso entre las
diferentes UMAFOR. La estimacion precisa de la productividad de las ecuaciones
para cada UMAFOR es fundamental, para proyectar el plan de manejo, ademas
contribuye a determinar la cosecha de la madera, la rotacién y la toma de decision
en la eleccion de las especies mas adecuadas para cierta localizacién (Santiago-
garcia et al., 2015).

Para ilustrar la aplicaciéon del método en la toma decisiones en manejo forestal,
es evidente la demostracion de la figura 2. Las cinco UMAFOR presentaron
crecimiento de P. pseudostrobs diferentes, con ello se demuestra que el
crecimiento de dicha especie son variados en las unidades, atribuidas por los
diferentes regiones del estado, el tipo de suelo en que se desarrolla la especie
de acuerdo a la UAMFOR, las caracteristicas ambientales, la densidad de la
masa o bien las condiciones de manejo del bosque (Martinez-Salvador, Valdez-
Cepeda, & Pompa-Garcia, 2013; Tamarit-Urias et al., 2014).

Finalmente, las curvas generadas solo tendran validez de aplicacién en cada una
de las UMAFOR con sus respectivos sitios con 35 afios para estimar la altura
dominante y con ello calificar la productividad a través del indice de sitio. Es
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importante destacar que el verdadero propdsito de las curvas de indice de sitio
es la seleccion del patron de desarrollo en altura que el rodal puede seguir
durante el resto de su vida como un medio para calificar la productividad de los
sitios (Clutter et al., 1983).

3.7 Conclusiones

De los dos modelos ensayados en la descripcion del crecimiento en altura de las
UMAFOR del estado de Michoacan, el modelo de Hossfeld IV fue superior en las
unidades 1603, 1604 y 1608 y mientras que la funcién de Chapman-Richards
proporcioné mejores estimaciones en las unidades 1605 y 1607. Con las curvas
de indice de sitio generadas sera posible clasificar la productividad en los rodales
del estado, ademas proporciona un apoyo en la toma de decisiones en los planes

de manejo forestal para cada UMAFOR.
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4.- CONCLUSIONES GENERALES

Uno de los objetivos principales de interés de este trabajo fue comparar las dos
ecuaciones dindmicas al que mejor describa el crecimiento en altura dominante,
de acuerdo a los resultados obtenidos, es posible proponer una ecuacion por
cada UMAFOR para estimar y predecir el crecimiento de los rodales, la técnica
de GADA presenta una ventaja en los Programas de Manejo Forestal para
calcular el indice de sitio, las ecuaciones propuestas ayudaran a determinar la
clasificacion por indice de sitio de cada unidad y poseen la capacidad de ser una

ecuacion de proyeccién de crecimiento en altura.
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5.- ANEXOS

Cuadro 3. Ecuaciones generadas por UMAFOR

Solucién para X con valores iniciales

Ecuaciones generadas

Xo

1
= E[YO — 25.860

t J(Yo — 25.860)% + 4 * 29363.510Y,t, 2%

Xo

1
= E[YO —19.337

t \/(Yo —19.337)% + 4« 25989.860Y0t52-216]

Lo = In(1 — exp(—0.056t,)

Ry = /(In(Y,) — (—=14.750)Ly)? — 4(59.372)L,

X, = 0.5(In(Yy) — (—14.750)L, + R,

Ly = In(1 — exp(—0.092t,)

Ry = /(In(Y,) — (=33.720)Ly)? — 4(128.699)L,

Xo = 0.5(In(Y,) — (—33.720) L, + R,

Xo

1
=3 [YO —26.769

t \/(Yo — 26.769) + 4 x 14826.300Y,t; 248

v 25.860 + X,
"1+ 29363.510/X,t 2698

v 19.337 4+ X,
T 1+ 25989.860/X,t 2216

Y

B 1 — exp(—0.056t)
T 0\ 1 — exp(—14.750t,)

>(—14.750+59.372,

— 70

( 1 — exp(—0.092t)

(~33.720+128.69
1- exp(—33.720t0)>

v 26.769 + X,
T 1+ 14826.300/X,t 2448
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