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RESUMEN

Aplicacién de la Teoria de Cadenas de Markov

en una plantacién de arboles de Navidad

Maria C. Castillo Paniagua
Maestria en Ciencias Forestales
Universidad Auténoma Chapingo

El objetivo del presente trabajo es establecer un concentrado de informacién
basica sobre las cadenas de Markov de parametro discreto que facilite su
aplicacién a problemas reales de una manera facil y completa. Se enfatiza la
importancia de la descomposicién canénica del espacio de estados del fendémeno en

estudio para realizar los analisis.

Se aplica parte de la informacién proporcionada para describir la operaciéon de

una plantacién forestal dedicada a la produccién y venta de arboles navidefios.

PALABRAS-CLAVE: Matriz de transicién, propiedades de clase, recurrencia,

descomposicién canénica, estado absorbente, probabilidad de absorcién.
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ABSTRACT

MARiIA C. CASTILLO PANIAGUA

Aplicacién de la Teoria de Cadenas de Markov

en una plantacién de irboles de Navidad

(20 de Enero de 1998)

(Under the direction of M.C. Gabriel A. Rodriguez Yam)

To examine the future behaviour of many physical situations where the
probabilistic structure of the future does not depend on the wholy history but
only on the present, a basic bibliographic research, about Markov Chain with

discrete parameter, was done.

An application of this methodology was done, using information from a forestry

plantation dealed with the production and marketing of Christmas Trees.

KEY WORDS: Markov Chain, transition matrix, n-step transition probabilities,
class property, recurrence, canonical decomposition, absorption

probabilities, steady state.



Capitulo I

INTRODUCCION

Muchos sistemas que presentan variabilidad a través del tiempo pueden ser
estudiados por medio de los procesos estocdsticos. Un proceso estocastico es
una sucesién de variables aleatorias observadas a través del tiempo con cierta
estructura probabilistica. Las cadenas de Markov son modelos estocasticos que
se pueden usar para modelar un fenémeno con base en lo sucedido en el pasado.
También se pueden usar para estudiar el comportamiento del mismo, a corto o a
largo plazo. l.as cadenas de Markov determinan en forma secuencial las
probabilidades de que ocurran o no ciertos eventos de interés con el
funcionamiento del sistema o que afectan al fenémeno en estudio.

En tiempos recientes las cadenas de Markov han cobrado mucha importancia en
las ciencias biolégicas por su versatilidad en usos. En ocasiones, mediante
las predicciones a corto y largo plazo del comportamiento de un sistema, se
puede tener una buena planeacién y administracién de los recursos con los que

se cuenta.

Existe un gran numero de referencias sobre la teoria de cadenas de Markov,
pero en general los conceptos son manejados o presentados de manera abstracta.
Esto limita a personas no familiarizadas con este tipo de materiél, de forma
tal que la aplicacién de estos modelos no es muy frecuente. Por el contrario,
hay obras en donde el estudio es mas bien superficial y limitado, por lo que

su aplicacién quedaria restringida a ciertos casos poco reales.



La recopilacién de informacién sobre cadenas de Markov en este trabajo fue
motivada por la inquietud de aplicar la teoria de las cadenas de Markov a un

sistema forestal.

Las cadenas de Markov pueden ser de parametro discreto o continuo. En el

presente trabajo solo se consideran los conceptos basicos de cadenas de Markov

de parametro discreto.

Por esto, los objetivos que se plantearon en el presente trabajo son los

siguientes:

a) Realizar un concentrado de informacién sobre las cadenas de Markov de
parametro discreto en forma breve y clara de tal manera que:

* Contenga la informacién necesaria para realizar diferentes
aplicaciones.

* Proporcione las herramientas bdasicas para realizar predicciones
de ciertos eventos de importancia, y que permita tener un
conocimiento mas amplio del comportamiento del sistema.

* Permita tomar la mejor decisién, con base en los resultados
obtenidos del analisis de Markov.

b) Mostrar una aplicacién de esta teoria en las Ciencias Forestales.

El estudio de la teoria de Cadenas de Markov hace necesario contar con
conceptos previos, por lo que en las Secciones I, 2 y 3 del capitulo de
Revisién de Literatura se incluyen conceptos importantes de matematicas que
seran de utilidad en este estudio; en las Secciones de la 4 a la 10 se hace
una revisién de antecedentes y conceptos basicos de las cadenas de Markov de

parametro discreto; en la Seccién 1l se presenta una revisién amplia del caso

2



cuando el espacio de estados es finito y en la Seccién 12 se recalca la
importancia de obtener la descomposicién cano6nica antes de iniciar los

andalisis en un problema de aplicacién de esta teoria.

Con el fin de mostrar una aplicacién de esta teoria, se incluye en el trabajo
un ejemplo en el cual se usan varios de los conceptos proporcionados para un
analisis de Markov para obtener predicciones a largo plazo y analizar el plan
actual de reemplazo de los arboles que se venden. Estos analisis se llevan en
una Empresa forestal denominada "Bosque de los &arboles de Navidad" dedicada a
la produccién y venta de arboles navidefios, ubicado en Amecameca, Estado de

México.



Capitulo II

REVISION DE LITERATURA

2.1 Relacién y clases de equivalencia.

En esta Seccién se revisa la definicion de una relacién de equivalencia, se
definen las clases de una relacién tal y se enuncia una propiedad importante que

cumplen estas clases.

Sea A un conjunto y a,beA. Si b estd relacionado (asociado) con a, se escribira
a ~ b; al simbolo "~" se le denomina relacién binaria sobre A. Se dice que una
relacién binaria "~" sobre A es una relacion de equivalencia sobre A si para a,
b y c cualesquiera en A se cumple que:

i) a ~a para todo a € A

ii) a ~ b implica b ~ a
iii) a ~ b, b ~ ¢ implica a ~ c. o
Las propiedades de (i) a (iii) son conocidas como propiedad reflexiva, simétrica

y transitiva, respectivamente, de la relaciéon de equivalencia.

En muchos problemas de aplicacién resulta necesario clasificar los elementos de
un conjunto S en distintos subconjuntos {A,, «€l}, donde I es un conjunto de
indices. Un caso de especial interés es cuando estos subconjuntos satisfacen las
condiciones siguientes:

(i) A, # @ para todo ael



(ii) A,nAg = @ para todo ael, Bel tal que a#B
(iii) UA, =S
®€l

Cuando se cumplen estas tres condiciones se dice que la familia {A,, ae€l}

constituye una particion para S.

" _n
~

Si en un conjunto A se tiene definida una relacién de equivalencia , para un
elemento cualquiera a€A se define su clase de equivalencia, denotada por Cl(a),
como la coleccién de los elementos que estan relacionados con A. Es decir,

Cl(a)={xeA|a~x}

Una propiedad importante que cumplen las clases de equivalencia es la siguiente
(Cardenas, et al., 1973)
2.1.2 Proposicién. Las distintas clases de equivalencia de una relaciéon de

equivalencia sobre A constituyen una particién para A. o

2.2 Divisibilidad

En esta Seccién se revisa brevemente la divisibilidad entre numeros enteros.

Se dira que el entero b#O es un divisor del entero a y se denota como b|a, siy
sélo si a=bc para algin entero c. Algunas propiedades de esta operacién son las
siguientes:

i) Si a|b y b|c entonces a|c.

ii ) Si a|l entonces a=1 6 a=-1

iii ) Si a|b y b|a entonces a=b 6 a=-b



iv) Si a|b y a|c entonces, a|(ma+nb) para cualesquiera enteros m y n. En

particular a|(b+c) y a|(b-c).

Dos aplicaciones muy importantes de la divisibilidad entre los enteros es el
maximo comun divisor (mcd) y la congruencia médulo n, las cuales se describen a
continuacién:

Cuando se tiene una coleccién de numeros enteros a,;, az,..., @p, Un numero muy
importante que resulta de estos es el mdximo comun divisor, que se define como
el entero c, denotado por (a,;,as,...,an), que cumple las propiedades siguientes

1) c|a;, c|az..., c|a,

2) cualquier divisor de a;, a,,..., a, es un divisor de c.

Una propiedad importante del mcd es que en una coleccién de numeros enteros que

no todos sean cero existe y es uUnico (Herstein, 1990).

Por otra parte, para el entero n, si nl(b—a). se dird que "a es congruente con b
médulo n" y se escribird "a=b (mod n)". A esta relaciéﬁ se le llama congruencia
mdédulo n. La congruencia moédulo n entre los enteros es una relacién de
equivalencia (Herstein, 1990). Si a es un entero, a su clase de equivalencia se
le denotara como [a]. Como se vera, las clases de equivalencia de esta relacion
resultan de mucha utilidad en un analisis de cadenas de Markov. La Proposicién

siguiente muestra una propiedad de la congruencia médulo n (Herstein, 1990).

2.2.1 Proposicién. La congruencia moédulo n define n distintas clases de
equivalencia en el conjunto de los numeros enteros. Y son las clases (0],

(1],..., [n-1]. O



2.3 Sucesiones y series

En el estudio de cadenas de Markov, aparecen con frecuencia sucesiones y series
de numeros reales. En esta Seccién se revisa la terminologia basica de
sucesiones y series, con el fin de lograr una mejor comprensién de algunas

propiedades de las cadenas de Markov.

2.3.1 Definicién. Una sucesion de numeros reales es una funcién cuyo dominio es
el conjunto de los enteros positivos e imagen un subconjunto de los numeros
reales. A la imagen de n se le denota con letras minusculas con n como
subindice. Por ejemplo a, es la imagen del entero n. A la sucesién se le denota

como {a,, neN} y a a, se le denominara el n-ésimo término de la sucesién. o

Se dice que una sucesién {a,, neN) tiene limite igual a L si y s6lo si para toda
€>0 existe un entero positivo N>0 tal que Ian-L|<t: para todo entero n>N. Se dira
que la sucesién {a,, neN} es convergente si tiene limite.
Para denotar que la sucesién {a,, neN)} tiene limite L se escribira
lim a, = L
n—
También, se dice que la sucesién {a,, neN} diverge a +w, y se escribe
lim a, = +»
n—o®
si y sélo si para toda M>0 existe N>O tal que nzN entonces a>M.
El limite de una sucesién convergente, es unico (Takeuchi, 1983). La Proposicién

siguiente enumera otras propiedades de sucesiones convergentes (Takeuchi, 1983;

Leithold, 1992).



2.3.2 Proposicién. Si {a,, neN} y {b,, neN} son dos sucesiones convergentes y Kk

€ R es una constante, entonces

ii) rl‘i_r)nm (kay) = k rl,i)nm an
iii) r1‘_r)nm (ap+by) rl;i?eo a, + ,l,ﬂ,“(,, b,
iv) rl‘_l_r)nu° (apby) = lim = a, r{ﬂ)nw bn,
v) rl)_l_gm (ap/bg) = rl’g)n‘,° an/rl]i_r)nm bn, si rl‘_i_r_r)lm b,#0. O

Los incisos (iii) y (iv) de la Proposicién 2.3.2 se pueden extender para mas de

dos sucesiones.

Un caso particular de una sucesién es una serie infinita, la cual se define como
sigue: Sea {u,, neN} una sucesién, entonces la sucesién {s,, neN} cuyo n-ésimo
término esta definido por sp=uj+uz+...+u,, n=l, 2, 3,... se conoce como serie
. 3 . m . 2
infinita y se denota como J u,. Los términos u, de la sucesion {u,, neN} se
n=1

denominan términos de la serie. A s, se le denomina la n-€sima suma parcial de
la serie. Si la sucesiéon de sumas parciales {s,, neN} converge al numero s, se
dice que la serie tiene suma s y que la serie es convergente. Ademas, si la
serie tiene suma s, se escribe

@

Yu =s

n=1

Si lim s, no existe, entonces la serie no es convergente y no tiene suma. Y si
n—ow

la sucesién {s,, neN)} diverge a +w se escribira

-]
Z un = 4o
n=1

Ademas de las sucesiones de numeros reales, en el presente trabajo se usan

sucesiones de diversos tipos de elementos, como por ejemplo, de vectores,

-



funciones, subconjuntos de un conjunto, etc. En estos casos, la notacién para el
n-ésimo término consistird de un elemento tipico, con n como subindice. Por
ejemplo {X,, neN} denota una sucesién de vectores, {f,, neN} una de funciones,
etc.

El &lgebra matricial resulta una herramienta importante para el analisis de una
cadena de Markov. A continuacién se estudia varios puntos sobre Aalgebra
matricial y el limite de una sucesién de matrices.

Si se denota por Ppxq la coleccién de matrices de orden pxq de nuimeros reales,

la norma de A € Ppyq se define como

Algunas propiedades de la norma matricial en Ppxq son (Haaser, et. al., 1990)
i) Si A€Ppyq, entonces Al = 0. Ademas, Al = O si y sbélo si A = 0.
ii) WAtI = AN A€P yq

iii) Si A,BePy, entonces IA+BIl = lIAll + WBIl.

La sucesién {A,, neN) de matrices en P,yq converge a la matriz A y se escribira
Lim, Ay = A
si y sélo si para toda €>0 existe NeN tal que si n>N, entonces
NAL-All < €
La Proposicién siguiente muestra una forma util para calcular el limite de una
sucesién de matrices.
2.3.3 Proposiciéon. Sea {A,, neN} una sucesién de matrices en Ppoxq- Asociado a
esta sucesi6bn hay pxq sucesiones {a;, neN} de numeros reales, donde ajj,
denota la componente en el renglén i y columna j de la matriz A,. Entonces, la
matriz A={a;)pxq s el limite de la sucesién {A,, neN) si y so6lo si las

sucesiones {(ajn, neN} tienen limite a;;. o



Algunas propiedades de una sucesién de matrices que permiten estudiar algunas

propiedades de las cadenas finitas de Markov se dan en la Proposicién siguiente:

2.3.4 Proposicién. Sean BeP,yq, CePrys ¥y {A, neN) una sucesion de matrices en
Pqxr- Entonces,
. t ; t
i) rl}g}nm Ap = (}lﬂ)lm Ap)
ii) lim (BA,) = B lim_ A,
n—0 n—o

iii) lim (A,C) = (lim A,)C. o
n—>m n—®

2.4 Conceptos basicos de cadenas de Markov

En esta Seccién se presentan conceptos basicos de una cadena de Markov de
parametro discreto. Se empieza definiendo un proceso estocdstico, su espacio de
estados y después una cadena homogénea de Markov. Se definen seguidamente las
probabilidades de transiciéon en uno y varios pasos; se definen también la
distribucién inicial de la cadena y la distribucién de probabilidades en un
tiempo n#=0.

Se define un proceso estocdstico de parametro discreto como una sucesiéon de
variables aleatorias discretas {(X,, nz0} definidas en ~un espacio de
probabilidades {Q,4,P}. Si Ry, n=0,1,2,... son los recorridos de las variables
aleatorias que definen el proceso estocastico {X,, nz0)}, el espacio de estados I

de este proceso se define como
- .
] = Rxn. (2-4.1)
n=0

A los elementos de I se les denomina estados.

10



Una cadena de Markov de parametro discreto es un proceso estocastico {X,, n=0}
que tiene la propiedad siguiente: Para todo n y para todos los estados ig, ...,
in, i, j, se cumple que

P{Xns1 = J|Xo=ios-+++Xn-1Zin-1.Xn=1} = P{Xpp = j|Xn=i} (2.4.2)

La condicién (2.4.2), conocida como propiedad Markoviana, establece que los
valores futuros del proceso cuando se conoce su estado actual, no se ven

alterados por el conocimiento del comportamiento en el pasado del proceso.

Si la cadena de Markov {X,} de estado discreto cumple que para cualquier tiempo
t > 0 y para toda pareja de estados iy Yy it-1v P{X;y = it|Xe-1=ie1)} es
independiente de t, entonces es denominada cadena homogénea de Markov y en este

caso, a la cadena se le agregard la frase "es una C.M.".

Si {Xn) es una C.M. con espacio de estados I, la probabilidad de transicion (en

un paso) del estado i al estado j, se define como
Py = P{Xp = j|Xp=i} (2.4.3)

Las probabilidades en (2.4.3) cumplen que (Ross, 1972)

VvV i,jel: Py z o, ZPU =1 Vv i€l (2.4.4)
JEl

Si {(X,) es una C.M. con espacio de estados I, a Ila distribucién de
probabilidades {p;;i€l} tal que

p1 = P{Xp=i}, i€l (2.4.5)
se le denomina distribucién inicial de la cadena. Esta distribucién cumple que
(Ross, 1972)

ppz20 Viel y Tp =1 (2.4.6)
1€1

11



De aqui en adelante, cuando se nombre un estado, se entendera que se tiene una
C.M. y que I es su espacio de estados.

Por otra parte, si se denota como p{'}) la probabilidad condicional
P{Xp.v=J|Xy=i} de ir del estado i al estado j en n pasos, nzl, se cumple que

(Chung, 1967)

P
0 _ | 0 sii#j
Pijy = { i i i=j (2.4.7)
(1) _
Pij = Py (2.4.8)
Py = Ipik bk n=2 (2.4.9)
kel

Para i, jel, a pf'}) se le denomina como la probabilidad de transicion de i a j en

n pasos.

Una aplicacién de estas probabilidades es la determinacién de la probabilidad
no-condicional de que la cadena, en el tiempo n, se encuentre en el estado i€l;

es decir, P{X,=i}. Esta probabilidad, que se denota por pfn). se obtiene como

(Ross, 1972)
pi™ = TV, el (2.4.10)
JEl
Para n>0, la coleccién {p{"; iel} de estas probabilidades se denomina la

distribucion de probabilidades de la cadena en el tiempo n.
Otra aplicacién de las probabilidades de transicién en n pasos muestra que para
iel y para el entero no negativo n se cumple que

oY =1 Vel
JEl

12



Una relacién entre las probabilidades de transicién de un:estado i a un estado

j» es la siguiente (Chung, 1967)

pl(xjnm) = ZP{:)PI(:;) n,mz0 (2.4.11)
kel

A (2.4.11) se le conoce como ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

2.5 Clasificacion de estados

Un aspecto importante cuando se analiza una C.M. es el agrupar sus estados en
clases de equivalencia, usando la relacién de comunicacién. Esta relacién se
discute en esta Seccién y ademads se describen las propiedades de esencialidad y
periodicidad de los estados. Como se vera en esta Seccién, cada estado i en una

clase "comunica" estas propiedades a todos los estados de su clase.

Sean i,j dos estados en I, se dice que el estado i accesa a j, denotado como
invj, si y sbélo si existe un entero positivo m tal que pf?)>0. Se dice que los
estados se comunican si y sélo si inj y jwi. Si dos estados i y j se comunican,
se denota i~nj. Una propiedad importante de la relacién "~" es que es transitiva;
es decir, si inj y j~k entonces ink. (Chung, 1967; Resnick, 1992). Mas aun, para
el conjunto I,= (iel:inj, para algin jel}, la relaciéon "~" en I, es una relacién
de equivalencia (Chung, 1967, Resnick, 1992). Con esta relacién de equivalencia,
para i€l;, su clase de equivalencia se denota como C(i). Es decir,

Cli) = {jel|invj} _ (2.5.1)
De acuerdo con la Proposicién 2.1.2, las distintas clases de equivalencia

determinan una particién para I,. Obsérvese que si algin estado i€l no se

comunica con otro estado j entonces, las distintas clases de equivalencia
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definidas en I, no particionarian el espacio de estados I, pero definiendo clases
"artificiales" para cada elemento iel-I; como

C(i) = {i)
dejando claro que para estos conjuntos, no se cumple que iwi entonces, se
obtiene una particién de I, que consiste de las clases de equivalencia de I,

junto con las clases "artificiales".

Por otra parte, para el estado i tal que i~ni, se define su periodo d; como el
st ’ 5 s s - —_— (n) i s e
maximo comun divisor del conjunto de numeros positivos n tal que plT #0. Si ini

no se define su periodo.

Otra propiedad importante de un estado en una Cadena de Markov es cuando posee
la propiedad de comunicarse con todos los estados que accesa. Al estado i con
esta propiedad se le denomina estado esencial. Si un estado no es esencial, se

le denomina estado inesencial.

Como se vera mas adelante estas propiedades son importantes en la conduccién de
los analisis de un problema de a;ilicacién. Asi. por ejemplo, en algin punto del
andlisis habra que conocer los periodos de cada estado. Una vez que se determina
el periodo de un estado, todos los integrantes de su clase tendran el mismo
periodo. En general, cuando una propiedad se cumple para todos los elementos de
una clase, a dicha propiedad se le denomina propiedad de clase. Ademas de la
periodicidad, en la Proposiciéon siguiente se tienen otras propiedades de clase

(Chung, 1967).
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2.5.1 Proposicién. Las propiedades siguientes son propiedades de clase
(a) La propiedad de ser esencial (o inesencial).

(b) La propiedad de tener periodo d. O

Después de encontrar las distintas clases de equivalencia del espacio de estados
I, en algunos problemas serd necesario subdividir las clases que resultan. Para

lograrlo, considérese primero la Proposicién siguiente (Chung, 1967):

2.5.2 Proposicién. A cada jeC(i) le corresponde un unico residuo de clase r;
moédulo d; de tal manera que si p{'})>0 entonces ne[r;l. Mas aun, existe un entero

N(j) tal que V nz=N(j) entonces p{'}dl"ﬂ

>0. o

Para clasificar los estados de la clase C(i), supéngase que d es el periodo de
C(i). Si r es un entero no negativo menor que d, se define la subclase C.(i)
como la coleccién de los estados en C(i) cuyos residuos de clases es [rl
Simbdlicamente, se tiene

C.(i)={(jeC(i):el residuo de clase que le corresponde a j es [r]} (2.5.2)
2.6 Recurrencia
En la Seccién 2.5 se mencioné que los andlisis que se realizan en una cadena de
Markov depende, en gran medida, de las propiedades que poseen las clases. La

propiedad de recurrencia, que se estudia en esta Seccién, es una de las mas

importantes.
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Sean i,jel. La probabilidad de llegar por primera vez al estado j en n pasos,
dado que se empezd en el estado i se denota como f :'}) Algebraicamente

182 PXma#ds Xme2#ds o Xmen1®di Xmen=J | Xm=1} (2.6.1)

Cuando P{X,=i}=0, la probabilidad en (2.6.1) no estd definida. Chung (1967)
muestra que el valor de esta probabilidad no depende de m, de aqui que propone
esta otra expresién
£{)= P(X,2j, 0<v<n;Xp=j|Xo=i} (2.6.2)
Para i€l este autor denota como f:, a la probabilidad de que la cadena regrese
(alguna vez) al estado i después de salir de este. El estado i se denomina
estado recurrente si f;1=1; si f;,<l el estado i se denomina no recurrente.
Chung (1967), define como gy, f:j, y g, para i, jel a las probabilidades
siguientes:
gii: Probabilidad de que la cadena regrese infinitas veces al estado i después
de salir de i.
f:J: Probabilidad de que la cadena llegue (alguna vez) al estado j cuando
abandona el estado i.
gy Probabilidad de que la cadena llegue infinitas veces al estado j cuando
abandona el estado i.
Algunos resultados importanteé que relacionan a estas probabilidades entre si y

con la propiedad de recurrencia de un estado, se discuten en esta Seccién. La

Proposicién siguiente es una de ellas (Chung, 1967; Resnick, 1992)

2.6.1 Proposiciéon. Sea I el espacio de estados de una C.M

i) Para todo i, jel se cumple que
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. X n
=7 fi] (2.6.3)

flj L
[
fly =% Py} (2.6.4)

ii) g,=1 si y sblo si el estado i es recurrente y gu=0 si y solo si el estado

i es no recurrente.
iii) Un estado inesencial no puede ser recurrente.

iv) Si el estado i es recurrente y i~j, se cumplen las propiedades siguientes

(a) el estado j es recurrente

(c)gy=1ygy=1

v) La propiedad de ser recurrente (o no recurrente) es una propiedad de clase.

vi) La serie

es divergente si y solo si el estado i es recurrente, y es convergente siy

solo si el estado i es no recurrente. En el ultimo caso,

1

- (n)
. n
Pt = p
n=0 1- f“

vii) Si j es no recurrente entonces, la serie

®
TPy (2.6.5)
=0

n

converge para todo i. Si j es recurrente entonces (2.6.5) es divergente si

inj y es igual a cero si i%j o

En la parte (iv) de la Proposicién 2.6.1 se determina el valor f:J si i es

recurrente y i~j. La Proposicién siguiente muestra como proceder en otros casos.
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2.6.2 Proposiciénl. Si 1 es un espacio de estados finito, para i€l se cumple el

sistema de ecuaciones siguiente
* *
f1y =Py + LPw fip Jel o
1) = Py k;) )

2.6.3 Comentario. El numero esperado de visitas que la cadena realiza al estado

j cuando abandona el estado i es el valor de la serie (Ross, 1972; Resnick,

1992)

Entonces, por (vii) en la Proposicién 2.6.1 si j es no recurrente, el nuimero
esperado de visitas que la cadena realiza al estado j después de abandonar el
estado i, es finito. Perd si j es recurrente, entonces el numero esperado de
visitas que la cadena realiza al estado j después de abandonar el estado i, es

infinito. o

2.7 Conjuntos cerrados

El concepto de conjunto cerrado que se estudia en esta Seccién es muy util en el
andlisis de una C.M.
Un conjunto cerrado es un subconjunto no vacio de estados A que cumple la
propiedad siguiente

i Py =1 VieA (2.7.1)
JEA

La ecuacién (2.4.4) muestra que todo espacio de estados es cerrado.

1 Comunlicacién personal. Rodrfguez, G. A., 1997.
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Por otra parte, si A es un conjunto cerrado y i€A, jeA° entonces se cumple que

(Feller, 1957)

p,“}) =0 Vn (2.7.2)
En palabras, si el conjunto A es cerrado entonces, para todo j€A, ningun estado

i en A puede accesar a j.

Un conjunto cerrado que tiene la propiedad de no contener ningun subconjunto
propio cerrado, se le denomina conjunto cerrado minimal. En especial, si un
espacio de estados es cerrado minimal, se dird que es irreducible.

Hay wuna estrecha relacién entre clases recurrentes, clases esenciales y
conjuntos cerrados. Una de estas se enuncia en la Proposicién siguiente (Chung,
1967).

2.7.1 Proposicién. Una clase es esencial si y sélo si es un conjunto cerrado

minimal. o

Notese que si C es una clase recurrente, (iii) de la Proposicién 2.6.1 implica
que C es una clase esencial, y por tanto un conjunto cerrado. Ademas, si ieC y
jeC por (2.7.2) p,('})=0 para todo entero n. Entonces, por (2.6.4) se obtiene que
f:, = 0. Estos resultados se resumen en la Proposicién siguiente:

2.7.2 Proposicion Sea C una clase recurrente, entonces (a) C es un conjunto

cerrado (minimal). (b) f:, =0 si ieCy jeC. o

2.8 Tiempos de recurrencia y transicion

Una vez que se han identificado todas las clases recurrentes y no recurrentes de

un espacio de estados de una C.M, de acuerdo con la Secciéon 2.6, se tiene que
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si la cadena se encuentra en un estado i de una clase recurrente, la
probabilidad de que regrese a este estado i es 1. Ademas, si el estado j se
encuentra en la misma clase que i, de acuerdo a (iv) de la Proposicién 2.6.1, la
probabilidad de que la cadena llegue a j es igual a 1. Es decir, la cadena es
seguro que llegue a j. En este caso, la pregunta importante es el tiempo que le
toma a la cadena llegar al estado j (a partir del estado i) y el tiempo para
regresar al estado i. En términos algebraicos, sea iel un estado recurrente e
i~j, a la variable aleatoria T;3:Q—N definida como

T;; tiempo que transcurre para que la cadena pase por primera vez al

estado j dado que la cadena se encuentra inicialmente en el estado i.

se le denomina tiempo de transicién del estado i al estado j. Su valor medio
My se denomina tiempo medio de primera transicion del estado i al estado j y

se cumple que (Chung, 1979)

@ (n)
p’TU = Zn fl.’
n=1

En el caso particular que j=i, a T} se le denomina tiempo de recurrencia del

estado i y a su valor medio My, tiempo medio de recurrencia del estado i.

Si el espacio de estados es finito, para calcular estos valores medios, Hillier
y Lieberman, (1982) y Davis y McKeown, (1986) resuelven el sistema de ecuaciones
siguiente
My = 1+ ¥ pi Hr,, (2.8.1)
Kk#*)
Davis y McKeown aplican esta férmula en un espacio irreducible (en cuyo caso,

como se vera en la Seccién 2.11, el espacio de estados consiste de una clase).
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Si i es un estado recurrente y inj, debido a que la clase C(i) es recurrente,
por (a) de la Proposicién 2.7.2, Cl(i) es cerrado (minimal) y se sigue que pjy =0
si keC(i). De aqui que (2.8.1) reduce a

bryy = 1+ ¥ Pik Mgy, (2.8.2)
KEC(1);k#*)

2.9 Absorcién

Cuando un estado es recurrente, la cadena no solamente regresa a éste después de
abandonarlo, sino que, de acuerdo con (ii) de la Proposicién 2.6.1, la
probabilidad de que la cadena regresa a este estado un numero infinito de veces
es 1. En cambio, cuando un estado no es recurrente, por el Comentario 2.6.3, la
cadena regresa a éste solo un numero finito de veces. Asi, cuando el espacio de .
estados contiene un numero finito de estados no recurrentes, ocurre un fenémeno
muy peculiar: Si la cadena empieza en un estado no recurrente, a largo plazo, la
cadena no podra estar en ninguno de los estados no recurrentes, pues visitara a
cada uno de estos, a lo mas, un numero finito de veces. De aqui que la cadena,
en algin momento, llegara a un estado recurrente. De acuerdo con (a) de la
Proposicién 2.7.2, la clase de este estado es un conjunto cerrado y en
consecuencia, la cadena quedara "atrapada" en esta clase. Si el espacio de
estados contiene solamente una clase recurrente y la cadena inicia en un estado
no recurrente, la probabilidad de que la cadena sea "atrapada" por esta clase
recurrente es 1. Pero si la cadena contiene mas de una clase recurrente, la
probabilidad de llegar a esta clase se discute en esta Seccién. También se
discute el caso particular de tener un sélo estado recurrente. En este caso

cuando la cadena empieza en un estado no recurrente, no hay ninguna duda de que
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llegara al estado recurrente. La incertidumbre en todo caso, es el tiempo en que
esto ocurrird. Este tiempo también se calcula en esta Seccién.
Por lo expuesto anteriormente, cuando se tienen distintas clases no recurrentes,
se ve que no es de mucha utilidad conocer la clase no recurrente donde la cadena
inicia; sino la clase recurrente a la que llega. En consecuencia, es de utilidad
agrupar las clases no recurrentes en un solo conjunto, que si se le denota como
N, se obtiene la siguiente particién de I

I = NuC,uCyu ... : (2.9.1)
donde N consiste de estados no recurrentes; y C;, Cz ... son clases
recurrentes. A esta particién se le conoce como la descomposicion candnica
(d.c.) de I [N no necesariamente es una clase].
Supéngase que el conjunto N tiene un numero finito de elementos, entonces para
ieN y jeN® denétese por u:J a la probabilidad de que la cadena abandone N a

-
través de j, dado que se encuentra en i. Entonces, a } u;; se le conoce como
k€Ca

probabilidad de absorcién del estado ieN por la clase recurrente Ca.

En el caso particular que I sea finito, sea q el numero de estados no
recurrentes y r el numero de estados recurrentes. Para calcular las

probabilidades u;J, sean Q, R y U las matrices siguientes

Qqu = (qUEpU;i"iEN) (2.9.2)
Roxr = (M =py;;keN;1eN®) (2.9.3)
Ugxr = {u jiieN; jeN°) (2.9.4)

Si la inversa de la matriz I-Q existe, se cumple que (Resnick, 1992)

U = (I-Q) 'R (2.9.5)
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Si en la d.c. de I en (2.9.1) alguna clase recurrente consiste de sélo un
estado, a este se le denomina estado absorbente. Un criterio muy util para los

estados absorbentes es el siguiente.

2.9.1 Proposicién. El estado i es absorbente si y sélo si p;; = 1.

Demostracién. Para el caso finito véase Kemeny y Snell, (1976). o

Como consecuencia de la Proposicién 2.9.1, si el estado i es absorbente, por
(2.8.2) se obti.ene que
My, =1 (2.9.6)
Por otra parte, supéngase que la d.c. del espacio de estados de la C.M. {X;} es
I=Nu{j} donde j es un estado absorbente y N contiene q estados. Si la cadena se
encuentra en un estado ieN, definase la variable aleatoria T;:Q—N como sigue
T, : Numero de periodos que la cadena demora en salir del con junto N
A T, se le conoce como tiempo de absorcién del estado i por el estado J y su

[, uz...pq]t y Q es como en

valor esperado se denota como ;. Entonces, si p
(2.9.2) y tiene inversa, se cumple que
p=(1-Q)7 1 (2.9.7)

t

donde 1 es de orden q (Resnick, 1992 analiza un caso mas

-~

1]

m
P
—
o

general).

2.10 Propiedades a largo plazo

En esta Seccién, se dan resultados para estudiar el comportamiento de las
probabilidades de transicién a largo plazo. El primer resultado a este respecto

es el siguiente.
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2.10.1 Proposicién. Si i es un estado recurrente cuyo periodo es d, entonces

; d
lim p{','d) o ——
n—o Kty

Demostracién. (Véase Chung, 1967).

Para estudiar el comportamiento de la transicién entre los estados i, je€l donde j

tiene periodo d, Chung, (1967) denota como f:J(r) el valor de la serie siguiente

. ©
= ¢ £ (2.10.1)
n=1,n€l[r]

donde r es un numero entero, [r] es la clase de r bajo la congruencia médulo d;

y establece la relacién siguiente entre los valores f:J(r), r=1,2,...,d

d »
Ef”(l") = f[j (2.10.2)

r=1

Después de esto, el autor enuncia la Proposicién siguiente, a excepcién que en
este trabajo se adapté a la d.c. del espacio de estados.

2.10.2 Proposicién. Sea NuC,uC,u... la descomposicién canénica de I. Si i,jel y

(I) jeN entonces lim pf'})= 0, para todo i.

n—©

(I1) si jeC,, para algin «, y tiene periodo d,. Entonces
(a) p,(r;)=0 para todo n si ieCg, con a#B.
(b) si ieC, y jeC.(i), entonces

1i (ndjer) _ d“
1m py = —

n— “.t‘u

También, p,"}) = O si nelr).
(c) Si ieN, entonces

’ (ndj+r) . da
lim pl] J = fu(r) S
n—m p.r” o
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2.11 Espacio de estados finito

La literatura para el caso cuando el espacio de estados I es un conjunto finito
es muy amplia. La discusién de este tema se puede encontrar en referencias de
algebra matricial (Searle, 1966; Bellman, 1970), probabilidad (fﬁr, 1957;
Ross, 1972; Neuts, 1973; Ross, 1976; etc.). Algunos libros estan dedicados
solamente a este caso (Kemeny, et al., 1976).
———

Algunos libros sobre Procesos Estocasticos, donde se estudian en general las
cadenas de Markov, el caso finito es solo un caso particular (Doob, 1953;
Parzen, 1962; Taylor y Karlin, 1984; Coleman, 1986; Resnick, 1992). También se
pueden hacer referencias a este tema en areas donde las C.M. se aplican con

regularidad como por ejemplo en Investigacion de Operaciones (Hiellier y

Lieberman, 1982; Taha, 1995; Anderson, et. al., 1993).

En esta Secciébn se presentan conceptos y resultados utiles cuando el espacio de
estados I es finito. En lo que resta de este trabajo, el entero K denotara el
nimero de estados de una C.M. finita.

A la matriz P que tiene en sus entradas las probabilidades de transicién (en un
paso), es decir P={(p,} se le denomina matriz de transicion (de probabilidades)
de la cadena. El vector Py que contiene en sus entradas las probabilidades
iniciales de la cadena, es decir, BoE[Px p2 ... pK]t, donde p;,p2,-.-,Px €stan
dados en (2.4.5) se denomina vector inicial (de probabilidades) de la cadena.

Ademas, el vector P, que tiene en sus entradas la distribucién de probabilidades

de la variable aleatoria X, de la cadena, es decir, P, = [pl(n) pén) pén)]
donde p‘(") esta dado en (2.4.10), se llama el vector de proporciones en el
tiempo n.



Los siguientes conceptos seran de utilidad en esta Seccién: Un vector fijo de la
matriz A es un vector X que cumple AX = X (Obsérvese que un vector fijo es un
vector caracteristico de A que corresponde a un valor caracteristico 1). Un
vector probabilistico es aquel cuyas entradas son no negativas y la suma de
estas es 1. Una matriz de Markov es aquella cuyos renglones son vectores
probabilisticos. Se dird que una matriz de Markov es regular si alguna potencia
tiene todos sus términos positivos; es decir, la matriz de Markov M es regular

si y solo si existe un entero s>0 tal que M® tiene todas sus entradas positivas.

Por (2.4.6), el vector inicial de probabilidades es un vector probabilistico. Lo
mismo puede decirse de los vectores de proporciones en los tiempos 1,2,3,...
También, las ecuaciones en (2.4.4) muestran que los renglones de la matriz de
transicién son vectores probabilisticos y por lo tanto, la matriz de transicién
es una matriz de Markov. Chung, 1967, relaciona las matrices de Markov con las
cadenas de Markov. La propiedad que establece, adaptada a la notacion empleada

en esta Seccién, es la siguiente:

2.11.1 Proposicién. Sean I un conjunto finito, Pp un vector probabilistico y M
una matriz de Markov. Entonces, existe una C.M. cuyo espacio de estados es I, su

matriz de transicién es M y Py es su vector inicial. o

Regresando otra vez con la matriz de transicién; para n=2, (2.4.9) muestra que
(2) (1)
Piy = Y Pik Pkj = ¥ Pix Pk)
k€l KEI

es decir, la probabilidad de transicion del estado i al estado j en dos pasos es
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el producto vectorial del renglén i de la matriz de transicién P con su columna
j.- Por lo tanto, pﬁ) se puede consultar en el renglén i y columna j de P2=PP.
En general, la probabilidad de transicién p{'}) es la entrada de la matriz P" que
se encuentra en el i-ésimo renglén y j-ésima columna. De manera similar, por

(2.4.10) se concluye que el vector de proporciones en el tiempo n satisface

Si la sucesién {P,} es convergente, a su limite se le conoce como vector

estacionario (de probabilidades). Este limite se denota como b; es decir,
b=lim P, (2.11.1)
~ n—»0 ~
Cuando el vector estacionario existe, por la Proposicién 2.3.3, su i-ésima
componente (b,) es la probabilidad de que en el largo plazo, la cadena se
encuentre en el estado i. Ademads, por la Proposicién 2.3.2 se cumple que
b, = plim_ pi™» + pplim pi 4 + plim  ps™ (2.11.2)
1. Piy z.1m . P2y g2 10 PK1
Por esta razon, si el estado i es no recurrente, por (I) de la Proposicién
2.10.2 se obtiene que la probabilidad a largo plazo de que la cadena se

encuentre en este estado es cero. Simbélicamente,

by = lim_ P{X,=i} = O (2.11.3)

Por otra parte, si la sucesién {P"}) es convergente, su limite se denotard como

II, en simbolos

m=lim_ P" (2.11.4)
En la Proposicién siguiente se enumeran propiedades muy importantes en un
espacio de estados finito.
2.11.2 Proposicién. En un espacio de estados finito se cumple que

(a) no todos los estados pueden ser no recurrentes.
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(b) una clase esencial es recurrente.

(c) si T existe, entonces es una matriz de Markov; b existe y es un vector

probabilistico, es también un punto fijo de Pt y se cumple que

b = MXo (2.11.5)

(d) I es irreducible si y sélo si la d.c. de I consiste de una sola clase.

(e) Si I es irreducible, todos los estados son recurrentes. o

Las C.M. que han sido mas estudiadas son aquellas que tienen matriz de
transicién regular. La Proposiciéon 2.11.3 siguiente permite conocer si se tiene

una C.M. de estas y en la Proposicién 2.11.4 se dan propiedades de estas C.M.

2.11.3 Proposicién. La matriz de transicién P de una C.M. es regular, entonces
si el espacio de estados es irreducible y existe al menos un estado i tal que

py> O. o

2.11.4 Proposicién. Si la matriz de transicién de la C.M. es regular

a) el espacio de estados es irreducible.

b) todos los estados tienen periodo 1.

c) la clase C(i) contiene una sola subclase.

d) la matriz limite T existe y ademas tiene todos sus renglones iguales.

e) el vector estacionario de probabilidades existe y es independiente del vector
inicial.

f) si c; es el "costo" en que se incurre por visitar el estado j, a largo plazo,

el costo promedio por unidad de tiempo asociado al proceso es

L by
JEI
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Si la matriz de transiciéon de una C.M. no es regular, ademas de las propiedades
que se tienen en la Proposicién 2.11.2, se cuentan también con las de la

Proposicién siguiente:

2.11.5. Si la matriz de transicién de una C.M. finita no es regular entonces,
c) si el vector estacionario existe, no necesariamente es independiente del
vector inicial.

b) la clase C(i) tiene s6lo una subclase si su periodo es l.

2.12 Importancia de la d.c. del espacio de estados de una C.M.

Se ha visto en la Seccién 2.11 que el vector estacionario puede no existir. Pero
si existe, es un punto fijo de P, aunque puede no ser independiente del vector
inicial Po. En un problema donde se desee encontrar el vector estacionario,
puede resultar un error encontrarlo como un vector fijo de la matriz P' sin
saber que es independiente del vector inicial. ;Cémo se puede verificar?. La
respuesta lo da la d.c. de I. Si consiste de una sola clase y la matriz de
transicién es regular, la Proposicién 2.11.4 resuelve el problema.

El comentario anterior; donde se observa que en un analisis de Markov, las
conclusiones dependen de la d.c. del espacio de estados, muestra la importancia

de encontrar esta descomposicién al inicio del analisis.
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Capitulo III

MATERIALES Y METODOS

3.1 Descripcion del area de estudio

3.1.1 Nombre del predio

" Bosque de los arboles de Navidad "

3.1.2 Ubicacidn y Colindancias

Ubicado geograficamente a 19° 05° 09" de Longitud Oeste y 98° 45’ 32" Latitud
Norte.

El predio se encuentra situado a 3 Km. al sur del Km. 53.5 de la carretera

México-Cuautla, municipio de Amecameca, Estado de México. Teniendo las siguientes

colindancias:

N: Ernesto C. Maurer SW: Cafiada Poxtla

NE: Cafiada Zentlalpan W: Ejido de Tlalmanalco, Méx.
E: Cafiada Zentlalpan NW: Ejido de Tlalmanalco, Méx.
SE: Cafiada Zentlalpan S: Canada Poxtla.

3.1.3 Ubicacién en la cuenca hidrogrifica
El predio estd ubicado al sureste de la cuenca del valle de México en las
estribaciones del volcan Iztaccihuatl, a una altura sobre el nivel del mar que

va de los 2500 a los 2760 m con altura media de 2600 m.
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3.1.4 Regién hidrolégica

RH26 en el municipio de Amecameca. Cuenca D; Subcuenca p (Carta hidrolégica del

INEGI).

3.1.5 Area forestal
De acuerdo al estudio de manejo integral presentado por la UIEF de San Rafael en
Marzo de 1991, el predio se encuentra en la zona forestal I, con jurisdiccion

oficial del Distrito de Desarrollo Rural No. 3, Texcoco, Méx.

3.1.6 Superficie forestal
Cuenta con una superficie total de 380 ha de las cuales 230 son de vegetacién

forestal y 150 fueron establecidas como plantacién de arboles de Navidad.

3.1.7 Vegetacion

La vegetacién forestal esta representada principalmente por latifoliadas del
género Quercus, también existen coniferas como Pinus leiophylla, P.
suedostrobus; la presencia de Alnus acuminata en la zona forestal del predio es
minima. El Arbutus sp tiene escasa presencia en el estrato arbustivo al igual
que el género Buddleia sp.

En el estrato herbaceo se presentan principalmente el Zacatén rastrero (Hilaria

cennchroides) y el Zacatéon de raiz (Epicampis macroura).

3.1.8 Fauna silvestre
Dentro del predio y en sus alrededores, existen especies con importancia
ecolégica, sobre todo para el equilibrio del ecosistema; entre ellas se

encuentran: Conejos (Sylvilagus sp), armadillos (Dasipus novemcinctus),
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lagartijas (scelophorus sp), zopilotes (Coragyps atratus), Tértolas

(Streptopelia sp), viboras de cascabel (Crotalus triseriatus) y ardillas

(Sciurus sp).

3.1.9 Clima
Cwbg de acuerdo al sistema de clasificacién de Koppen modificado por E. Garcia.
La temperatura media del mes mas calido es superior a 22° C, con una

precipitacién total de 800 mm anuales.

3.1.10 Hidrografia
Corrientes superficiales de temporal a través de cafiadas profundas de hasta 15
m, permaneciendo secas en temporada de estiaje, que aforan a corrientes

subterranea. El predio tiene sistemas de captacién de agua de lluvia para riego.

3.1.11 Geologia
Zona de actividad volcanica, existen rocas igneas extrusivas e intrusivas
ferromagnesianas y rocas sedimentarias areniscas. Rocas igneas basalticas y

andesiticas, suelos originados de rocas y cenizas volcanicas.

3.1.12 Vias de comunicacién

En el interior de la propiedad existe un 8% de la superficie total dedicado a
caminos y avenidas (de primer orden) cubriendo una red de 30 Km., representando
una densidad de 0.075 Km./Ha; cubiertas con grava y pasto y bordos de

canalizacién del agua de los escurrimientos superficiales.
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3.2 Metodologia de estudio

Para alcanzar los objetivos del presente trabajo, se empled la metodologia

siguiente :

3.2.1 Revision bibliografica

Se consultaron fuentes de informacién bibliografica referente a las cadenas de
Markov de parametro discreto, para proporcionar los conceptos, definiciones y
propiedades utiles para realizar diferentes aplicaciones que contribuyan a
obtener un amplio conocimiento del comportamiento del sistema en estudio. Entre
los conceptos y metodologias registrados se encuentran las probabilidades de
transicién, la matriz de transicién, el espacio de estados, la descomposicién
canénica del espacio de estados, las probabilidades de absorciéon, los tiempos
medios de absorcién y el vector estacionario; asi como los antecedentes mas

relevantes.

3.2.2 Aplicacion de las metodologias propuestas

Parte de la informacién basica obtenida en la revisién bibliografica se aplicé
en la plantacién forestal descrita en 3.2.1, considerando las existencias de los
arboles navidefios en este lugar como un modelo de cadenas de Markov.

Se identificaron los estados apropiados para la aplicacién de las cadenas de
Markov. La obtencién de las probabilidades de transicién se obtuvieron con la
informacién de pérdidas y ventas proporcionada por el Director General de

Producciéon de esta empresa. Esta informacién hizo posible proponer una matriz de
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transiciéon para modelar el crecimiento y la demanda de los arboles navidefios que
crecen en los plantios de esta empresa.

Como apoyo para los andlisis se utiliz6 una computadora personal, con procesador
386 DX y el software siguiente:

- QSB* Version 3.0 (Chang, 1993).

- Matlab
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CapitulolV
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 Aplicacién de la teoria de las cadenas de Markov

La Empresa denominada "Bosque de los drboles de Navidad" dedicada a la
produccién y venta de arboles de Navidad, cuenta con 14 plantios, en su mayoria
de Pino Vikingo® (Pinus ayacahuite x Pinus strobiformis), Douglas Fir o llamado
también Vikingo Canadiense (Pseudotsuga menziessi) y Pinus monticola, en menor
cantidad las especies P. radiata, P. pinea y P. patula.

Cada afio la empresa permite a sus clientes que seleccionen y corten el arbol de
su preferencia; la empresa permite cortar hasta cinco darboles por familia y
tiene también ventas al mayoreo. La empresa protege los arboles de menos de 6
afios de edad de manera que se les permite crecer y estar disponibles para su
venta en afios futuros. Tanto el Vikingo como el Douglas Fir tardan entre 9 y 10
aflos para alcanzar la altura deseada (2 m).

Sin embargo, aun cuando exista un &rbol con altura para corte en un afio
determinado, es posible que no se le seleccione para corte sino hasta unos afios
después. Los darboles que no se cortan en un afio determinado siguen en pie hasta
el afio siguiente.

La empresa cuenta con un vivero forestal, en el cual se realiza la produccién de
plantas que reemplazaran a los arboles que se venden que se pierden. Sin
embargo, un arbol vendido puede ser reemplazado también por el brote dejado del
tocon del pino cortado (ver Figura 1 en el anexo), pues las raices del mismo

permanecen vivas y producen otro pino cada ocho afios (regeneracion de tronco).
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La empresa sigue la politica de reemplazar el 707 de los arboles cortados y

vendidos por plantas producidas en el vivero y el 307 por los brotes.

Al considerar la operacién de arboles navidefios de la empresa como un proceso de

cadenas de Markov con periodos anuales, se proponen los estados siguientes:

1: Arbol de un afio de edad producido en vivero.
2: Arbol (obtenido en el

3: Arbol (obtenido
4: Arbol (obtenido
S: Arbol (obtenido
6: Arbol (obtenido
7: Arbol (obtenido
8: Arbol (obtenido
9: Arbol (obtenido
10: Arbol (obtenido
11: Brote.

12: Arbol (obtenido
13: Arbol (obtenido
14: Arbol (obtenido
1S: Arbol (obtenido
16: Arbol (obtenido
17: Arbol (obtenido
18: Arbol (obtenido
19: Arbol (obtenido
20: Perdido

en
€en
en
en

en

en

de
de
de
de
de
de
de
de

21: Cortado y Vendido

el
el
el
el
el
el
el

el

un
un
un
un
un
un
un

un

vivero)
vivero)
vivero)
vivero)
vivero)
vivero)
vivero)
vivero)

vivero)

brote)
brote)
brote)
brote)
brote)
brote)
brote)

brote)

de
de
de
de
de
de
de
de
de

de
de
de
de
de
de
de
de

dos afios de edad.

tres afios de edad.

cuatro afios de edad.

cinco afios de edad.
seis afios de edad.

siete afios de edad.
ocho afios de edad.
nueve aflos de edad.

diez o mas afios de

un afio de edad.
dos afios de edad.

tres afios. de edad.

edad.

cuatro afios de edad.

cinco afios de edad.
seis aflos de edad.
siete afios de edad.

ocho o mas afos de

edad.

De acuerdo a la informacién sobre produccién, ventas y pérdidas observadas en

diferentes afios, conjuntamente

con el

Director general de

determiné que la matriz de transicién siguiente resulta apropiada
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4.2 Objetivos del andlisis

Los objetivos que se desean en esta aplicacion de cadenas de Markov son los
siguientes

* Para el inventario actual de la Empresa dar un seguimiento de las pérdidas y
ventas de los &arboles comprendidos entre los estados 1 a 19. Por ejemplo; del
inventario actual, determinar el porcentaje de los arboles de un afio (producidos
en el vivero) que se venderan en fecha posterior, asi como el porcentaje de los
que se perderan. En este caso, se le da seguimiento a los arboles que
corresponden al estado 1.

* Para el inventario actual, determinar el tiempo esperado que permanecera un
arbol en los plantios hasta que se vende o pierde, de acuerdo al estado que
pertenece. Por ejemplo, se determinarda el niumero de afios que permanece un arbol
de 2 afios (producido en el vivero) hasta que se pierde o se vende.

* Sabjendo que la empresa desea manejar un inventario (anual) constante,
averiguar si a largo plazo, la existencia de cada estado se mantendra constante
afio tras afio.

* Se propondra un plan diferente de reemplazo de los arboles que se venden. El
plan que se propone consiste en reemplazar 507 de los arboles que se venden con
la regeneracién de los troncos de los &rboles vendidos y 507 con los arboles
producidos en el vivero de la Empresa; asimismo, comentar las diferencias que se

obtengan en relacién al plan actual.

4.3 Definicién de variables

Supéngase que el escenario en que se encuentra la Empresa es como sigue:
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i) La época navidefia recién ha concluido, por lo que la Empresa esta iniciando

un ciclo nuevo de operaciones.

ii) Un arbol de la empresa pertenece a una y sélo una de las 21 categorias ya
descritas anteriormente.

iii) Se toma (al azar) uno de los &arboles que actualmente tiene la empresa y
considérense las variables siguientes:
Xo: Categoria a la que este arbol pertenece.
X,: Categoria a la que pertenecera este arbol el préximo afo.

X,: Categoria a la que pertenecerd este arbol dentro de dos afios.

X,: Categoria a la que pertenecera este arbol dentro de n afos.

Bajo el escenario anterior, se tiene una sucesién {X,} de variables aleatorias

discretas. Obsérvese que para n>0, el recorrido Rxn de la variable aleatoria X,

es el conjunto {(1,2,..., 21} (0o un subconjunto de este). En tanto que Rxo=
{1,2,..., 19). Por lo tanto, de acuerdo con (2.4.1), el espacio de estados es:
o]
I = URy, = {1,2,..., 21}

n=0

Obsérvese que | es un espacio de estados finito. Para continuar con los analisis
se supone que el proceso estocastico ya definido es una cadena homogénea de

Markov.

4.4 Obtencién de la descomposicién canénica del espacio de estados
Como se ha comentado anteriormente en la Seccién 2.12, la obtencién de la
descomposicién canénica del espacio de estados de una C.M. es un paso importante

en un analisis de Markov.
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Se obtendra a continuacién la d.c. del espacio de estados I del presente
problema.

Obsérvese que por la Proposicién 2.9.1, los estados 20 y 21 son absorbentes; de
aqui que sus clases sean C(20)={20} y C(21) = {21}, respectivamente. Obsérvese
que cada clase es un conjunto cerrado minimal. Entonces, por la Proposicién
2.7.1 son clases esenciales y por (b) de la Proposicién 2.11.2, clases
recurrentes.

Ademés, el estado 1 es inesencial, pues aunque accesa el estado 20, no se
comunica con este estado, ya que no existe ninguna posibilidad de que el estado
20 accese el estado 1. De manera similar se obtiene que los estados 2 al 19 son

inesenciales. Por (iii) de la Proposicién 2.6.1 se obtiene que los estados 1 al

19 son no recurrentes. De aqui que N = {,2,...,19} y que la d.c. de I es la
siguiente
I =41, 2,.. 19} v {20} v (21} (4.4.1)
L = ) \ —
N clases
recurrentes

4.5 Probabilidades de absorcién

La dc. de I en (4.4.1) contiene dos estados absorbentes, esto permite
determinar la probabilidad de que un &rbol (obtenido en vivero) de un afio de
edad (estado 1) se pierda por enfermedad (estado 20). Asi como también la
probabilidad de que un &arbol (obtenido de un brote) de 6 afios de edad (estado
17) se venda. En el lenguaje de las cadenas de Markov, las probabilidades
deseadas son las entradas UI,zo y U;g’21 de la matriz U en (2.9.4), que se

calcula como en (2.9.5); es decir U = (I - Q)'IR, donde Q y R estan definidas en
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(2.9.2) y (2.9.3) respectivamente. Para la matriz en (4.1.1) las matrices Q y R

2

se muestran a continuacién
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Al realizar las operaciones indicadas, se obtiene que

0.1965 0.8035 }
0.1073 0.8927
0.0503 0.9497
0.0209 0.9791
0.0060 0.9940
0.0010 0.9990
0 1
0 1
0 1
U - 0 1 (4.5.1)
0.1963 0.8035
0.1073 0.8927
0.0503 0.9497
0.0209 0.9791
0.0060 0.9940
0.0010 0.9990
0 1
0 1
0 1

Recuérdese que el primer objetivo planteado consiste en darle un seguimiento a
las pérdidas de las existencias actuales. Esta informacién se puede consultar en
la primera columna de la matriz U en (4.5.1). Asi, de la existencia actual de
los arboles de un afio, obtenidos en el vivero, se perdera 19.657% (uIl), en tanto
que de los arboles de un afio, obtenidos mediante brofes. se perdera solamente
10.73%. Obsérvese que las pérdidas de los arboles de un afio son muy bajas. Esto
se puede explicar por la adaptabilidad de las especies que se cultivan en este
bosque.

Obsérvese que a medida que un arbol crece, la probabilidad de que se pierda se
hace cada vez menor. Esto es valido tanto para un arbol obtenido en el vivero
como de un brote. Obsérvese también que a igualdad de edades, la sobrevivencia
de un arbol obtenido por brote es mayor que el de un arbol que se obtiene en el
vivero.

Por otra parte, en la segunda columna de la matriz U se tienen Ilas

probabilidades de ventas. Por ejemplo, la probabilidad de que un arbol de 3 afios
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*
producido en el vivero sea vendido en un afio posterior es de 0.9497 (ugzp),
mientras que esta probabilidad para un &rbol obtenido de un brote es de 0.9791

b .
(u,4,2), ligeramente superior que la del producido en vivero.

4.6 Determinacién de tiempos medios de absorcién

Otro objetivo planteado en este analisis es la determinacién de los tiempos que
permanecen los arboles en los plantios. En la Seccién 2.9, cuando la d.c. de un
espacio de estados es de la forma

Nu{j} (4.6.1)
donde j es un estado absorbente, para ieN, es posible determinar el tiempo medio
que transcurre para que el estado i llegue al estado absorbente j.
En este problema, la descomposicién canénica de I en (4.4.1) no permite manejar
tales tiempos, pues su d.c<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>