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Pronóstico de caudales a corto plazo implementando el filtro de Kalman en dos cuencas 

hidrográficas del centro y Golfo de México. 
 

Short-term streamflow forecasting using the Kalman filter in two basins in central México 

and the Gulf of México 
 

Fernando González Leiva1  Laura Alicia Ibáñez Castillo2 

 
RESUMEN 

En este trabajo se implementaron tres modelos de 

pronósticos de caudales a corto plazo utilizando el 

algoritmo del filtro de Kalman, evaluado para las 

cuencas del río Turbio y río Cazones pertenecientes 

al centro y golfo de México, vulnerables a 

inundaciones cuando se presentan las épocas de 

lluvia. Se propuso tres metodologías con el objetivo 

de establecer las diferencias en implementación y 

eficiencia de pronóstico a diferentes pasos en el 

tiempo para cada una de las cuencas evaluadas. La 

primera metodología implementada fue el algoritmo 

del filtro de Kalman Discreto (DKF). En la segunda 

se consideró un modelo autorregresivo ARX 

operado bajo el filtro de Kalman Discreto, y en la 

tercera, fue implementado el filtro de Kalman de 

Conjuntos (EnKF) igual bajo el modelo ARX. Se 

obtuvo que los pronósticos realizados con 24 h de 

anticipació presentaron mejores ajustes en términos 

de Nash-Sutcliffe y RMSE que los pronósticos 

realizados a 48 h, 72 h y 96 h de anticipación en 

todas las metodologías para las 2 cuencas evaluadas. 

Los resultados obtenidos para la cuenca del río 

Turbio fueron los mejores pronósticos comparados 

con los obtenidos en la cuenca del río Cazones, pues 

en esta cuenca la presencia de eventos 

meteorológicos extremos originados en el océano 

atlántico, generan mayor incertidumbre en los datos 

pronosticados debido al cambio repentino de las 

funciones de respuesta.  

Palabras Clave: filtros de Kalman, pronósticos, 

inundaciones. 

ABSTRACT 

In this paper, three models for short-term 

streamflow forecasting were implemented using the 

Kalman filter algorithm, evaluated for the Turbio 

and Cazones basins in central Mexico and the Gulf 

of Mexico, which are vulnerable to flooding during 

the rainy season. Three methodologies were 

proposed to establish differences between 

implementation and forecast efficiency at different 

steps in time for each of the basins evaluated.  The 

Discrete Kalman Filter (DKF) was the first 

methodology implemented. The second considered 

an autoregressive model ARX operated with the 

discrete Kalman filter and the third implemented the 

ensemble Kalman filter (EnKF) also with the 

autoregressive model ARX. It was found that the 

forecast made with 24 h ahead presented better 

settings for the Nash-Sutcliffe and RMSE than 

forecasts made with 48 h, 72 h y 96 h ahead for all 

methodologies in the two basins evaluated. The 

results obtained for the Turbio basin was the best 

forecast compared with that obtained for the 

Cazones river basin, because the extreme 

meteorological events originating in the Atlantic 

Ocean create more uncertainty for data forecast due 

to sudden changes in the response function. 

 

Key words: Kalman filters, forecasting, flood. 
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1. INTRODUCCIÓN 

 

 

Durante los últimos años, las proyecciones sobre cambio climático estiman incrementos 

significativos de lluvias extremas aumentando la probabilidad de que las inundaciones 

sean cada vez más constantes, ocasionando impactos negativos en la población civil 

involucrada. 

 

El estudio de los procesos hidrológicos permite conocer la estructura operativa de un 

sistema natural, como lo es una cuenca hidrográfica. Analizar las interacciones que 

ocurren en este sistema, pueden brindar la información suficiente para modelar su 

comportamiento y plantear escenarios de ocurrencia con el objetivo de conocer con 

anticipación, los efectos que pueden ser ocasionados por la presencia de eventos 

hidrometeorológicos extremos. 

 

El pronóstico de caudales en una cuenca hidrográfica, es uno de los procedimientos que 

permite la toma de decisiones para la planificación del riesgo en beneficio de mitigar los 

impactos que pueden ser ocasionados por las grandes avenidas en situaciones como la 

regulación de embalses y la emisión de alertas ante posibles inundaciones en zonas con 

presencia de población civil. 
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En este contexto, se hace necesario desarrollar modelos de pronósticos como herramientas 

que permitan integrar las entradas (lluvia) y mediante la convolución de procesos, conocer 

en un tiempo inmediato, las descargas (caudales) registrados en un punto a la salida de 

una cuenca.  

 

Por esta razón, se propuso la implementación del algoritmo del filtro de Kalman para 

realizar el pronóstico de caudales, el cual, no es concebido como un modelo hidrológico 

de lluvia escurrimiento, sino un conjunto de ecuaciones matemáticas que proveen una 

solución recursiva óptima por el método de mínimos cuadrados para la estimación 

estocástica de estados. A través de un mecanismo de predicción, el algoritmo se provee 

con registros históricos de precipitación y caudal, el cual le permite estimar un nuevo 

estado con un grado de incertidumbre y la posibilidad de ir generando nuevas estimaciones 

en el tiempo mediante la integración de las mediciones observadas, estando cada vez más 

próximos a la realidad. 

 

En este trabajo se implementaron tres modelos de pronósticos de caudales a corto plazo 

utilizando el algoritmo del filtro de Kalman, evaluado para las cuencas del río Turbio y 

río Cazones localizadas en el centro y Golfo de México, vulnerables a inundaciones 

cuando se presentan las épocas de lluvia. Las tres metodologías tienen el objetivo de 

establecer las diferencias en implementación y eficiencia de pronóstico a diferentes pasos 

en el tiempo (24 h, 48 h, 72 h y 96 h) para cada una de las cuencas evaluadas a partir de 

datos de precipitación y caudal a nivel diario.  
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La primera metodología implementada fue el algoritmo del filtro de Kalman Discreto 

(DKF) en su version original. En la segunda se consideró un modelo autorregresivo con 

entrada exógena ARX operado bajo el filtro de Kalman Discreto, y en la tercera, se 

implementó el filtro de Kalman de Conjuntos (EnKF) bajo el mismo modelo ARX. Se 

obtuvo que los pronósticos realizados 1 paso hacia adelante, es decir con 24 h de 

anticipacion, presentaron los mejores ajustes en términos del índice de eficiencia de Nash-

Sutcliffe y RMSE que los pronósticos realizados a 2, 3 y 4 pasos hacia adelante, es decir 

48 h, 72 h y 96 h de anticipacion, en todas las metodologías propuestas para las 2 cuencas 

evaluadas. Los resultados obtenidos para la cuenca del río Turbio fueron los mejores 

pronósticos obtenidos comparados con los de la cuenca del río Cazones, pues en esta 

cuenca la presencia de eventos meteorológicos extremos originados en el Océano 

Atlántico, generan mayor incertidumbre en los datos pronosticados debido al cambio 

repentino de las funciones de respuesta. 
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2. OBJETIVOS 

 

 

2.1. Objetivo General 

 

 

- Evaluar la implementación del algoritmo del filtro de Kalman para el pronóstico de 

caudales a corto plazo con 24 h, 48 h, 72 h y 96 h de anticipación en dos cuencas 

vulnerables a inundaciones, localizadas en el centro y Golfo de México. 

2.2. Objetivos Específicos 

 

 

- Implementar el algoritmo del filtro de Kalman en sus variantes discreta (DKF) y de 

conjuntos (EnKF) bajo el esquema de un modelo autorregresivo de entrada exógena 

ARX para el pronóstico de caudales a corto plazo en las cuencas del río Turbio, en el 

Estado de Guanajuato y río Cazones en el Estado de Veracruz. 

 

- Comparar los pronósticos realizados a 24 h, 48 h, 72 h y 96 h de anticipación sin 

ejecutar la etapa de actualización en los modelos de ARX+DKF implementados en las 

dos cuencas con base en los registros de precipitación y caudal a nivel diario. 

 

- Evaluar la incertidumbre de los pronósticos realizados en las cuencas seleccionadas 

mediante la estimación de intervalos de predicción con nivel de significancia 

establecido. 
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2.3. Hipótesis 

 

 

Mediante el uso de técnicas de estimación recursiva de estados como el algoritmo del 

filtro de Kalman, es posible la implementación de modelos para el pronóstico de caudales 

a corto plazo en cuencas hidrográficas vulnerables a inundaciones, toda vez que exista una 

red de instrumentación adecuada para la medición de variables como lluvia y 

escurrimiento, disminuyendo así, el grado de incertidumbre que puede estar asociado por 

la ausencia de información que refleje el comportamiento real del sistema.   
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3. REVISIÓN DE LITERATURA 

 

 

3.1. Relaciones Lluvia Escurrimiento 

 

 

Es común que no se cuente con registros adecuados de escurrimiento en el sitio de interés 

para determinar los parámetros necesarios para el diseño y operación de obras hidráulicas. 

En general, los registros de precipitación son más comunes que los de escurrimiento y 

además, no se afectan por cambios en la cuenca, como construcción de obras de 

almacenamiento y derivación, talas, urbanización etc. Por ello, es conveniente contar con 

métodos que permitan determinar el escurrimiento en una cuenca mediante las 

características de la misma y de precipitación (Aparicio, 1989). Los principales 

parámetros que intervienen en el proceso de conversión de lluvia a escurrimiento son: 

 

Área de la cuenca: El tamaño de una cuenca determina las magnitudes de sus crecientes, 

gastos mínimos y escurrimientos promedio. Una cuenca pequeña generará crecientes o 

avenidas repentinas pero pequeñas tanto en gasto máximo como en volumen. Una cuenca 

grande da origen a crecientes de larga duración y previsibles, pero con gastos y volúmenes 

extraordinarios. 
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Cuadro 1. Clasificación de las cuencas según tamaño. 

 

 

 

 

 

Fuente: Campos, 2007. 

 

Características generales de la cuenca: La forma de la cuenca gobierna principalmente 

la magnitud y la velocidad con la cual el agua llega al cauce principal. Para caracterizar la 

forma de una cuenca generalmente se tienen parámetros como índice de compacidad y 

relación de elongación. De igual forma, se tienen parámetros importantes como el perfil 

del cauce principal, pendiente, altitud media, densidad de drenaje y orden de corrientes. 

 

Distribución de la lluvia: La distribución y trayectoria de una tormenta pueden 

determinar la distribución del escurrimiento, pues para una cantidad fija de precipitación 

el volumen de escurrimiento que se origine es diferente si la lluvia fue uniforme sobre la 

cuenca (precipitación ciclónica o de frente cálido) o si ocurrió sobre una área pequeña 

(tormenta convectiva o de frente frio). 

 

3.2.Modelación de Procesos Hidrológicos 

 

 

El objetivo del análisis de un sistema hidrológico es estudiar la operación del sistema y 

predecir su salida. Un modelo de sistema hidrológico es una aproximación al sistema real; 

sus entradas y salidas son variables medibles y su estructura es un conjunto de ecuaciones 

que conectan las entradas y las salidas (Chow et al. 1994). 

Área (km2) Designación 

< 25 Muy pequeña 

25 - 250 Pequeña 

250 - 500 Intermedia - Pequeña 

500 - 2500 Intermedia - Grande 

2500 - 5000 Grande 

> 5000 Muy Grande 



8 

 

Los modelos matemáticos describen los procesos que ocurren dentro del ciclo hidrológico, 

que posteriormente son aplicados en cuencas hidrográficas para determinar su respuesta y 

así entender las interacciones que ocurren dentro del sistema. Los modelos pueden tener 

múltiples finalidades, se destacan entre ellos: la planificación y el diseño de prácticas de 

conservación de suelos, el manejo del agua en el riego, la restauración de humedales y la 

administración de aguas subterráneas, entre otros.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Concepto de sistema y modelo hidrológico Fuente: Campos, 2007. 

 

En forma general, los modelos tienen un uso amplio en proyectos para el riesgo contra 

inundaciones, manejo de embalses, administración del recurso hídrico para el 

abastecimiento y evaluación de la calidad del agua para el consumo humano. Toda esta 

dinámica en los modelos es importante a la hora de evaluar impactos ambientales dentro 

de una cuenca, ya que se evalúan una serie de procesos que permiten relacionar el estado 

de un sistema (Singh y Woolhiser, 2002). 
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Los modelos matemáticos aplicados al manejo de los recursos naturales radican en la 

simulación de escenarios y predicción de los fenómenos físicos, a corto, mediano y largo 

plazo. Así mismo, a través de los modelos se pueden obtener relaciones de causa y efecto, 

sin haber realizado cambios en los sistemas reales de evaluación. La función de un modelo 

hidrológico es determinar con eficiencia y precisión los componentes del ciclo hidrológico 

en una cuenca para diferentes escenarios de manejo por eventos en un año o para eventos 

extremos. De esta manera, se convierten en herramientas para la toma decisiones una vez 

planteados los escenarios y sus relaciones con el sistema analizado. 

 

Según Singh (1988), Chow et al. (1994) y Jajarmizadeh et al. (2012) los modelos 

matemáticos en hidrología se pueden clasificar de la siguiente manera (figura 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Clasificación de los modelos matemáticos hidrológicos. 
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3.3. Predicción Hidrológica 

 

 

Las predicciones hidrológicas son estimaciones de los estados futuros de un fenómeno 

hidrológico. Dichas predicciones, son esenciales para el funcionamiento eficaz de la 

infraestructura hídrica y para la atenuación de desastres naturales provocados por las 

crecidas y sequías, según las condiciones ambientales. Las predicciones son cada vez más 

importantes como medio de apoyo a la gestión integrada de los recursos hídricos y para la 

reducción de las pérdidas causadas por las grandes avenidas (WMO, 2009). 

 

La resolución temporal de una predicción puede variar de acuerdo al nivel de exactitud 

que se desee manejar. Por ejemplo, según la WMO (2009) establece la siguiente 

clasificación: 

a. Predicciones hidrológicas a corto plazo que abarcan periodos de hasta 2 días. 

b. Predicciones hidrológicas a mediano plazo, que comprenden periodos entre 2 y 

10 días. 

 

c. Predicciones hidrológicas a largo plazo, que abarcan periodos mayores a 10 días. 

 

 

Para obtener mejores predicciones, es necesario contar con equipos e instrumentos 

adecuados para realizar el monitoreo de las variables que influyen en la modelación 

hidrológica. La necesidad de instalar aforadores, pluviómetros y una red meteorológica 

asociada, es importante para contar con la disponibilidad de los datos provenientes de 

todas partes, incluso de productos que son provistos por la redes satelitales (WMO, 2009). 
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Según Valdés et al. (1980), uno de los problemas más importantes en hidrología es la 

predicción de caudales en tiempo real. Para poder realizar esta predicción es necesario 

postular una relación causal entre la precipitación en varios puntos de la cuenca, a 

diferentes instantes de tiempo y con un caudal medio para un día determinado. Esta 

relación causal denominada función de respuesta, puede ser representada como un modelo 

de caja negra, donde el interés solo radica en las entradas y salidas del sistema sin importar 

los procesos relacionados al interior del mismo.  

 

De otra manera, la función de respuesta puede ser estudiada analizando los procesos 

lluvia-escurrimiento a gran escala y la relación puede ser determinística o estocástica, 

lineal o no lineal, variante o invariante en el tiempo. La teoría del hidrograma unitario 

propuesta por Sherman en 1932, se convierte entonces en la función de respuesta adecuada 

para explicar la relación causa-efecto entre precipitación y escurrimiento en una cuenca 

hidrográfica. 

 

Desde el punto de vista de la teoría de los sistemas dinámicos, los sistemas hidrológicos 

pueden modelarse como sistemas lineales. Un sistema se denomina lineal si se aplica el 

principio de superposición, es decir, que la respuesta producida por la aplicación 

simultánea de entradas diferentes es igual a la suma de sus respuestas individuales (Ogata, 

2003). Basado en lo anterior, para una lluvia dada de duración T el sistema puede ser 

descrito como el representado en la figura 3. 
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Figura 3. Relación de convolución en tiempo continúo. 

 

 

La cantidad de lluvia que puede caer sobre el área (A) de una cuenca, puede describirse 

tal que:  

P( ) ( ) (A d )i          (1) 

Donde ( )i   es la intensidad promedio en el intervalo ( , d )    y ( )P   es la lluvia caída 

en el intervalo ( , d )   . La contribución de esa cantidad de lluvia a la generación de 

escurrimiento puede describirse en función del hidrograma unitario, según: 

 

q( ) ( ) (t )di u          (2) 
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En este caso, (t )u  se interpreta como la ordenada en el hidrograma unitario e i( )  la 

intensidad promedio en el intervalo (t, )d   

Debido a la suposición de que el sistema es lineal y aplicando el principio de superposición 

de causas y efectos, el caudal escurrido para un periodo (t), puede ser interpretado como: 

0

Q(t) ( ) (t )d
t

A i u         (3) 

 

La ecuación (3) es conocida como la integral de convolución, fundamental para la solución 

de sistemas lineales en una escala de tiempo continuo (Gelb, 1974; Chow et al. 1994). 

Para el caso discreto, la ecuación anterior es reducida a una sumatoria, tal que: 

0

Q(t) ( ) (t )
t

A i u


  


        (4) 

 

 

3.4. Incertidumbre en la Predicción Hidrológica 

 

 

El principal objetivo de la predicción hidrológica es proporcionar el periodo de 

anticipación máximo posible con un grado de exactitud suficiente para que los usuarios 

adopten medidas que les permitan atenuar las pérdidas y/o optimizar las decisiones para 

la gestión hídrica. Todas las predicciones contienen elementos de incertidumbre y una de 

las maneras más eficaces de abordar este problema es la utilización de conjuntos de 

estados posibles a ocurrir. La incertidumbre asociada a una predicción hidrológica 

comienza por la meteorología. Dado que todos los modelos atmosféricos en mesoescala 

tratan de modelar una atmósfera esencialmente caótica, se considera desde hace años que 

la meteorología es la fuente de incertidumbre más importante para los sistemas de 

predicción.  
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Por otra parte, los parámetros de los modelos hidrológicos y la mecánica de los mismos 

contribuyen también a la incertidumbre o al error vinculado a las predicciones (WMO, 

2009). 

 

Según Gouweleeuw et al. (2005) el enfoque probabilístico es ahora una práctica 

establecida en la comunidad meteorológica, pues los predictores sólo han comenzado a 

buscar maneras de interpretar y mitigar los productos de predicción obtenidos para los 

usuarios finales, mediante la combinación de los llamados sistemas de predicción por 

conjuntos (EPS) por sus siglas en ingles, con modelos de lluvia-escurrimiento.  

 

El principal mecanismo utilizado para incorporar directamente la incertidumbre ha 

consistido en perturbar las condiciones iniciales de las ecuaciones diferenciales en 

derivadas parciales no lineales que describen la atmósfera mediante métodos basados en 

sistemas convectivos de mesoescala. Sin embargo, la mayoría de los métodos actualmente 

utilizados distan de ser óptimos y dependen todavía de una valoración subjetiva del 

predictor. Por esta razón, para describir y propagar la incertidumbre de las predicciones 

han sido utilizadas técnicas recursivas como los denominados filtros de Kalman (WMO, 

2009). 

Recientemente el Centro Europeo para el Pronóstico del Tiempo a Medio Plazo 

(ECMWF) ha venido desarrollando importantes investigaciones en la implementación de 

sistemas de predicción por conjuntos (EPS) debido a la capacidad de tener en cuenta las 

incertidumbres y dar lugar a múltiples predicciones mejorando la previsibilidad 

(Gouweleeuw et al., 2005; Pappenberger et al., 2008; Cloke and Pappenberger, 2009; 

Haiden et al., 2014). 
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3.5. El Filtro de Kalman 

 

 

El filtro de Kalman fue propuesto en 1960 como una solución recursiva por el método de 

mínimos cuadrados al problema de filtrado lineal de datos discretos. Esta solución permite 

calcular un estimador lineal, insesgado y óptimo del estado de un proceso en cada 

momento para un tiempo (t) con base en la información disponible en el tiempo (t –1), 

actualizando con la información adicional en el momento (t), dichas estimaciones 

(Méndez, 2007). 

 

El filtro es un procedimiento matemático que opera por medio de un mecanismo de 

predicción y corrección. Éste algoritmo pronostica el nuevo estado a partir de una 

estimación previa, añadiendo un término de corrección proporcional al error de 

predicción, de tal forma que este último es minimizado estadísticamente (Welch y Bishop, 

2006). Por esta razón, si se tiene conocimiento del sistema dinámico, las estadísticas del 

sistema ruidoso, los errores de medición y las condiciones iniciales, se puede estimar el 

estado para un sistema dinámico (Gelb, 1974). 

 

El filtro de Kalman proporciona un buen marco para la estimación incremental de una 

cantidad en una situación en la cual las mediciones relacionadas con la misma, están 

disponibles a lo largo del tiempo. Concretamente, se trata de una técnica de estimación 

bayesiana empleada para seguir sistemas estocásticos dinámicos observados mediante 

sensores ruidosos. El filtro es muy potente en varios aspectos: es compatible con las 

estimaciones del pasado, presente y futuro, incluso estados, y puede hacerlo además 

cuando la naturaleza exacta del sistema modelado es desconocida (Obregón y Rosas, 

2003; Welch y Bishop, 2006). 
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Una de las aplicaciones más interesantes del filtro de Kalman fue el haber sido utilizado 

en la misión Apollo de la NASA que llevo por primera vez al hombre a la superficie lunar 

en la década de los sesenta del siglo XX. En años recientes, el filtro de Kalman ha 

presentado múltiples variaciones con respecto a su concepción inicial, lo cual ha permitido 

ser implementado en dispositivos de navegación por satélite, teléfonos inteligentes, 

incluyendo juegos de ordenador, entre otros (Faragher, 2012). 

 

3.5.1. El Filtro de Kalman Discreto (DKF) 

 

 

Se desempeña suponiendo que el sistema puede ser descrito a través de un modelo 

estocástico lineal, en donde el error asociado tanto al sistema como a la información 

adicional que se incorpora en el mismo, tiene una distribución normal con media cero y 

varianza determinada (Ramírez, 2003).  

 

Según Kalman (1960), Simon (2001), Welch y Bishop (2006), Faragher (2012), el filtro 

trata de estimar el estado X 𝜖 Rn de un proceso controlado en tiempo discreto, el cual está 

descrito por la ecuación en diferencias lineales de tipo estocástica:  

 

t+1 t t t    t t= A x + B  u + wx
   (5) 

Donde:  

 

  t+1x   es el vector de estado con dimensiones (n x 1) que contiene los términos de interés 

para el sistema (ej. posición, velocidad, rumbo) en el tiempo (t + 1).  

  tA  es la matriz con dimensiones (n x n) que relaciona el estado en el periodo de tiempo 

previo (t) al estado que ocurre en el momento (t + 1). 
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  tx representa el vector de estados en el tiempo (t) con dimensiones (n x 1) 

  tB representa la matriz de control opcional de entrada con dimensiones (n x k). 

  tu es el vector que contiene las entradas del control con dimensiones (k x 1). 

  tw  es el vector con dimensiones (n x 1) que contiene los términos de ruido del proceso 

para cada parámetro en el vector de estado. El ruido del proceso se supone que se extrae 

de una distribución normal de media cero y varianza Q. 

 

Las mediciones del sistema, se expresan de la siguiente manera:  

 

 

t tt t = H x + v Z      (6) 

 

Donde:  

 

  tZ  es el vector de las mediciones actuales del sistema con dimensiones (m x 1). 

  tH  es la matriz con dimensiones (m x n) de transformación que mapea los parámetros del 

vector de estado en el dominio de medición. 

  tv  es el vector con dimensiones (m x 1) que contiene los términos de ruido de medición 

para cada observación. El ruido de la medición tiene distribución normal de media cero y 

varianza R. 

Las variables aleatorias t  w y t  v  son completamente independientes, sin correlación una 

de la otra en cualquier tiempo. Finalmente, se puede observar que el sistema de ecuaciones 

(5) y (6) consiste de un componente determinístico y un componente estocástico que 

reflejan incertidumbre en el modelo (Lee y Singh, 1998). 
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3.5.2. Proceso de Estimación en el Filtro de Kalman Discreto  

 

 

Como el verdadero estado del sistema 1  tx   no puede ser observado directamente, el filtro 

de Kalman proporciona un algoritmo para determinar una estimación 1 ˆtx   mediante la 

combinación de los modelos de ruido tanto del sistema como de las mediciones, para 

ciertos parámetros o funciones lineales de los mismos. Las estimaciones de los parámetros 

de interés en el vector de estado son entonces proporcionadas por las funciones de 

densidad de probabilidad (PDF), en lugar de valores discretos. El filtro de Kalman está 

basado en funciones de distribución de probabilidades (PDFs) de tipo gaussiano, siendo 

necesario conocer todos sus parámetros, para luego ser utilizados en la predicción de 

nuevos estados. 

 

Valdés et al. (1980) define el estimador óptimo como la media de la distribución 

condicional de   tx  dado  zt  , es decir: 

1| 2 3ˆ | z ,z ,z  [ ....z ]t t t tx E x
     (7) 

Donde el término (t | t) indica que se ha usado toda la información disponible hasta el 

tiempo (t) para obtener el estimador del estado del sistema. Para obtener |ˆt tx , es necesario 

considerar las siguientes hipótesis: 

i. El estado inicial 0x   es un vector (n x 1) de componentes aleatorios normalmente 

distribuidos con media y matriz de covarianza conocida. 
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ii. El vector t  w  está compuesto por (nx1) elementos aleatorios distribuidos 

normalmente con media cero y varianza Q. 

iii. El vector tv  está compuesto por (mx1) elementos aleatorios normalmente 

distribuidos con media cero y varianza R definida. 

iv. Tanto t  w como tv  se asumen mutuamente independientes en cualquier instante 

del tiempo. 

v. El vector tu es una secuencia determinística conocida. 

vi. Las matrices t  t  t ,  ,HA B son todas determinísticas y conocidas con anterioridad. 

 

Estas seis hipótesis junto con la linealidad de las ecuaciones (5) y (6) implican que la 

distribución de probabilidad del estado del sistema tx condicional en tz , es gaussiana y 

por tanto puede ser definido por sus dos primeros momentos: 

|  [ ˆ| z ]tt t tx xE       (8) 

 

([ ˆ ˆ( ) ) ]t t t tt
Tx x x x PE     

 

La violación del supuesto de normalidad conlleva a no poder garantizar que el filtro 

produzca la media condicional del vector de estado. Sin embargo, el estimador sigue 

siendo óptimo dentro de los estimadores lineales (Ramírez, 2003). 

 

Las matrices de covarianza para representar el ruido en el sistema y en las mediciones, 

pueden ser expresadas de acuerdo a la ecuación (9), siendo E [·] el valor esperado de la 

variable. 
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 Q [ ]T
t tE w w  [ ]T

t tR E v v     (9) 

 

Según Welch y Bishop (2006), los errores en el proceso de estimación para los estados a 

priori y a posteriori, se representan como: 

 e ˆt t tx x  
         (10) 

    
 e ˆt t tx x

 

Donde te es el error a priori, tx  es el estado observado, ˆtx el estado estimado a priori, 

te es el error a posteriori y ˆtx es el estado estimado a posteriori. Siguiendo las estructuras 

definidas en las ecuaciones (10) y (11), las covarianzas de los errores a priori y a posteriori 

pueden ser definidas: 

 P [e e ]T
t t tE  

     (11) 

    P [e e ]T
t t tE  

 

Los términos a lo largo de la diagonal principal de 
tP  y 

tP son las varianzas asociadas 

a los términos correspondientes en el vector de estado. Los términos fuera de la diagonal 

de 
tP  y 

tP proporcionan las covarianzas entre términos en el vector de estado. En el 

caso de un buen modelado, el sistema lineal unidimensional con errores de medición 

extraídos de una distribución gaussiana de media cero y varianza conocida, el filtro de 

Kalman ha demostrado ser un estimador óptimo (Faragher, 2012). 

 

Para calcular el estado estimado a posteriori, se propone una combinación lineal del estado 

estimado a priori y una diferencia entre la medición real y la predicha, tal que: 
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ˆ ˆ ˆ  ( )tt t tx x K z Hx  
   (12) 

           r ˆt tz Hx  

 

El término r es conocido como las innovaciones o residuales, los cuales determinan la 

diferencia entre la medición actual y la predicha. El factor K representa el factor de 

ganancia de Kalman que minimiza la covarianza del error a posteriori. El factor K se 

expresa en los términos tal que: 

1( K )t t t
T TH HP H RP  

    (13) 

    
(

 K
)

t
Tt

t

TH

H

P

P H R



 
  

 

Para interpretar la importancia que representa la ecuación de ganancia en el filtro de 

Kalman, Simon (2001), Welch y Bishop (2006), realizaron el siguiente análisis: 

i. Si 0R   se tiene que las mediciones reales son más confiables con respecto a las 

mediciones predichas por el sistema ˆtHx . 

1

0
lim t t
R

K H 


     (14) 

 

ii. Si P 0t
   las mediciones predichas ˆtHx  ganan confiabilidad con respecto a las 

medición reales. 

0
lim 0
t

t
P

K


     (15) 

 

 

El filtro de Kalman está dividido en dos procesos fundamentales, el primero, denominado 

de predicción y el segundo denominado de actualización. Según Kim (2011), el filtro de 

Kalman discreto puede ser ejecutado mediante el siguiente diagrama: 
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Figura 4. Algoritmo para el filtro de Kalman Discreto. 

 

 

3.5.3. El Filtro de Kalman de Conjuntos (EnKF) 

 

 

El filtro de Kalman de Conjuntos (EnKF) fue propuesto por Evensen (1994), basado en 

técnicas Monte Carlo para asimilación de datos en grandes sistemas. Fue desarrollado para 

sistemas no lineales y surgió como una variante del filtro de Kalman extendido (EKF) 

debido a la inestabilidad que éste podía presentar cuando la no linealidad en el sistema era 

muy fuerte. El EnKF proporciona una formulación conceptual simple y de fácil aplicación, 

ya a que no hay necesidad de derivar un operador lineal tangente o ecuaciones adjuntas, 

ni integraciones en tiempos previos. 

1. Valores iniciales 

                 ,  

 

2.  Etapa de Predicción                  

 

 

3.  Ganancia de Kalman 

 

 

4.  Etapa de Actualización                 

 

 

Mediciones  Estimaciones  
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En gran medida el EnKF supera dos problemas asociados con el filtro de Kalman discreto. 

En primer lugar, en el DKF la matriz de covarianza de error para el estado del modelo 

necesita ser almacenada y propagada en el tiempo, haciendo el método no muy práctico 

desde el punto de vista computacional para los modelos con vectores de estado de grandes 

dimensiones.  

 

En segundo lugar, cuando la dinámica del modelo es no lineal, el EKF utiliza una ecuación 

para linealizar la evolución de la covarianza de error y esto puede resultar en 

inestabilidades lineales acotadas para la evolución de error (Reichle et al., 2002; Evensen, 

2009). 

 

En el EnKF el estado está representado por un conjunto de posibles situaciones reales, 

donde la media del conjunto generado se considera como la estimación del estado y el 

error del modelo se aproxima por la varianza del conjunto generado. En la etapa de inicio, 

los conjuntos son muestreados a partir de una distribución a priori y luego durante una 

fase de predicción cada miembro evoluciona de forma independiente siguiendo el modelo 

de espacio de estado. Entonces, cada vez que las nuevas observaciones están disponibles, 

el estado posterior (información adicional del estado verdadero) se estima mediante la 

actualización de cada miembro generado en el conjunto, basado en la combinación de la 

información obtenida de la observación y del modelo propio. Estas secuencias se repiten 

de forma iterativa hacia adelante hasta el tiempo presente, por Kalman suavizado, o para 

el futuro,por filtrado de Kalman (Hirpa, 2013). 
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3.5.4. Algoritmo para el Filtro de Kalman Ensemble (EnKF) 

 
 

Considerando un sistema dinámico no lineal  

1 ( , )t t t tx f x u w  
    (16) 

Con mediciones representadas por 

( )t t tz h x v 
     (17) 

Donde , n
t kx w  , m

tu  , , p
t kz v  , asumiendo además que ,t tw v  están 

correlacionados con ruido blando de media cero y matrices de covarianzas ,Rt tQ  

respectivamente. El objetivo es obtener el mejor estimador 
a
tx del estado tx usando las 

mediciones tz tal que  
T

a a
ttE e e

 
  

 sea mínimo, donde a n
te  definido como: 

a a
t t te x x 

     (18) 

De acuerdo a lo anterior, la matriz de error de covarianzas para el estado de análisis se 

define, 

 
T

aa a
tt tE e eP

 
        (19) 

Según Gillijns et al. (2006) el método para el EnKF está representado en 3 etapas. La 

primera, para representar las estadísticas del error de predicción, se asume que en el 

tiempo (t) se tiene un conjunto de q estados predichos con errores de muestreo aleatorio. 

De esta manera, este conjunto se puede denotar como f nxq
tx  . 
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1( ,...., )ifff
t t tx x x     (20) 

Donde el súper índice fi indica el i-ésimo miembro del conjunto predicho. Por tanto, la 

media del conjunto f n
tx  está definido por: 

1

1
i

q
ff

t t
i

x x
q 

 
     (21) 

Como el estado verdadero de tx no se conoce, se puede aproximar mediante la media del 

conjunto predicho. Para el sistema puede ser definido de la siguiente manera: 

1[ ,...., ]iff f ff
t t t t tE x x x x      (22) 

Adicional, para el conjunto de errores a la salida del sistema a pxq
ztE  por  

1[z ,....,z ]iff f fa
zt t t t tE z z      (23) 

La matriz de error de covarianzas para los estados de predicción f
tP  se define por su 

estimador ˆ
f

tP , f
xztP  por ˆ

f

xztP y f
zztP por ˆ

f

zztP  respectivamente, 

1
( )

1
ˆ

f f f T
t tt

E E
qP 
    

1
( )

1
ˆ

f f f T
t zxz tt

E E
qP 
   

1
( )

1
ˆ

f f f T
z zzz t tt

E E
qP 
  (24) 

Se puede interpretar que la media del conjunto predicho es el mejor estimador del estado 

y la dispersión del conjunto de miembros alrededor de la media, como el error entre el 

mejor estimador y el estado actual. El segundo paso es la etapa de análisis y para obtener 

las estimaciones de estado, el EnKF realiza un conjunto de ciclos de asimilación de datos 

en paralelo, donde i =1,….q. 
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( ( ))i i ia f fi
t t t t tx x K y h x  

    (25) 

Las observaciones perturbadas i
ty  están dadas por  

i i
t t ty y v 

     (26) 

Donde 
i
tv es una variable aleatoria que proviene de una distribución normal con media 

cero y varianza Rt. A partir de la expresión clásica para la ganancia de Kalman y las 

aproximaciones de las covarianzas de error, se establece la ganancia para el conjunto de 

miembros por: 

1ˆ ˆ( )
t t

f f
t xz zzK P P 

    (27) 

El último paso es la predicción del error estadístico en el paso de predicción: 

1
( , )i i

t

f a i
t t tx f x u w


     (28) 

Donde 
i
tw es una variable aleatoria que proviene de una distribución normal con media 

cero y varianza Qt.. De forma resumida, a continuación se muestra la metodología del 

EnKF para el proceso de análisis y predicción. 

i) Proceso de Análisis 

1ˆ ˆ( )
t t

f f
t xz zzK P P      (29) 

   ( ( ))i i ia f fi
t t t t tx x K y h x    

         
1

1
i

q
aa

t t
i

x x
q 

     
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ii) Proceso de Predicción 

1
( , )i i

t

f a i
t t tx f x u w


     (30) 

      
1 1

1

1
i

t t

q
ff

i

x x
q 



    

1[ ,...., ]qff f ff
t t t t tE x x x x      

1[z ,....,z ]qff f fa
zt t t t tE z z      

1
( )

1
ˆ

f f f T
t zxz tt

E E
qP 


 
1

( )
1

ˆ
f f f T

z zzz t tt
E E

qP 


  

 

De forma esquemática, el proceso del EnKF puede ser representado de la siguiente 

manera. 

 

Figura 5. Esquema operativo del EnKF. 
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3.6. Modelos Autorregresivos y filtros de Kalman para el pronóstico de caudales 

 

 

Un modelo autorregresivo lineal es una de las primeras aproximaciones para muchos 

procesos naturales. La aplicación del enfoque estocástico a escala de tiempos continuos o 

de corto registro para caudales ha sido limitada, debido a las complejas relaciones no 

lineales que caracterizan a los procesos de lluvia escurrimiento en esas escalas temporales. 

Los primeros intentos en modelar caudales a nivel horario y diario se basaron en modelos 

autorregresivos (AR) tras una normalización y trasformación (Rajagopalan et al., 2010). 

 

Los modelos autorregresivos han sido ampliamente usados en la hidrología y los recursos 

hídricos desde inicios de los años sesenta del siglo XX, para la modelación anual y 

periódica en series de tiempo de tipo hidrológico. La aplicación de estos modelos han sido 

atractivos en la hidrología principalmente porque la forma autorregresiva tiene 

dependencia del tiempo y por la facilidad para ser usados (Salas et al., 1980; Box et al., 

2013). 

 

3.6.1. Modelos Autorregresivos (AR) 

 

Un modelo estocástico que puede ser extremadamente útil en la representación de algunas 

series que pueden ocurrir, es un modelo autorregresivo. En este tipo de modelos, el valor 

actual del proceso se expresa como una serie de agregados finitos lineales de valores 

anteriores y un conjunto de valores aleatorios (Box et al., 2013). 

1 1 2 2 3 3.... ( )t t t t na t nax x x x x e t             (31) 

1

( )
na

t i t i
i

x x e t 


   
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El orden (p) de un proceso autorregresivo se establece de acuerdo al número de términos 

que establece la ecuación (31). Los modelos AR son de los modelos más populares en 

series de tiempo para simulación y predicción en hidrología. Este modelo es comúnmente 

llamado Thomas-Fiering y algunos autores lo expresan en términos de los momentos del 

proceso aleatorio y el término aleatorio se define como normalmente distribuido con 

media cero y varianza 2  (Bras y Rodríguez-Iturbe, 1985). 

 

3.6.2. Modelos Autorregresivos con Entradas Exógenas (ARX) 

 

 

Este tipo de modelo permite tener una entrada exógena que puede mejorar la predicción. 

La estructura que define este tipo de modelos es la siguiente, expresada en diferencias 

lineales:

1 1 2 2 1 2 1 1.... .... ( )t t t na t na t nk t nk nb t nk nbx x x x u u u e t                   

Comúnmente, en hidrología este modelo es conocido a través de la siguiente notación: 

1 1

( )
na nb

t i t i i t j
i j

x x u e t  
 

       (32) 

Donde:  

tx es la salida del modelo ARX para t = t – 1, t = t – na.  

t ju  es la entrada exógena para el modelo ARX para t = t – nk, t = t – nk – 1, t = t – nk–

nb+1. 

( )e t es el ruido blanco o gaussiano asociado con la salida. 
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De la ecuación (32), el índice na hacen referencia al número de parámetros autorregresivos 

para la salida y nb hace referencia al número de parámetros para el vector de entradas 

exógenas y nk expresa el número de retrasos de la entrada exógena con respecto a la salida. 

 

3.6.3. Formulación en espacio de estados del modelo ARX 

 

 

Conocida la estructura general de un modelo ARX, la formulación en espacio de estados 

se convierte en una herramienta útil para utilizar el filtro de Kalman en cualquiera de sus 

versiones. De acuerdo con esta formulación, la dinámica de un sistema es representada 

por ecuaciones diferenciales de primer orden, permitiendo una representación más sencilla 

y proporcionando descripciones estadísticas del comportamiento de los sistemas (Gelb, 

1974). La representación de un sistema dinámico puede ser de la siguiente manera: 

 

 

Figura 6. Sistema discreto para única entrada y única salida. 

 

La formulación para dicho sistema es: 

1 ( , , )

( , , )

t t t

t t t

x f x p t

z g x p t

 


    (33) 

Los modelos en espacio de estados son esencialmente una notación conveniente para 

abordar el manejo de un amplio rango de modelos de series de tiempo. En la estimación 

y control de sistemas, esta metodología se basa en modelos estocásticos, dado el supuesto 

de la naturaleza errónea de las mediciones (Ramírez, 2003). 
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De acuerdo a la estructura del modelo ARX en la ecuación (32), éste puede ser escrito en 

notación de espacio de estados tal que cada parte que conforma A, B, H deben cumplir 

con los tamaños matriciales para poder operar bajo dicha formulación.  

1
( 1)( 1) ( ) ( 1) ( ) (kx1)

( )t t t t t
nxnx nxn nx nxk

x A x B u w t       (34) 

 

1
(m 1)( 1) ( ) ( 1)

( )t t t
xmx mxn nx

z H x v t    

 

Donde: 

A: representa la matriz de parámetros 𝛼𝑖 de tamaño (n x n), para la serie de caudales 

registrados en la estación hidrométrica seleccionada. 

B: representa la matriz de parámetros exógenos 𝛽𝑗 de tamaño (n x k), para la serie de 

precipitación media registrada en la cuenca. 

u: representa el vector que contiene los valores de precipitación registrada en la cuenca 

de tamaño (k x 1). 

De esta forma, el modelo ARX se ha escrito en espacio de estados facilitando la aplicación 

del filtro de Kalman, para obtener las predicciones de caudal en el tiempo (t + 1) a partir 

de la serie de caudales registrada en el tiempo (t) incluyendo la serie de precipitación 

media en la cuenca como un componente de entrada exógeno al modelo. 
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3.6.4. Filtros de Kalman en el pronóstico de caudales en cuencas hidrográficas 

 

 

El filtro de Kalman desde su aparición en 1960, ha tenido múltiples aplicaciones en 

diferentes áreas de la ciencia. Para el caso de la hidrología, Hino (1973) publicó una de 

las primeras aplicaciones del filtro de Kalman para recursos hídricos. El problema 

planteado por Hino fue identificar las ordenadas del hidrograma unitario instantáneo de 

forma secuencial con base en puntos disponibles con información en la cuenca. 

 

Según Valdés et al. (1980), la aplicación de modelos de caja negra basados en la teoría de 

análisis de sistemas para la simulación de series de caudales, les permitió identificar la 

función de respuesta a partir del hidrograma unitario instantáneo, con el fin de hacer 

predicciones en tiempo real en dos cuencas ubicadas en Venezuela. 

 

Con el objetivo de mejorar los trabajos realizados con anterioridad, Husain (1985) evaluó 

la aplicación del filtro de Kalman en la predicción de caudales para la cuenca Carnation 

Creek ubicada en la región de Columbia Británica en Canadá. Este autor utilizó el índice 

de precipitación antecedente y las mediciones de caudal en las estaciones hidrométricas 

junto con registros de precipitación y escurrimiento obtenidos de las estaciones de la zona 

de estudio y determinó que la predicción hecha solamente con precipitación y 

escurrimiento generó un 85% de aproximación. Por el contrario, teniendo en cuenta la 

precipitación antecedente, la misma predicción proporcionó mejores resultados de hasta 

el 95 % de aproximación. 
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En estudios realizados por Awwad y Valdes (1992), utilizaron un modelo estocástico 

lineal ARMAX expresado en formulación de espacio de estados con el objetivo de realizar 

pronósticos de caudal en la cuenca del rio Fraser en Canadá. Este trabajo presentó dos 

enfoques de pronósticos basados en el algoritmo de Bergman y Delleur (1985) con el 

objetivo de estimar de forma on-line los parámetros del modelo.  

 

Awwad et al. (1994) retomaron el trabajo de Awwad y Valdes (1992), implementando la 

metodología en el río Han de Korea del Sur. En este caso, el modelo ARMAX tuvo como 

variables exógenas la precipitación y la humedad del suelo, para predecir caudales en 17 

puntos de la cuenca. Para este caso, los coeficientes del modelo, los parámetros y las 

estadísticas del ruido, fueron actualizados en forma on-line utilizando un filtrado paralelo. 

Los resultados obtenidos indican muy buenos resultados debido a la actualización 

dinámica del sistema, ya que las condiciones tienden a cambiar con el paso del tiempo. 

 

Ahsan y O’Connor (1994) argumentaron que cuando el modelo de predicción de caudal 

asumido correspondía a un modelo ARMA y los datos de caudal se consideraon libres de 

error en la medición, el cuadrado medio del error predicho que fue obtenido usando el 

método de Box-Jenkins para series de tiempo, fue idéntico a los resultados obtenidos 

utilizando el filtro de Kalman. 

 

Durante el siglo XXI, el filtro de Kalman y sus aplicaciones en la hidrología, se han ido 

desarrollado en conjunto con modelos matemáticos programados en computadoras que 

han permitido simular muchos de los procesos del ciclo hidrológico. 
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Scherider et al. (2001) recurrieron al filtro de Kalman para la predicción en tiempo real 

basada en el modelo lluvia-escurrimiento IHACRES, calibrado en diez subcuencas 

pertenecientes a la cuenca del alto Murray en Australia. El paso predictivo del algoritmo 

utilizó el módulo lineal del modelo IHACRES, con la entrada de la lluvia efectiva obtenida 

desde el módulo no lineal y el paso correctivo ajustó la estimación del caudal en función 

al error entre la predicción y las mediciones de caudal. Las conclusiones reportan que la 

integración del modelo IHACRES con el algoritmo de Kalman, mejoraron la eficiencia 

estadística con valores entre 0.839 a 0.967 con errores relativamente bajos entre 4% y 

11% durante todo el periodo de observación para cada uno de las diez cuencas 

consideradas.  

 

Otro de los trabajos reportados con una metodología similar fue el realizado por Madsen 

et al. (2003) al manipular la herramienta de pronóstico de avenidas del modelo MIKE 11 

en conjunto con el filtro de Kalman ensemble (EnKF), como algoritmo actualizador del 

modelo. El algoritmo utilizó las mediciones disponibles en las estaciones de aforo 

ubicadas en la cuenca del río Sesia para una superficie de 3500 km2, localizada en la región 

de Piamonte al noreste de Italia. Los resultados obtenidos establecen que la aplicación del 

procedimiento de actualización a través del filtro de Kalman, son significativamente 

mejores para un pronóstico de hasta 48 horas, en comparación con los pronósticos sin 

actualizar. 
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Aubert et al. (2003), desarrollaron en su trabajo una mejora para las herramientas 

hidrológicas de uso común en el contexto de la predicción operativa mediante la 

introducción de los datos de humedad del suelo en el modelado de caudales. Un 

procedimiento de asimilación secuencial, basado en un filtro de Kalman extendido, se 

desarrolló y se acopló a un modelo de precipitación-escorrentía conceptual agrupado. 

Estos autores concluyeron que la asimilación combinada de humedad del suelo y caudales 

fue la más adecuada en todo el período de predicción. 

 

Kim et al. (2004) emplearon el filtro de Kalman de conjuntos (EnKF) con el modelo 

CDRMV3 desarrollado en la universidad de Kyoto para predecir caudales en tiempo real. 

El objetivo del EnKF fue actualizar las variables de estado del modelo distribuido. 

Concluyeron que utilizando el CDRMV3 junto con el filtro de Kalman mejoraron los 

resultados que utilizando el CDRMV3 sin el filtro de Kalman comparados en términos 

RMSE para los hidrogramas calculados. 

 

Moradkhani et al. (2005), trabajaron el enfoque denominado doble estimación de 

parámetros de estado con base en el filtro de Kalman de Conjuntos (EnKF) para la 

estimación secuencial de parámetros y las variables de estado del modelo hidrológico 

HyMOD. Concluyeron que el pronóstico realizado para caudales un día hacia adelante fue 

muy consistente con los valores observados. De igual forma, resaltan la metodología como 

una técnica adecuada para modelos no lineales y junto con la técnica del kernel smoothing, 

resulta ser un algoritmo robusto y eficaz que puede hacer frente a las incertidumbres de 

los parámetros de entrada y salida de forma apropiada. 

 



36 

 

Neal et al. (2007) utilizaron un modelo de simulación hidráulico unidimensional 

actualizado con datos en tiempo real a través del EnKF. El objetivo fue pronosticar el 

nivel del agua con mayor precisión mediante la actualización de datos para el modelo, 

comparado con aquellos sin actualizar. Estos autores concluyeron que con la 

implementación de la técnica, el EnKF aumentó la exactitud del pronóstico entre el 50 y 

70 %. 

 

Méndez (2007), desarrolló un modelo de pronóstico de caudales en tiempo real que 

implementó el Filtro Kalman como herramienta de optimización de la predicción que 

realizó con un modelo lineal determinista, y despues con un modelo no lineal, tomando 

como referencia la estación hidrométrica Puente Balseadero sobre el río Magdalena en el 

Departamento del Huila, Colombia. Los resultados mostraron una clara tendencia del 

modelo lineal determinista a subestimar los caudales simulados. Esta condición puede 

volverse crítica cuando el pronóstico subestima la magnitud de una creciente que está por 

suceder, manteniendo un riesgo latente. 

 

El filtro de Kalman también ha sido trabajado en conjunto con el modelo SWAT (Soil and 

Water Assesment Tool), tal y como lo reportaron Xie y Zhang (2010) quienes evaluaron 

la combinación del filtro de Kalman de Conjuntos (EnKF) con éste modelo de base física, 

para entender la capacidad de estimación de los parámetros y estados. En este estudio se 

concluyó que mediante la asimilación de datos de escurrimiento, el EnKF puede actualizar 

eficazmente los estados hidrológicos y mejorar progresivamente la estimación de 

parámetros en el modelo SWAT.  
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Lü et al. (2013) emplearon el modelo lluvia-escurrimiento Xinanjian para evaluar la 

sensibilidad de los parámetros del modelo y la correlación entre variables de estado con 

el caudal de salida utilizando 3 variantes del filtro de Kalman de Conjuntos (EnKF) para 

la asimilación de datos en el río Luo en China. Los resultados obtenidos indican que 

cuando los valores de los parámetros son determinados por el algoritmo de optimización 

utilizando 10 años de registro, el doble filtro de Kalman de Conjuntos (2EnKF) mejora 

notablemente los resultados simulados.  

 

Morales et al. (2014), reportaron el uso del filtro de Kalman discreto para realizar el 

pronóstico de avenidas a corto plazo en la subcuenca inferior de la Presa Angel Albino 

Corso o Peñitas, ubicada en el estado de Chiapas, México. Los resultados obtenidos al 

considerar la función de respuesta de la cuenca como el hidrograma unitario instantáneo 

son aceptables, resaltando la importancia de mejorar la instrumentación en la cuenca para 

mejorar los pronósticos. 

 

En los últimos años, los trabajos sobre predicción hidrológica se han enfocado en la 

estimación óptima de los parámetros de estado de los modelos utilizados a través de la 

asimilación de datos. Moradkhani et al. (2012) mencionan que la estimación de 

parámetros de estado de manera simultánea utilizando la asimilación de datos secuencial, 

es ideal para manejar el estrecho acoplamiento entre los estados del modelo y los 

parámetros relevantes y permite que los parámetros cambien dinámicamente con el 

tiempo, especialmente cuando algunos cambios funcionales en el sistema de interés se 

experimentan o se prevén. 
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En este contexto, Shi et al. (2014), presentaron la estimación de múltiples parámetros 

usando observaciones multivariantes a través del (EnKF) para un modelo hidrológico de 

base física. Un sistema de asimilación de datos fue desarrollado para el modelo 

hidrológico de base física (Flux-PIHM) mediante la incorporación del EnKF en el modelo 

de estimación de parámetros y estados del sistema.  Los resultados muestran que todos los 

valores de aquellos parámetros estimados son muy cercanos a los valores verdaderos 

dentro del rango de incertidumbre estimada. Los autores resaltan que el sistema de 

asimilación de datos del EnKF, puede ser utilizado para proporcionar una guía en el diseño 

de sistemas de observación y es prometedor para establecer las probabilidades de 

inundación en tiempo real y pronóstico de sequías. 

 

Para Samuel et al. (2014) la asimilación de datos ha sido ampliamente utilizado en los 

modelos hidrológicos para mejorar el estado del modelo y las estimaciones de caudales 

posteriores. Sin embargo, para las observaciones de estados pobres o inexistentes, la 

estimación del estado hidrológico puede causar problemas, dando lugar a cambios sin 

exactitud en los caudales actualizados.  

 

Estos investigadores aplicaron tres métodos del filtro de Kalman de Conjuntos (EnKF) 

con estimación doble de parámetros de estado para los siguientes casos: asimilación de 

caudales, la asimilación de humedad del suelo y la asimilación combinada (humedad del 

suelo y el caudal) mediante la utilización del modelo sacramento (SAC-SMA). 

Concluyeron que la asimilación combinada de caudal y humedad del suelo proporciona 

pronósticos más exactos de ambos humedad del suelo y los caudales, en particular para 

tiempos cortos.  
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4. MATERIALES Y MÉTODOS 

 

4.1. Cuenca 1: Río Turbio 

 

 

La cuenca del río Turbio pertenece a la región hidrológica No. 12 Lerma-Santiago, 

ubicada en los estados de Guanajuato y Jalisco, entre los 20°32′ 42” y los 21°21′ 18” de 

Latitud Norte y entre los 101°27′ 82” y los 102°17′ 57” de Longitud Oeste. La cuenca del 

Turbio comprende gran parte de la llanura fértil del Bajío Guanajuatense, caracterizada 

por contar con obras de irrigación de gran magnitud que han convertido a esta región en 

una de las zonas agrícolas más importantes del país.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7. Localización de la cuenca del río Turbio. 
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La delimitación de la cuenca en mención, se hizo hasta la estación hidrométrica las 

Adjuntas ubicada en los 20°40′ 32” de Latitud Norte y 101°50′ 40” de Longitud Oeste, 

que es operada por la red nacional de estaciones hidrométricas de la Comision Nacional 

del Agua. El área total de la cuenca es de 3322 km2 de los cuales 58.8% pertenece al estado 

de Guanajuato y el 41.2% corresponde al estado de Jalisco. El parteaguas de la cuenca 

tiene su máxima elevación a los 2670 m y el punto de salida referenciado por la estación 

hidrométrica se encuentra a los 1723 m. La pendiente media para la cuenca del río Turbio 

es del 11%, el cauce principal presenta un desnivel de 323 m con un tiempo de 

concentración para la cuenca de 21 h. 

 

4.1.1. Climatología 

 

 

El clima prevaleciente en la zona según la clasificación de Köppen, modificado por 

García, (1981) es el siguiente. En la parte Norte, sobre la sierra de Cuatralba el clima es 

C (w0), templado subhúmedo con temperaturas medias anuales que van de los 12°C a los 

18°C. En la parte central, desde la ciudad de León hasta la ciudad Manuel Doblado en el 

estado de Guanajuato, prevalece el clima A(C) (w0), semicálido subhúmedo con 

temperaturas medias anuales mayores a 18°C. Al Suroeste, en dirección a San Julián y 

Arandas en el estado de Jalisco, el clima es C (w1), templado subhúmedo con temperaturas 

medias anuales entre los 12°C y 18°C.  

 

4.1.2. Precipitación 

 

 

La precipitación media anual registrada en las subregiones Lerma y Santiago, a la cual 

pertenece la cuenca del río Turbio entre los años 1945-1997 en diferentes puntos de la 
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región, varía entre los 500 y 900 mm anuales (según lecturas de estaciones 

climatológicas), con un promedio general de 705 mm (CONAGUA, 2003). 

En la cuenca del río Turbio, la precipitación media anual para el periodo 1981-2010 fue 

de 659 mm obtenida mediante la ponderación por polígonos de Thiessen, con un periodo 

de lluvias que abarca desde el mes de junio hasta el mes de octubre, concentrándose en 

este periodo un total de 586 mm, es decir, un 88.8% del total de las precipitaciones 

anuales, caracterizadas por ser intensas y de corta duración. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8. Isoyetas de precipitación en la cuenca del río Turbio. 

 

Como dato comparativo, la precipitación media anual en México reportada por 

CONAGUA (2012) para el periodo 1971-2000 fue de 760 mm, ligeramente superior a la 

registrada en el periodo 1981-2010 en la cuenca del río Turbio. La figura 9, resume los 

datos comparativos por cuenca, región hidrológica y país. 
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Figura 9. Distribución comparativa de la precipitación media mensual en la cuenca río 

Turbio. 

 

4.1.3. Red Hidrográfica y de Presas 

 

 

El río Turbio es un afluente derecho del río Lerma figurando entre los más importantes de 

la cuenca alta de éste río; tiene su origen en la sierra de Cuatralba a unos 20 kilómetros al 

Norte de la ciudad de León, con el nombre de arroyo La Patiña, uniéndose por la margen 

izquierda los arroyos Los Castillos, Ibarrilla, Ojo de Agua de los Reyes, Alfaro y El Salto; 

por la margen derecha confluye el arroyo Mariches, todos ellos en las inmediaciones por 

la parte este de la Ciudad de León. En este tramo el colector principal se conoce como río 

de los Gómez. El río continúa por los municipios de Purísima del Rincón y Manuel 

Doblado. A la altura de la localidad de las Adjuntas, se encuentra una estación 

hidrométrica que se encarga de medir los escurrimientos generados por el afluente. En el 

cuadro 2, se resumen los cuantiles para los gastos máximos registrados en la estación 

hidrométrica Las Adjuntas según la Comisión Nacional de Agua y reportados por 

Protección Civil Guanajuato (2012). 
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Cuadro 2. Periodos de retorno para gastos máximos en la estación hidrométrica 

Las Adjuntas. 

 

Periodo de Retorno (Años) Gasto (m3/s) 

2 44.35 

5 84.60 

10 111.24 

20 136.8 

50 169.88 

100 194.67 

500 251.96 

1000 276.59 

 

Fuente: Protección Civil Guanajuato, 2012.  
 

 

El río Turbio confluye con el río Lerma en una planicie de escasa pendiente, propiciando 

que en la ocurrencia de avenidas de consideración del Lerma, el agua de éste ingrese hacia 

el cauce del Turbio, ocasionando un retardo en el desalojo de avenidas de dicho río 

provocando desbordamientos e inundaciones en las planicies aledañas (López, 2008). 

 

En lo que respecta a cuerpos de agua, existen un numero considerado de presas y/o 

reservorios que surten de agua a los cultivos que se desarrollan en la región del Bajío 

Guanajuatense y a su vez, sirven para el control de avenidas ocasionadas por las lluvias 

intensas en los periodos de mayor precipitación. Las presas más importantes dentro de la 

zona son El Palote y El Barrial. La primera, se encuentra en la ciudad de León y su 

propósito es agua potable y control de avenidas con una capacidad máxima de 17 Mm3 y 

la segunda se ubica sobre San Francisco del Rincón diseña para el control de avenidas y 

riego con una capacidad de 55.26 Mm3. Otras presas que se destacan son Santa Efigenia 

con capacidad de 42.75 Mm3, Jalpa Vieja con 14.38 Mm3, Ciénaga de Galvanes 11 Mm3, 

Potrerillos con 15 Mm3 todas con doble propósito de riego y control de avenidas 

(CONAGUA, 2014b). 
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Figura 10. Red hidrográfica y de presas en la cuenca del río Turbio. 

 

 

4.1.4. Red de Estaciones Meteorológicas 

 

 

El estado de Guanajuato cuenta con un total de 197 estaciones meteorológicas entre 

automatizadas y convencionales repartidas entre el Servicio Meteorológico Nacional, El 

comité Estatal de Aguas de Guanajuato, El Centro de Ciencias Atmosféricas de la 

Universidad de Guanajuato, Protección Civil del Estado de Guanajuato y el INIFAP.  
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En lo que respecta a las estaciones ubicadas en la cuenca, un total de 11 estaciones fueron 

seleccionadas a lo largo y ancho de la cuenca del río Turbio. En la figura 10, se tiene la 

localización de las estaciones en toda la cuenca. En el cuadro 3, se resume el total de 

estaciones utilizadas para obtener los registros de precipitación diaria. 

 

Cuadro 3. Estaciones meteorológicas en la cuenca del río Turbio. 

Código Estación Nombre Municipio Estado Dependencia 

11020 El Palote León Guanajuato SMN 

11025 Hacienda de Arriba León Guanajuato SMN/CEAG 

11035 La Sandia León Guanajuato SMN 

11036 Adjuntas Manuel Doblado Guanajuato SMN/CEAG 

11045 Media Luna León Guanajuato SMN 

11153 La Laborcita León Guanajuato SMN 

11157 San Fco. del Rincón Peñuelas Guanajuato SMN 

11159 San Fco. del Rincón Presa el Barrial Guanajuato SMN 

14123 San Diego Alejandría San Diego Alejandría Jalisco SMN 

14157 Unión de San Antonio Unión de San Antonio Jalisco SMN 

14369 La Vaquera Arandas Jalisco SMN 

Fuente: SMN, 2010. 
 

 

Basado en la distribución espacial se obtuvieron los factores de ponderación para la lluvia 

diaria mediante los polígonos de Thiessen, según la figura 11. En el cuadro 4 se resumen 

los factores utilizados para la ponderación de la lluvia en la cuenca del río Turbio. 

 

Cuadro 4. Factores de Thiessen para la cuenca del río Turbio. 

Código Estación Área km2 Factor Thiessen 

11020 227.4 0.07 

11025 233.8 0.07 

11035 49.1 0.01 

11036 600.3 0.18 

11045 210.5 0.06 

11153 180.6 0.05 

11157 413.8 0.06 

11159 368.7 0.11 

14123 354.2 0.11 

14157 191.5 0.12 

14369 491.8 0.15 
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Figura 11. Polígonos de Thiessen para la cuenca del río Turbio. 

 

4.2. Cuenca 2: Río Cazones 

 

 

La cuenca del río Cazones se encuentra ubicada en la región hidrológica No. 27 

denominada Tuxpan-Nautla, entre los 20°0′ 00” y los 20°35′ 00” de Latitud Norte y entre 

los 97°20′ 00” y los 98°20′ 00” de Longitud Oeste, incluyendo a los estados de Puebla, 

Hidalgo y Veracruz. La cuenca descrita fue delimitada hasta la estación hidrométrica Poza 

Rica en el Estado de Veracruz, registrando una altitud máxima del parteaguas a los 2750 

m y pasando por los 50 m en la población de Poza Rica. El área total de la cuenca es de 

1604.6 km2 de los cuales 56% pertenece al estado de Puebla, el 13.5% al Estado de 

Hidalgo y el 30.5% restante al estado de Veracruz.  
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La cuenca del río Cazones presenta una pendiente promedio de 27%, un desnivel para el 

cauce principal de 2100 m y un tiempo de concentración de 16 h. 

Figura 12. Localización de la cuenca del río Cazones. 

 

 

4.2.1. Climatología 

 

 

El clima es de tipo cálido-húmedo, con una temperatura media anual de 23.6ºC y con 

precipitaciones constantes a lo largo del año. En la zona donde se encuentra localizada la 

cuenca del río Cazones, es constantemente afectada por fenómenos meteorológicos 

extremos los cuales suelen generar grandes cantidades de lluvia que al escurrir sobre 

suelos saturados producen inundaciones en las partes bajas de la cuenca (INEGI, 2005; 

Pereyra y Pérez, 2006; Santillán Gutiérrez et al. 2013). 
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4.2.2. Precipitación 

 

 

Existen dos tipos de masas de aire que originan lluvia y se alternan sobre el estado de 

Veracruz, la tropical en verano y la polar en invierno. Durante los meses de transición 

estas masas de aire se van alternando y en ocasiones no hay una situación bien definida 

(Pereyra y Pérez, 2006). En la cuenca del río Cazones la precipitación media anual es de 

1744 mm de acuerdo a las normales climatológicas reportadas en las estaciones 

consideradas en el estudio para el periodo 1981-2010. Este promedio es 12% superior al 

registrado por la región hidrológico-administrativa No. X Golfo Centro la cual reporta una 

precipitación media de 1558 mm en el periodo 1971-2000. La figura 13, resume la 

distribución de las lluvias a lo largo del año y de forma comparativa por cuenca, región 

hidrológico-administrativa y nacional. 

Figura 13. Distribución comparativa de la precipitación media mensual en la cuenca río 

Cazones. 
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Figura 14. Isoyetas de precipitación para la cuenca del río Cazones. 

 

 

4.2.3. Red Hidrográfica  

 

 

Los arroyos formadores de esta corriente nacen y descienden de la sierra de Hidalgo. El 

parteaguas nace en los límites del río Tulancingo, 10 km al este de la ciudad del mismo 

nombre a una elevación de 2750 m, dando lugar a la formación del arroyo Chaltecontla, 

que en sus orígenes se denomina río Los Reyes. Es conocido en su tramo superior como 

río San Marcos; se interna en Veracruz y se dirige hacia el noreste; en su curso medio e 

inferior toma el nombre de Cazones hasta su desembocadura en el Golfo de México 

(INEGI, 2005; Pereyra y Pérez, 2010).  



50 

 

Según reportes de CONAGUA (2012), la cuenca del río Cazones tiene un escurrimiento 

natural medio superficial de 1712 Mm3. 

Figura 15. Red hidrográfica en la cuenca del río Cazones. 

 

 

4.2.4. Red de Estaciones Meteorológicas 

 

 

Un total de 9 estaciones meteorológicas fueron consideradas para determinar los registros 

de precipitación en la cuenca del río Cazones, todas pertenecientes y bajo la operación del 

Servicio Meteorológico Nacional tal como se puede observar en la figura 15. 

 

En el cuadro 5, se resumen las estaciones utilizadas para obtener los registros de 

precipitación diaria. 
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Cuadro 5. Estaciones meteorológicas localizadas en la cuenca del río Cazones. 

Código Estación Nombre Municipio Estado Dependencia 

13034 Tenango de Doria Tenango de Doria Hidalgo SMN 

13099 Metepec Metepec Hidalgo SMN 

13130 Santa Ma. Asunción Tulancingo Hidalgo SMN 

21118 Huauchinango Huauchinango Puebla SMN 

21127 Xicotepec Xicotepec Puebla SMN 

21142 Venustiano Carranza Venustiano Carranza Puebla SMN 

21147 Apapantilla Jalpan Puebla SMN 

30125 Papantla Papantla Veracruz SMN 

30132 Poza Rica Poza Rica Veracruz SMN 

Fuente: SMN, 2010. 
 

 

 

Figura 16. Polígonos de Thiessen para la cuenca del río Cazones. 
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Basados en la distribución espacial de las estaciones climatológicas, se obtuvo los factores 

de ponderación para la precipitación media diaria a través los polígonos de Thiessen, como 

se muestra en la figura 16. A continuación, en el cuadro 6 se resumen los factores 

utilizados para la ponderación de la precipitación en la cuenca del río Cazones. 

 

 

Cuadro 6. Factores de Thiessen para la cuenca río Cazones. 

Código Estación Área km2 Factor Thiessen 

30132 163.0 0.10 

13034 129.1 0.08 

13099 36.0 0.05 

21142 295.4 0.18 

13130 136.0 0.08 

21118 164.1 0.10 

21127 236.4 0.14 

21147 374.9 0.23 

30125 69.8 0.04 
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4.3. Metodología  

 

 

La metodología que será descrita a continuación, fue desarrollada para realizar pronósticos 

de caudales a corto plazo, en las cuencas del río Turbio y río Cazones, localizadas en el 

centro y Golfo de México, respectivamente. Se implementaron 3 metodologías con el 

objetivo de establecer las diferencias en operatividad, para cada una de las cuencas. En la 

primera metodología se utilizó únicamente el algoritmo del filtro de Kalman Discreto 

(DKF). En la segunda, se implementó un modelo autorregresivo con entrada exógena 

ARX operado bajo el filtro de Kalman Discreto y en la tercera, se utilizó el filtro de 

Kalman de Conjuntos (EnKF) bajo la misma estructura del modelo ARX.  

 

Las series de datos utilizadas para la cuenca del río Turbio corresponden a los años 2003 

y 2004 mientras que para la cuenca del río Cazones, las series correspondientes fueron 

para el año 2005 y 2008-2011. Las series en cada cuenca fueron escogidas de acuerdo a 

la disponibilidad de los datos en las bases de datos BANDAS y CLICOM, respectivamente 

(CONAGUA, 2014b; SMN, 2010).  

 

4.3.1. Filtro de Kalman Discreto DKF 

 

 

El desarrollo de esta metodología tiene sus bases en los trabajos realizados por Hino 

(1973), Valdés et al. (1980) y Morales et al. (2014). Según Valdés  et al. (1980), el filtro 

de Kalman puede ser empleado para identificar la función de respuesta de una cuenca, es 

decir, a través su hidrograma unitario. 
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 De igual forma, el DKF es utilizado para predecir caudales en tiempo real en una cuenca 

dada, con registros de corta duración. En este sentido, el caudal a la salida de una cuenca 

puede ser representado en función de: 

i) Caudales pasados en el mismo sitio. 

ii) Caudales presentes y pasados en sitios aguas arriba de la estación de aforo. 

iii) Precipitaciones presentes y pasadas sobre la cuenca. 

 

Un modelo para representar los caudales a la salida de una cuenca, con base en lo anterior, 

puede ser descrito como: 

0

1 1 1

( ) ( 1) ( ) (t)
kn nm

i kj k
i k j

q t a q t b P q t j 
  

     
  (35) 

Donde: 

 (t)q : es el caudal a la salida de la cuenca. 

 0n : es el número de términos autorregresivos. 

 m : es el número de estaciones de precipitación y de caudales aguas arriba. 

 kn : es el número de términos de la estación. 

 ( )t : representa el ruido en la medición. 

 

El modelo de caudales descrito anteriormente, puede ser implementado siguiendo la 

estructura de la ecuación de mediciones en el filtro de Kalman, tal que: 

 

( ) ( ) ( ) ( )q t H t X t t 
    (36) 
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Donde, ( )H t : es el vector que contiene las precipitaciones y los caudales en el pasado. Ver 

representación en la figura 17. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 17. Esquema de conformación del vector H (t). 

 

( )X t : es el vector que contiene los elementos de todas las funciones de respuestas en todas 

las estaciones consideradas. 

 

En el caso de predicción en tiempo real, la función de respuesta puede cambiar entre los 

periodos de lluvia y sequía o de acuerdo las condiciones climatológicas de la zona. Sin 

embargo, existen ríos en cuencas de gran tamaño, en el que las variaciones en las descargas 

no son abruptas sino que ocurren de forma suave y por tanto, las variaciones en la función 

de respuesta también ocurren de la misma manera. 

 

Siguiendo la estructura del algoritmo del filtro de Kalman Discreto (DKF) de la figura 4, 

las ecuaciones en las etapas de predicción y corrección se conformaron de la siguiente 

manera: 

i) Para el estado inicial el valor esperado fue definido tal que ˆ[ ] 0E x  . La matriz de 

covarianza del estado inicial se definió como P0 = K*I, donde K es un escalar lo 

suficientemente grande como para reflejar la incertidumbre de los supuestos iniciales, 

siendo I la matriz identidad de tamaño (nxn). 
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ii) La matriz A en la ecuación de predicción se consideró invariante en el tiempo para 

cada relación del estado (t+1) con el que ocurre en el estado (t). 

iii) No fue considerada la matriz de control representada por el sistema B u debido a 

que se emplean los estimadores de estado. 

iv) El vector H en la ecuación de medición se conformó con los datos de precipitación y 

caudal registrados en la cuenca, presentando retrasos diferentes en caudal y 

precipitación, dependiendo de la respuesta de la cuenca (ver figura 17). 

v) La matriz que contiene el ruido en la medición fue representada como ( 1)q t    

donde   es una constante de proporcionalidad que representa un error constante e 

igual a una fracción del caudal en el tiempo anterior, propuesta por Valdés et al. 

(1980). 

 

Los registros de precipitación y caudal que son utilizados en la matriz de convolución para 

el pronóstico en el tiempo (t+1), se encuentran a nivel diario para las dos cuencas descritas 

anteriormente, a diferencia del trabajo reportado por Morales et al. (2014) quienes 

obtuvieron registros a nivel diario soportados por Comisión Federal de Electricidad en 

México. 

 

4.3.2. Modelo ARX en conjunto con el Filtro de Kalman Discreto  

 

 

Se propuso la creación de un modelo autorregresivo con entrada exógena ARX para 

predecir los caudales medios diarios teniendo en cuenta las series del pasado, obtenidas a 

partir del registro BANDAS (CONAGUA, 2014b) para cada estación hidrométrica en las 

cuencas seleccionadas.  
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Para este caso, el modelo ARX tiene como entrada exógena la precipitación media diaria 

con el objetivo de mejorar los pronósticos, considerando la lluvia como un pulso sometido 

a convolución dentro del modelo de caja negra que se ha establecido. 

 

Para crear el modelo ARX se programó una rutina en Matlab® utilizando el toolbox de 

identificación de sistemas y de esta forma, se obtuvo el orden (p) del proceso 

autorregresivo establecido de acuerdo al número de términos representado en la ecuación 

(31) y teniendo en cuenta principios de parsimonia. De esta forma, la representación del 

modelo en formulación de espacio-estado fue necesaria para operar el DKF mediante una 

rutina de programación y realizar el pronóstico en el tiempo (t + 1) dado el tiempo (t) 

como lo describe la ecuación (34). 

1
( 1)( 1) ( ) ( 1) ( ) (kx1)

( )t t t t t
nxnx nxn nx nxk

x A x B u w t       (34) 

 

1
(m 1)( 1) ( ) ( 1)

( )t t t
xmx mxn nx

z H x v t      

 

Donde: 

 

A: representa la matriz de parámetros i  de tamaño (n x n), para la serie de caudales 

medios diarios registrados en la estación hidrométrica de la cuenca seleccionada. 

B: representa la matriz de parámetros exógenos j  de tamaño (n x k), para la serie de 

precipitación media diaria registrada en la cuenca. 

u: representa el vector que contiene los valores de precipitación media diaria registrada 

en el tiempo (t) para la cuenca, con tamaño (k x 1). 
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( )w t  y ( )v t representan los ruidos gaussianos del proceso y de las mediciones con 

propiedades tal que ( )w t ~N (0, Q) y ( )v t ~N(0, R). 

 

Con el objetivo de encontrar diferencias entre los pronósticos para L pasos a través del 

tiempo, es decir, 1|t tx  , 2|t tx  ,… |t Ltx  fue ejecutada una rutina en Matlab® que utilizó 

información del estado en el tiempo (t) para avanzar, sin actualizar, L pasos en la línea de 

tiempo. Una vez llegada a la posición L deseada, se realizó la actualización el primer 

estado que se había pronosticado. El ciclo fue repetido n veces hasta llegar al final de la 

serie de datos. El procedimiento es descrito gráficamente a continuación, donde la línea 

negra es el pronóstico y la roja es la actualización (ver figura 18). 

 

 

Figura 18. Descripción del pronóstico de caudales con L pasos adelante. 
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Definidos los pronósticos hacia adelante y teniendo en cuenta que los parámetros del 

modelo ARX que han sido estimados pueden variar en función de las épocas de máximas 

precipitaciones y/o de las variaciones abruptas en los caudales, se propuso un período 

previo para la estimación de los parámetros del modelo ARX antes de iniciar el pronóstico, 

con el objetivo de obtener parámetros variando en función del tiempo ajustándose a las 

condiciones dadas por las series de datos (caudal y precipitación).  

 

De esta manera, la implementación del DKF se hace dinámica y con matrices de estado 

que varían en cada periodo definido, realizando una calibración con el objetivo de 

disminuir el ruido generado en el proceso representado como w (t) en la ecuación de (34). 

En la figura 19, se describe el proceso para la calibración y pronósticos por periodos. 

 

 

Figura 19. Descripción del proceso de pronóstico de caudales con base en periodos de 

estimación de parámetros del modelo ARX. 
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4.3.3. Modelo ARX a través del Filtro de Kalman de Conjuntos EnKF 

 

 

En esta variante metodológica, se utilizó el esquema propuesto anteriormente para el 

modelo ARX y su periodo de calibración con la diferencia de realizar los pronósticos 

mediante el filtro de Kalman de conjuntos (EnKF).  

 

Esta técnica de asimilación de datos fue propuesta para sistemas dinámicos no lineales y 

como alternativa al filtro de Kalman Extended (EKF) debido a su formulación conceptual 

simple y de fácil aplicación, ya a que no hay necesidad de derivar un operador lineal 

tangente o ecuaciones adjuntas, ni integraciones en tiempos previos como lo hace el EKF. 

A pesar de las consideraciones planteadas anteriormente y de la linealidad existente dada 

en el modelo ARX, se implementó la rutina en Matlab® como ejercicio académico y 

evaluar así su respuesta, en comparación con ARX +DKF. 

 

Siguiendo la metodología propuesta por Gillijns et al. (2006), fue necesario generar un 

número aleatorio de miembros o posibles trayectorias, donde la media del conjunto 

generado se considera como la estimación del estado y el error del modelo se aproxima 

por la varianza del conjunto generado. De esta manera, se realizaron pronósticos con un 

total de 100 miembros, como conjunto lo suficientemente grande para generar una media 

que se aproxime a los valores reales. 
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Se calcularon las principales estadísticas según Gupta et al. (2009) para cada una de las 3 

metodologías descritas anteriormente. El error cuadrático medio MSE (Mood et al. 1974) 

y su normalización relacionada, la eficiencia de Nash-Sutcliffe (Nash y Sutcliffe, 1970) 

fueron los dos criterios a tener en cuenta, por ser los más utilizados para la calibración y 

evaluación de modelos hidrológicos con los datos observados. 

 

De igual forma, a partir de los errores de predicción obtenidos en cada intervalo de tiempo 

tanto para el DKF como para el ARX+DKF, se calculó un intervalo de predicción al 95% 

de probabilidad para las series generadas según Chatfield (2004), para conocer el rango 

de probabilidad de que los valores reales oscilen dentro del mismo, como fundamento para 

el enfoque de pronósticos de caudales en tiempo real. 

 

Para comprobar los supuestos de la teoría general del filtro de Kalman, se realizaron 

ajustes a funciones de distribución de probabilidad para los errores provenientes de los 

datos observados y pronosticados para las series evaluadas empleando la metodología de 

ARX+DKF.  
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5. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

 

 

5.1. Cuenca 1: Río Turbio 

 

 

5.1.1. Filtro de Kalman Discreto DKF 

 

 

Se realizaron varios pronósticos teniendo en cuenta la disponibilidad de las series de 

caudal y precipitación para los años 2003 y 2004 registrados en las bases de datos 

BANDAS y CLICOM (CONAGUA, 2014b; SMN, 2010), utilizando el enfoque DKF. A 

continuación, se muestran los resultados obtenidos para los datos que inician en el mes de 

Junio hasta Diciembre para la serie del año 2003. 

 

En la parte superior de la figura 20, se muestra la precipitacion media de la cuenca 

obtenida a través de los poligonos de Thiessen para la serie en mención. En la parte inferior 

de la misma, se puede observar el pronóstico realizado a través del filtro de Kalman 

utilizando el enfoque DKF. En este pronóstico, fue necesario considerar 2 días de lluvia y 

1 día de caudal previo para conformar la matriz H tal como se describió en la figura 17, 

considerando los valores de α=0.3 y la matriz de covarianza inicial P0 = 1000*I. Se puede 

apreciar cerca de la ordenada junio/27/2003 un sobre salto en la linea roja de predicción, 

la cual puede ser atribuida a las primeras convoluciones del filtro que generan cambios 

abruptos y tienden a ser suavizados a medida que el sistema incorpora las nuevas 

mediciones.  
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En la figura 21, se muestran los caudales pronosticados y actualizados con sus respectivos 

errores 
1| 1 1|

ˆ( - )t t t t te Q Q   . Como se observa en la gráfica de caudales actualizados, 

estos presentan un mejor ajuste con los datos observados y sus errores tienden a ser de 

menor magnitud debido a que las mediciones del sistema real son asimiladas por el 

algoritmo  

 

En el cuadro 7 se resume las estadísticas para el pronóstico de caudales, los cuales 

presentan muy buenos resultados en cuanto al grado de ajuste entre el caudal observado y 

el pronosticado con coefiecientes de Nash-Sutcliffe de 0.97 respectivamente. La media de 

los valores pronosticados y actualizados se mantiene con respecto a los observados, el 

RMSE de los valores actualizados se encuentra ligeramente por debajo de los valores 

pronosticados y con una tendencia leve del modelo a sobreestimar los caudales 

pronosticados. Es de aclarar, que aunque el filtro de Kalman presenta dos etapas 

(pronostico y actualizacion), las estadísticas que se tendrán en cuenta para evaluar la 

utilidad de la metodología, será la de caudales pronosticados. 

 

Cuadro 7. Resumen estadistico para el pronóstico en la cuenca del río Turbio serie 

2003. 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE  

Caudales Pronosticados 21.62 23.37 4.83 0.97 0.98 1.75 

Caudales Actualizados 21.52 18.09 4.25 0.98 0.99 1.31 

Caudales Observados 21.23 - - - - - 

      *Las estadisticas son con respecto a los caudales observados 

 

Las siglas de las estadísticas descritas en el cuadro anterior, son las siguientes: 

 

MSE cuadrado medio del error, RMSE raíz del cuadrado medio del error, R2 coeficiente 

de correlación de los datos y PBE porcentaje de error sistemático. 
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Figura 20. Pronóstico de caudales en la cuenca río Turbio para la serie del año 2003. 
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Figura 21. Caudales pronosticados y actualizados (a, b) y sus errores (c, d) generados en 

la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 

 

 

Figura 22. Diagramas de dispersión para caudales pronosticados (a) y actualizados (b) 

para la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 
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En la figura 23, se muestra el pronóstico de caudales para la serie que comprende el año 

2004. La conformación de la matriz H que contiene los valores de precipitación y caudal 

fueron los mismos que los reportados en la serie del 2003 (α=0.3, 2 días de precipitación 

previa y 1 día para caudal previo, P0 = 1000*I y matriz de covarianza del proceso [Q]nxn 

de valor nulo. 

 

En la figura 25 se muestra un buen ajuste entre los caudales pronosticados y los caudales 

observados, reflejados en el coeficiente de Nash-Sutcliffe de 0.97. De igual forma, se 

puede apreciar por el valor de PBE (Percentage Bias Error o medida del error sistemático) 

que existe una leve tendencia a subestimar los caudales pronosticados con respecto a los 

observados. 

 

Los resultados obtenidos en las dos series 2003 y 2004, son muy semejantes a los 

reportados por Morales et al. (2014), en su aplicación del filtro de Kalman Discreto a nivel 

diario para la cuenca peñitas, en Chiapas México, pues también considero 2 días previos 

de precipitación y 1 día previo de caudal, como vectores a conformar la matriz H en la 

ecuación de mediciones del filtro. El valor de la media que se muestra en el cuadro 8, tiene 

como objetivo conocer que tanto se preserva el estadístico en las series generadas, 

siguiendo la metodología propuesta por Morales et al. (2014). 

 

En el cuadro 8, se muestra el resumen estadístico de los pronósticos realizados para la 

serie 2004. 
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Cuadro 8. Resumen estadístico para el pronóstico de caudales en la cuenca del río 

Turbio serie 2004. 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

Caudales Pronosticados 9.51 11.89 3.45 0.97 0.94 -2.59 

Caudales Actualizados 9.50 10.64 3.26 0.97 0.95 -2.47 

Caudales Observados 9.72 - - - - - 

      *Las estadísticas son con respecto a los caudales observados 

 

 

Los resultados para la serie de 2004 presentan muy buen ajuste en términos de MSE y 

Nash-Sutcliffe, con la tendencia a mantenerse el valor promedio de los caudales generados 

en comparación con la serie de caudales observados, además de que el RMSE para el 

pronóstico de caudales en la serie del año 2004 es menor que para los valores obtenidos 

en la serie del año 2003. En este caso, según los valores del PBE el modelo tiende a 

subestimar los caudales pronosticados. 

 

En la figura 23, se puede apreciar que la lluvia no presenta un comportamiento de 

respuesta directa, ya que se encuentran desfasados algunos puntos máximos del 

hidrograma con respecto a los hietogramas de precipitación. Esto puede ser atribuido a las 

condiciones en las que se encontraba la cuenca al momento de presentarse el evento 

(humedad del suelo, cobertura vegetal, usos del suelo, etc) aunque también puede ser 

posible, debido a que en la cuenca del río Turbio existe una alta presencia de reservorios 

(por ser una zona agrícola en la mayor parte de su extensión), que ejercen un control sobre 

las avenidas provocando un retraso en el caudal máximo de respuesta para una evento 

dado. 

 

 

 

 



68 

 

 

Figura 23. Pronóstico de caudales en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2004. 
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Figura 24. Caudales pronosticados y actualizados (a, b) y sus errores (c, d) en la cuenca 

del río Turbio para la serie del año 2004. 

 

 

Figura 25. Diagramas de dispersión para caudales pronosticados(a) y actualizados (b) 

en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2004. 
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5.1.2. Enfoque ARX+DKF 

 

 

A continuación se muestran los resultados obtenidos para la serie del año 2003 con la 

implementación de un modelo ARX tal como se describió en la metodología del apartado 

(4.3.2.) para la cuenca del río Turbio. El periodo que utilizó el modelo para su calibración 

previa fue de 20 días con la siguiente estructura en cada periodo generado. 

2 1

1 1

( )
na nb

t i t i i t j
i j

q q u e t 
 

 
 

     

 

Donde na = 2, se consideró el orden autorregresivo para caudales y nb=1 el número de 

días de precipitación previa. El periodo escogido fue el que mejor resultados en términos 

estadísticos arrojó luego de probar con varios periodos de calibración. La figura 26 

muestra los resultados obtenidos a través de la metodología ARX+DKF para L=1, es decir, 

para el pronóstico realizado en el tiempo (t+1| t) o a 24 h de anticipación. 

 

De igual forma, fueron realizados los pronósticos para diferentes pasos hacia adelante,

1|t tx  , 2|t tx  ,… |t Ltx  , con el objetivo de cuantificar los errores de predicción teniendo 

en cuenta la información previa y sin actualizar, como se describió en la figura 18 del 

apartado (4.3.2). En el cuadro 9, se resumen las estadísticas para los diferentes pronósticos 

en el tiempo utilizando la serie del año 2003. Los pronósticos con L=1 corresponden a los 

realizados a 24 h, L=2 para 48 h, L=3 para 72 h y L=4 para 96 h respectivamente. 
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Cuadro 9. Resumen estadístico para diferentes pronósticos mediante ARX+DKF en la 

cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE % 

Caudales Pronosticados L=1 22.6 41.37 6.43 0.97 0.95 -3.82 

Caudales Pronosticados L=2 22.0 103.63 10.18 0.93 0.87 -6.14 

Caudales Pronosticados L=3 21.6 188.29 13.72 0.87 0.76 -7.87 

Caudales Pronosticados L=4 21.2 291.01 17.06 0.80 0.63 -9.35 

Caudales Observados 20.1 - - - - - 
*Las estadísticas son con respecto a los caudales observados 
 

 

De acuerdo al cuadro 9, la media para los caudales pronosticados tiende a preservarse con 

respecto a la serie de los caudales observados, el coeficiente de eficiencia de Nash-

Sutcliffe disminuye conforme el RMSE aumenta a medida que el pronóstico se hace L 

pasos hacia adelante, generando pérdida de confiabilidad en los pronósticos realizados. 

Los resultados obtenidos por el PBE para todos los pronósticos en el tiempo, indican que 

los caudales tienden a ser subestimados por el modelo. 

 

Como se observa en la figuras 26 y 27, los pronósticos realizados presentan un 

comportamiento característico para caudales bajos, medios y altos de acuerdo a la 

dispersión que presentan a lo largo de la línea a 45 grados. Por esta razón, los datos se 

agruparon en 3 clases Q < 20 m3/s, 20 m3/s ≤ Q ≤ 60 m3/s y Q > 60 m3/s (ver figura 28) 

siguiendo el patrón de dispersión de la figura 27.  
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Figura 26. Pronóstico de caudales mediante ARX+DKF en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 
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Figura 27 Diagramas de dispersión comparativos para pronósticos con ARX+DKF a 24 

h (a), 48 h (b), 72 h (c) y 96 h (c) en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 

 

 

El orden de los diagramas de dispersión en la figura 28 es para L=1 gráficas (a, b, c), para 

L=2 gráficas (d, e, f), para L=3 gráficas (g, h, i) y para L=4 gráficas (j, k, l). Se puede 

apreciar que para la serie del año 2003, el ARX+KFD realizó un mejor pronóstico para 

caudales menores a 20 m3/s, en diferentes pasos del tiempo (ver gráficas a,d,g,j). Por el 

contrario, para los pronósticos de caudales entre 20-60 m3/s (ver gráficas b,e,h,k) el 

ARX+KFD tiende a perder el grado de ajuste con respecto a los valores observados, 

siendo mayor la incertidumbre para los caudales pronosticados por arriba de los 60 m3/s 

(ver gráficas c,f,i,l). 
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Figura 28. Diagramas de dispersión por clases para los pronósticos en diferentes pasos 

en el tiempo en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 
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Cuadro 10. Resumen estadístico para los pronósticos agrupados por clases en diferentes 

pasos del tiempo utilizando datos del año 2003. 
 

Pronósticos Rango MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

L=1 

24 h 

Q < 20  m3/s  3.03 1.74 0.96 0.93 1.36 

  20 ≤ Q ≤ 60  m3/s  73.25 8.56 0.84 0.63 -4.45 

Q > 60  m3/s  214.78 14.66 0.82 0.61 -6.25 

L=2 

48 h 

Q < 20  m3/s  9.05 3.01 0.9 0.78 2.77 

  20 ≤ Q ≤ 60  m3/s  173.46 13.17 0.66 0.13 -6.93 

Q > 60  m3/s  214.78 14.66 0.82 0.61 -6.25 

L=3 

72 h 

Q < 20  m3/s  19.81 4.45 0.84 0.52 8.20 

  20 ≤ Q ≤ 60  m3/s  311.48 17.65 0.47 0.56 -9.87 

Q > 60  m3/s  997.32 31.58 0.22 -0.83 -15.34 

L=4 

96 h 

Q < 20  m3/s  42.42 6.51 0.77 -0.03 15.77 

  20 ≤ Q ≤ 60  m3/s  456.16 21.36 0.34 -1.19 -12.50 

Q > 60  m3/s  1504.81 38.79 0.08 -1.76 -20.23 

 

 

Con el objetivo de establecer el grado de incertidumbre asociado al realizar los pronósticos 

para diferentes pasos en el tiempo, se determinaron los intervalos de predicción para cada 

valor puntual siguiendo los criterios establecidos por Chatfield (2004). En términos 

generales, la teoría asume que los errores de predicción ˆ( )obs prone x x   provienen de una 

distribución normal y ente contexto, éste supuesto fue verificado en las diferentes series 

pronosticadas teniendo en cuenta cada paso en el tiempo (L=1, L=2, L=3, L=4). 

 

En la figura 29, se presentan los errores de predicción ajustados para un conjunto de 

distribuciones continuas y diferentes pasos en el tiempo utilizando la serie del año 2003. 

Se puede observar que los errores de predicción para diferentes pasos en el tiempo, se 

ajustan a una distribución t de student escalada.  
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Esta distribución pertenece a la familia de las t student y se caracteriza por presentar colas 

pesadas debido a la presencia de valores atípicos o outliers, que no se presentan en una 

distribucion normal. 

 
Figura 29. Funciones de distribución de probabilidad para los errores de predicción con 

diferentes pasos en el tiempo en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 

 

Según Chatfield (2001), en la práctica la distribución de los errores no siempre se ajusta a 

una distribución normal, debido a la asimetría que pueda presentarse o a la presencia de 

datos atípicos que generan distribuciones con colas pesadas y por errores asociados a los 

datos involucrados que contaminan la distribución de los errores en la predicción.  

 

Wang (2006) sugiere que la estimación de la incertidumbre para el pronóstico hidrológico 

se realice a través del análisis estadístico de las propiedades de acuerdo al modelo de 

errores asociado o implementando técnicas de simulación Monte Carlo a través del 

método GLUE de Beven y Binley (1992), teoría de estimación Bayesiana y desarrollo de 

modelos estocásticos tipo AR, ARX, ARMA, ARMAX etc., entre otros. 
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En la figura 30, se presenta un diagrama de cajas que representa los errores que fueron 

ajustados mediante las distribuciones mostradas en la figura 29, confirmando la tendencia 

a incrementar las colas de las distribuciones a medida que se hace el pronóstico L pasos 

en el tiempo, interpretando que los mejores pronósticos son los realizados en el tiempo 

inmediato ( t+1). Los puntos en azul, indican los datos atípicos o outliers para el conjunto 

de errores. 

 

Figura 30. Diagrama de cajas para la distribución de los errores en diferentes pasos en 

el tiempo. 

 

En la figura 31, se presenta el intervalo de confianza al 95% de probabilidad para el 

pronóstico realizado con L=1, es decir ( 1|t tx  ) o a 24 h de anticipación, para la serie del 

año 2003. Se puede observar que el pronóstico es aceptable ya que los caudales observados 

se encuentran en el rango de los intervalos de confianza a lo largo de la serie, a diferencia 

del intervalo generado en el evento de Sep/15/2003 donde el caudal observado queda fuera 

del rango para el intervalo de confianza, el cual guarda relación con los datos discretizados 

para Q>60 m3/s con L=1. 
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Figura 31. Intervalo de predicción al 95% de probabilidad para L=1 o a 24 h en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 
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La figura 32, muestra el pronóstico realizado para la serie del año 2004 utilizando el 

ARX+DKF para ( 1|t tx  ). En esta serie pronosticada, el período que mejor se ajustó fue 

de 36 días considerando en 2 el orden autorregresivo para caudales y 1 para el número de 

días de precipitación. Las estadísticas para el pronóstico de esta serie 2004 se resumen en 

el cuadro 11, teniendo en cuenta que se realizaron 4 pasos adelante en la predicción. 

 

Cuadro 11. Resumen estadístico para los pronósticos a diferentes pasos mediante 

ARX+DKF en la cuenca del río Turbio para la serie del 2004. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE % 

Caudales Pronosticados L=1 10.12 16.32 4.04 0.96 0.93 -5.64 

Caudales Pronosticados L=2 9.64 39.13 6.26 0.91 0.82 -10.02 

Caudales Pronosticados L=3 9.18 62.16 7.88 0.86 0.72 -14.14 

Caudales Pronosticados L=4 8.76 83.13 9.12 0.80 0.62 -17.84 

Caudales Observados 8.16 - - - - - 
*Las estadisticas son con respecto a los caudales observados. 
 

 

Los mejores resultados se obtienen realizando el pronóstico para L=1, es decir, ( 1|t tx  ) o 

a 24 h de anticipación (ver los diagramas figura 33). En este caso, el paso adelante se 

traduce como el pronóstico realizado a un día, por la resolución temporal de los datos 

utilizados. A medida que se avanza en el tiempo, el pronóstico tiende a perder eficiencia 

debido a que no se actualizan los datos asimilados en los días anteriores para el caso de 

L=4 o para 96 h de anticipación, reflejado en los valores de Nash-Sutcliffe y RMSE, con 

la tendencia a subestimar los datos según los valores negativos proporcionados por el PBE.  

 

Para tener un mejor estimador del ajuste en cada pronóstico se agrupó la información, tal 

como se realizó para la serie del año 2003. En este caso, solo se tuvo en cuenta dos clases 

para agrupar los datos, siendo los Q < 20 m3/s y los Q ≥ 20 m3/s debido al comportamiento 

de los datos en las gráficas de la figura 33. 



80 

 

 

Figura 32. Pronóstico de caudales mediante ARX+DKF en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2004. 
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Figura 33. Diagramas de dispersión comparativos para pronósticos a diferentes pasos 

hacia adelante en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2004. 

 

 

El orden de los diagramas de dispersión en la figura 34 es para L=1 gráficas (a, b), para 

L=2 gráficas (c, d), para L=3 gráficas (e, f) y para L=4 gráficas (g, h). Se observa que los 

mejores ajustes para esta serie se encuentran para los caudales menores a 20 m3/s, tal como 

se observó en la serie del año 2003, ver gráficas (a, c, e, g). Los caudales mayores iguales 

a 20 m3/s tienden a ser subestimados en todos los pasos de tiempo, lo que implica que el 

modelo de pronóstico para caudales que se encuentren en este rango pierde confiabilidad, 

ver gráficas (b, d, f, h). 

 



82 

 

 

Figura 34. Diagramas de dispersión agrupados para los pronósticos en diferentes pasos 

en el tiempo para la cuenca del río Turbio con la serie del año 2004. 
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Cuadro 12. Resumen estadístico para los pronósticos agrupados en diferentes pasos del 

tiempo utilizando datos del año 2004. 
 

Pronósticos Rango MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

L=1 

24 h 

Q < 20  m3/s  4.01 2.00 0.91 0.82 -1.38 

Q ≥ 20  m3/s  114.77 10.71 0.86 0.67 -10.24 

L=2 

48 h 

Q < 20  m3/s  8.21 2.87 0.83 0.64 -2.75 

Q ≥ 20  m3/s  286.45 16.92 0.65 0.19 -17.86 

L=3 

72 h 

Q < 20  m3/s  11.36 3.37 0.77 0.50 -4.61 

Q ≥ 20  m3/s  468.61 21.65 0.42 -0.33 -24.40 

L=4 

96 h 

Q < 20  m3/s  13.38 3.66 0.73 0.42 -6.41 

Q ≥ 20  m3/s  468.61 21.65 0.42 -0.33 -24.40 

 

 

 
 

Figura 35. Funciones de distribución de probabilidad para los errores de predicción con 

diferentes pasos en el tiempo en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2004. 

 

La función de densidad de probabilidad obtenida para cada conjunto de errores en 

diferentes pasos del tiempo en la serie de 2004, sigue la tendencia a presentar colas 

pesadas conformadas por datos atípicos presentes.  
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A diferencia de las funciones obtenidas para la serie del año 2003, las distribuciones de la 

figura 35 presentan una mayor varianza ya que la forma de campana tiende a ser más 

amplia, sustentado esto, en los valores obtenidos por los ajustes realizados. En todos los 

4 casos de pronóstico, las distribuciones se ajustaron a una t student escalada, generada 

por datos atípicos discutidos anteriormente. Obtenidos los parámetros de la función de 

probabilidad, se construyó el intervalo de predicción para el 95% de probabilidad, tal y 

como se muestra en la figura 36.  

 

El intervalo de predicción para el 95% de probabilidad se realizó con los datos generados 

para L=1 o con 24 h de anticipacion, mostrando ajustes aceptables con respecto a los 

valores observados de la serie en mención. En congruencia con los resultados obtenidos 

agrupando los caudales pronosticados en los rangos descritos anteriormente, los intervalos 

de predicción para caudales mayores iguales a 20 m3/s tienden a ser subestimados por el 

modelo ARX+DKF. Por esta razón, para el evento registrado entre Oct/01/2004 y 

Oct/04/2004 los valores observados quedan por fuera de las envolventes para el intervalo 

de predicción.  

 

De forma general, en las figuras 37 y 38 se comparan los errores generados al realizar los 

pronósticos a 24 h, 48 h, 72 h y 96 h para las series 2003 y 2004 en la cuenca del río 

Turbio. En cada figura se presentan una tendencia de aumento de rango a medida que se 

avanza en el pronóstico L pasos en el tiempo, con un comportamiento tal que L=1 < L=2 

< L=3 <L=4. 
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Figura 36. Intervalo de predicción al 95% de probabilidad para L=1 o a 24 h en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2004. 
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Figura 37. Comparación de los errores pronosticados para diferentes pasos hacia 

adelante en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 

 

 

Figura 38. Comparación de los errores pronosticados para diferentes pasos hacia 

adelante en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2004. 
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5.1.3. Enfoque ARX+EnKF 

 

 

En este caso, el pronóstico de caudales se realizó mediante el EnKF utilizando la misma 

estructura operativa del modelo ARX definidas anteriormente y siguiendo la metodología 

propuesta por Gillijns et al. (2006) en la conformación del algoritmo del EnKF.  

 

La figura 39, muestra los caudales pronosticados utilizando el ARX+EnKF utilizando 

periodos de 20 días para la calibración del modelo ARX, con una estructura autorregresiva 

de 2 coeficientes para caudal y 1 coeficiente para la lluvia para la serie del año 2003.  

 

La figura 40, muestra el total de miembros del conjunto generados para la serie del año 

2003, con un número total de 100, de los cuales, la línea roja representa el valor medio 

del conjunto de trayectorias pronosticadas. Se puede observar que la tendencia para las 

estimaciones de los caudales máximos en las avenidas de consideración, no se ajustan 

como se esperaba al considerar un número razonable de trayectorias recomendada por 

Gillijns et al. (2006), como suficientes para obtener un valor promedio óptimo.  

 

Cuadro 13. Resumen estadístico para el pronóstico mediante ARX+EnKF en la cuenca 

del río Turbio para la serie del año 2003. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE  

Q Pronosticados EnKF 21.88 61.93 7.87 0.97 0.92 -6.68 

Q Actualizados EnKF 22.32 22.16 4.70 0.99 0.97 -4.83 

Q Observados 23.45 - - - - - 

      *Las estadisticas son con respecto a los caudales observados. 

      *Los Q pronosticados hacen referencia a la media de los miembros generados. 
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En las figuras 42, 43 y 44 se presentan los resultados para el pronósticos de caudales 

utilizando el ARX+EnKF para la serie del año 2004. Las estadísticas se resumen en el 

cuadro mostrado a continuación. 

 

Cuadro 14. Resumen estadisticas para pronostico mediante ARX+EnKF en la cuenca 

del río Turbio para la serie del año 2004. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE % 

Q Pronosticados EnKFs 9.91 19.79 4.45 0.96 0.91 -7.60 

Q Actualizados EnKF 10.47 2.54 1.59 0.99 0.99 -2.34 

Q Observados 10.73 - - - - - 

      *Las estadísticas son con respecto a los caudales observados 

      *Los Q pronosticados hacen referencia a la media de los miembros generados 

 

 

Los resultados obtenidos mediante el ARX+EnKF son muy similares a los obtenidos 

mediante ARX+DKF para las series 2003 y 2004 en la cuenca del río Turbio. Se esperaba 

que el ARX+EnKF brindara mejores resultados en términos de RMSE considerando que 

las trayectorias generadas fueron las recomendadas en la literatura como óptimas para 

obtener una media representativa de los estados. En términos de Nash-Sutcliffe las dos 

metodologías presentan eficiencias similares en el orden de 0.92 ± 2. 
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Figura 39. Pronóstico de caudales mediante ARX+EnKF en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 
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Figura 40. Conjunto de miembros generados para el pronóstico de caudales mediante 

ARX+EnKF en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2003. 

 

 

Figura 41. Diagramas de dispersión para la media del conjunto de caudales 

pronosticados (a) y actualizados (b) mediante ARX+EnKF en la cuenca del río Turbio 

para la serie del año 2003. 
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Figura 42. Pronóstico de caudales mediante ARX+EnKF en la cuenca del río Turbio para la serie del año 2004. 
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Figura 43. Conjunto de miembros generados para el pronóstico de caudales mediante 

ARX+EnKF en el río Turbio para la serie año 2004. 

 

 

Figura 44. Diagramas de dispersión para la media del conjunto de caudales 

pronosticados (a) y actualizados (b) mediante ARX+EnKF en la cuenca del río Turbio 

para la serie del año 2004. 
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5.2. Cuenca 2: Río Cazones 

 

 

5.2.1. Filtro de Kalman Discreto DKF 

 

 

Con el objeto de contar con un registro más amplio para realizar los pronósticos de 

caudales utilizando las mismas metodologías que se emplearon para la cuenca del río 

Turbio, se escogió la cuenca del río Cazones por contar con registros de datos más amplios 

para llevar a cabo la propuesta, además de ser una cuenca con mayores registros 

pluviométricos, que los reportados en la cuenca del río Turbio. Las series de caudal y 

precipitación que fueron estudiadas en esta cuenca corresponden a 2005 y 2008-2011 

obtenidas de las bases de datos BANDAS y CLICOM (CONAGUA, 2014b; SMN, 2010). 

 

 En la figura 45, se presenta los pronósticos realizados bajo el DKF para la serie de datos 

( precipitación y caudal) correspondiente a la serie de datos que abarca los años 2008-

2011. El pronóstico se realizó conformando la matriz H con valores de 1 día previo de 

precipitación y 1 día previo de caudal, estableciendo el valor de α=0.35, matriz de 

covarianza inicial de P0 = 1000*I y matriz de covarianza del proceso [Q]nxn de valor nulo. 

 

De acuerdo a los resultados obtenidos en el cuadro 15, muestran que existe un un ajuste 

satisfactorio en terminos de Nash-Sutcliffe para los caudales pronosticados con valor de 

0.69 y la tendencia a mantenerse el valor de la media para cada una de las series 

pronosticadas, actualizadas y observadas. No existe una tendencia a la subestimación o 

sobreestimación en los pronosticos según los resultados arrojados por el PBE para el 

pronóstico de esta serie. 
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En la figura 46, se presentan los errores a lo largo del pronóstico, los cuales tienden a ser 

mayores para los caudales de las grandes avenidas en cada periodo de lluvias, según el 

registro 2008-2011. 

 

Cuadro 15. Resumen estadístico para el pronóstico de caudales en la cuenca río 

Cazones para la serie 2008-2011. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

Caudales Pronosticados 59.87 2889.35 53.75 0.84 0.69 0.15 

Caudales Actualizados 60.0 2722.68 52.18 0.85 0.70 0.49 

Caudales Observados 59.79 - - - - - 

      *Las estadísticas son con respecto a los caudales observados 

 

 

Según Pereyra y Pérez (2005), el año 2005 fue uno de los años más azotados para el estado 

de Veracruz de manera severa por algunos fenómenos meteorológicos como ondas 

tropicales, tormentas tropicales y huracanes que provocaron desbordamientos en los 

principales ríos de la región e inundaciones en las poblaciones aledañas a los mismos. Con 

estos antecedentes, se implementó un modelo de pronósticos para la serie del año 2005 y 

de esta manera, observar el comportamiento predictivo en las fechas en que ocurrieron los 

eventos antes mencionados, utilizando los diferentes enfoques (DKF, ARX+DKF, 

ARX+EnKF). Los resultados obtenidos para el DKF se muestran en las figuras 45, 46 y 

47 y en el cuadro 16. 

 

Cuadro 16. Resumen estadístico para el pronóstico de caudales en la cuenca del río 

Cazones para la serie 2005. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

Caudales Pronosticados 47.2 619.42 24.89 0.92 0.84 -4.18 

Caudales Actualizados 47.2 561.13 23.69 0.92 0.85 -4.22 

Caudales Observados 49.3 - - - - - 

      *Las estadísticas son con respecto a los caudales observados. 
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Figura 45. Pronóstico de caudales mediante DKF en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 
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Figura 46. Caudales pronosticados y actualizados (a, b) y sus errores (c, d) obtenidos 

mediante el DKF en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 

 

 

 

Figura 47. Diagramas de dispersión para caudales pronosticados (a) y actualizados (b) 

en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 
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Figura 48. Pronóstico de caudales utilizando el DKF en la cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 
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Figura 49. Caudales pronosticados y actualizados (a, b) y sus errores (c, d) obtenidos en 

la cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 

 

 

 

Figura 50. Diagramas de dispersión para caudales pronosticados (a) y actualizados (b) 

en la cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 
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5.2.2. Enfoque ARX+DKF 

 

 

Para la serie 2008-2011 se ejecutó el algoritmo ARX+DKF, el cual se conformó con un 

periodo de 360 días, con una estructura autorregresiva de orden 2 para la precipitación y 

1 para caudal. El periodo escogido aumentó con respecto al promedio de las series 

anteriores, debido a una longitud de registro obtenida de 1461 días, siendo este periodo el 

que mejor resultados en términos estadísticos arrojó. Los resultados se resumen en el 

cuadro 17. 

Cuadro 17. Resumen estadístico para diferentes pasos en el tiempo mediante 

ARX+DKF en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

Caudales Pronosticados L=1 56.91 1984.91 44.55 0.90 0.81 -3.50 

Caudales Pronosticados L=2 55.64 2680.36 51.77 0.86 0.74 -5.49 

Caudales Pronosticados L=3 54.80 2841.68 53.31 0.85 0.72 -6.35 

Caudales Pronosticados L=4 54.37 3036.20 55.10 0.84 0.70 -7.05 

Caudales Observados 58.97 - - - - - 
*Las estadísticas son con respecto a los caudales observados. 
 

 

De acuerdo a los resultados del cuadro 17, los ajustes del pronóstico para un paso adelante 

en términos de Nash-Sutcliffe son buenos, registrando un valor de 0.81 para toda la serie 

pronosticada. El RMSE y el coeficiente de correlación para los pronósticos disminuyen a 

medida que se avanza L pasos en el tiempo, además de preservarse el valor de la media 

en cada serie pronosticada con respecto a la observada. En términos generales, los 

pronósticos en todos los pasos del tiempo tienden a ser subestimados por el modelo 

implementado. La tendencia de presentar grandes diferencias entre los caudales 

pronosticados y observados para las máximas avenidas se sigue presentando tal como se 

puede observar en la figuras 51 y 52.  
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Figura 51. Pronóstico de caudales mediante ARX+DKF en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 
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Los errores generados a través del tiempo para cada predicción, son mostrados en la figura 

52, confirmando que éstos tienden a ser mayores a medida que el pronóstico se realiza L 

pasos adelante |t Ltx  , condicionados por un valor previo con el que se ha realizado el 

pronóstico, antes de ser actualizados por el filtro de Kalman para el nuevo ciclo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 52. Errores generados para diferentes pasos en el tiempo en la cuenca del río 

Cazones para la serie 2008-2011. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 53. Diagramas de dispersión comparativos para pronósticos a diferentes pasos en 

el tiempo en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 
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En la figura 54 se presentan los errores generados en el modelo de pronóstico para la 

cuenca de río Cazones utilizando la serie 2008-2011 con la característica que los errores 

siguen la tendencia de ajuste a distribuciones de tipo t student escalada debido a los valores 

atípicos que inciden en colas pesadas en los extremos de la distribución. 

 

Figura 54. Funciones de distribución de probabilidad para los errores de predicción con 

diferentes pasos en el tiempo en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 

 

 

En particular, la varianza para los errores en el pronóstico con L=1 es menor que para los 

errores cuando se tiene L=4. A continuación, se presenta un box plot sustentando los 

resultados descritos anteriormente. 
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Figura 55. Diagrama de cajas para la distribución de los errores para diferentes pasos en 

el tiempo en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 

 

Se analizaron los resultados obtenidos en la figura 53, agrupando la información en dos 

clases según la tendencia de los caudales pronosticados contra los observados para L=1 

gráficas (a, b), L=2 gráficas (c, d), L=3 gráficas (e, f), L=4 gráficas (g, h). En el cuadro 

18, se resumen las estadísticas para cada paso en el tiempo teniendo en cuenta las clases 

Q < 300 m3/s y Q ≥ 300 m3/s. 

 

Cuadro 18. Resumen estadístico para los caudales agrupados en la cuenca del río 

Cazones para la serie 2008-2011. 
 

Pronósticos Rango MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

L=1 

24 h 

Q < 300  m3/s  787.76 28.07 0.88 0.75 0.83 

Q ≥ 300  m3/s  45371.39 213.01 0.37 -0.26 -16.98 

L=2 

48 h 

Q < 300  m3/s  1228.45 35.05 0.83 0.6 2.2 

Q ≥ 300  m3/s  55299.31 235.16 0.44 -0.54 -29.39 

L=3 

72 h 

Q < 300  m3/s  1365.32 36.95 0.80 0.56 1.88 

Q ≥ 300  m3/s  58310.61 241.48 0.53 -0.57 -32.84 

L=4 

96 h 

Q < 300  m3/s  1443.57 37.99 0.78 0.53 1.16 

Q ≥ 300  m3/s  62873.74 250.75 0.46 -0.69 -33.47 
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De los resultados obtenidos para los datos agrupados por clases, se puede concluir que el 

modelo de pronóstico para caudales mediante el ARX+DKF en la cuenca del río Cazones, 

se ajusta satisfactoriamente para caudales que se encuentran por debajo de los 300 m3/s 

con una tendencia a sobreestimar los caudales pronosticados cuando se realiza para L=4 

o 96 h de anticipación. 

 

De la misma manera, para aquellos pronósticos de caudales que son iguales o mayores a 

los 300 m3/s la tendencia es a la subestimación, presentando grados mínimos de ajuste con 

respecto a los valores observados reflejados a través del coeficiente de Nash-Sutcliffe, 

pues a medida que se avanza L pasos con el pronóstico la eficiencia tiende cada vez a 

valores negativos más grandes, indicando que la media de los valores observados puede 

ser usada como el mejor predictor que los valores predichos por el modelo implementado. 

 

A diferencia de la cuenca del río Turbio, la cuenca del río Cazones está expuesta a la 

ocurrencia de fenómenos meteorológicos ocasionados por ondas tropicales, incluso 

huracanes, incrementando la probabilidad de que se presenten avenidas de mayor 

consideración lo cual incide en el modelo de pronóstico implementado, debido a que los 

datos de entrada son valores extremos que al ser modelados a través de un proceso 

autorregresivo, no se ajustan a las condiciones reales que normalmente se presentan dada 

la serie de tiempo, perdiendo confiabilidad y obteniendo valores subestimados que incluso 

pueden no pertenecer a un intervalo de predicción a un nivel probabilidad dada. 
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Figura 56. Diagramas de dispersión por clases para los pronósticos en diferentes pasos 

en el tiempo en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 
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Con los errores ajustados a una función de distribución t student escalada para L=1 y 

conocimiento sus parámetros ( , ,    ), se calculó el intervalo de predicción para la serie 

2008-2011 con una probabilidad del 95% como se muestra en la figura 58. 

 

En términos generales, el modelo de pronóstico para la cuenca del río Cazones es 

aceptable, haciendo énfasis en que dada la serie 2008-2011 el modelo tiende a presentar 

mejores ajustes para los caudales menores a los 300 m3/s, un límite superior a la media de 

los valores registrados en dicha serie con 58.9 m3/s, siendo el valor máximo 1249.6 m3/s 

provocado por el avance de las lluvias de la tormenta tropical Arlene en el año 2011. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 57. Avance de la tormenta tropical Arlene el 30/Junio/2011 sobre la costa del 

Golfo de México. Fuente: NASA/SSAI, Hal Pierce (2014). 
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Figura 58. Intervalo de predicción al 95% de probabilidad para L=1 o 24 h en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 
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Con el propósito de evaluar los pronósticos para la serie del año 2005, en el cuadro 19 se 

resumen las estadísticas obtenidas luego de la implementación del modelo ARX+DKF 

con un periodo de 26 días para calibración y un orden autorregresivo de 2 para 

precipitación y 1 para caudal (Ver figuras 59 y 60). 

 

Cuadro 19. Resumen estadístico para diferentes pronósticos mediante ARX+DKF en la 

cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

Caudales Pronosticados L=1 51.25 640.21 25.30 0.92 0.84 -8.65 

Caudales Pronosticados L=2 48.04 1018.09 31.91 0.88 0.75 -14.45 

Caudales Pronosticados L=3 46.10 1202.45 34.68 0.86 0.71 -17.98 

Caudales Pronosticados L=4 44.78 1286.02 35.86 0.85 0.69 -20.15 

Caudales Observados 56.10 - - - - - 
*Las estadísticas son con respecto a los caudales observados. 
 

 

Los mejores resultados para el pronóstico de caudales en la serie 2005 son para L=1 o con 

24 h de anticipación, tendencia que se ha mantenido en todos las series utilizadas tanto 

para la cuenca del río Turbio, como para la cuenca del río Cazones. 

 

Según Kim (2004), quien realizó la implementación del filtro de Kalman con el modelo 

CDRMV3 para el pronóstico de caudales, encontró que los mejores resultados pertenecían 

a los pronósticos realizados a 1 hora que los obtenidos a 12 horas después, evaluados en 

términos de RMSE. Por otra parte, Hirpa et al. (2013) encontró que en términos del índice 

de eficiencia de Nash-Sutcliffe, los mejores resultados fueron para los pronósticos de 

caudales realizados a 1 día que para aquellos que fueron realizados a 15 días, en el río 

Ganges y Brahmaputra de Asia meridional.  
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Figura 59. Pronóstico de caudales mediante ARX+DKF en la cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 
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Figura 60. Diagramas de dispersión comparativos para pronósticos a diferentes pasos 

hacia adelante en la cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 

 

Los caudales pronosticados en la serie del año 2005, fueron agrupados en dos clases, la 

primera para los Q < 100 m3/s y la segunda para los Q ≥ 100 m3/s. 

 

Cuadro 20. Resumen estadístico para los pronósticos agrupados por clases en la cuenca 

del río Cazones para la serie 2008-2011. 

Pronósticos Rango MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

L=1 

24 h 

Q < 100  m3/s 231.65 15.22 0.78 0.47 -1.81 

Q ≥ 100  m3/s 3064.31 55.36 0.78 0.33 -15.73 

L=2 

48 h 

Q < 100  m3/s 262.71 16.21 0.71 0.39 -6.2 

Q ≥ 100  m3/s 5500.05 74.16 0.62 -0.20 -23 

L=3 

72 h 

Q < 100  m3/s 281.87 16.79 0.68 0.35 -8.19 

Q ≥ 100  m3/s 6664.56 81.64 0.60 -0.45 -28.15 

L=4 

96 h 

Q < 100  m3/s 280.55 16.75 0.66 0.35 -10.20 

Q ≥ 100  m3/s 7251.76 85.16 0.64 -0.58 -30.44 
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Figura 61. Diagramas de dispersión por clases para los pronósticos con diferentes pasos 

en el tiempo para la cuenca del río Cazones utilizando la serie del año 2005. 
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El orden de los diagramas de dispersión en la figura 61 es para L=1 gráficas (a, b), para 

L=2 gráficas (c, d), para L=3 gráficas (e, f) y para L=4 gráficas (g, h). 

 

El ajuste de los errores a una distribución de probabilidad para la serie 2005 se presentan 

a continuación, con la tendencia a aumentar la varianza para la distribución de los errores 

con L=4. Todas las distribuciones presentadas en la figura 62 corresponden a una t student 

escalada. 

 

Figura 62. Funciones de distribución de probabilidad para los errores de predicción con 

diferentes pasos en el tiempo en la cuenca del río Cazones para la serie 2005. 

 

 

En la figura 63, se presentan los pronósticos de caudales para la serie del año 2005. Se 

pueden observar dos eventos importantes registrados entre el 15 al 25 de Agosto de 2005, 

conocido como la tormenta tropical José y del 1 al 7 de octubre  conocido como el huracán 

Stan. En general, los pronósticos son aceptables aunque el intervalo de predicción presenta 

un menor grado de incertidumbre para el evento registrado por el huracán Stan. 
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Figura 63. Intervalo de predicción al 95% de probabilidad para L=1 o 24 h en la cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 
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Stan fue un huracán de categoría 1 que tocó tierra en la costa sur del Golfo de México y 

llevaba consigo vientos fuertes y lluvias habituales asociados a los huracanes de baja 

intensidad. A su paso por Centroamérica y sobre la Península de Yucatán causó muertes 

y destrucción, así como deslizamientos de tierra provocados por las lluvias durante varios 

días en Ciudad de México, a más de 400 kilómetros de distancia del Golfo de México, 

como consecuencia de la banda exterior de lluvia del huracan (NASA/GSFC, 2014). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 64. Avance del Huracán Stan sobre la costa del Golfo de México. Fuente: 

NASA/SSAI, Hal Pierce (2014). 

 

5.2.3. Enfoque ARX+EnKF 

 

 

La figura 65, muestra el pronóstico realizado para la serie 2008-2011 utilizando el 

ARX+EnKF. Para este caso, el algoritmo se conformó con un periodo de 360 días, con 

orden 2 para los coeficientes de caudal y 2 para de lluvia en el modelo ARX. Se generó 

aleatoriamente un conjunto de 100 miembros o trayectorias posibles de los estados como 

requerimiento inicial para la operación del EnKF. Los resultados se resumen en el cuadro 

21. 
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Cuadro 21. Resumen estadístico para el pronóstico mediante ARX+EnKF en la cuenca 

del río Cazones para la serie 2008-2011. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE % 

Q Pronosticados EnKFs 57.77 1949.51 44.15 0.90 0.81 -2.04 

Q Actualizados EnKF 59.11 44.82 6.69 0.99 0.99 0.23 

Q Observados 58.97 - - - - - 

      *Las estadísticas son con respecto a los caudales observados 

      *Los Q pronosticados hacen referencia a la media de los miembros generados 

 

 

La media del conjunto de miembros generados tiende a ajustarse a los caudales observados 

con valores de Nash-Sutcliffe de 0.81 tal como se observa en la figura 65, con algunos 

cambios abruptos en los caudales máximos provocados por los impulsos de lluvia 

asimilados y que en la convolución hace que el valor pronosticado tienda a estar por 

encima del real en algunas casos o por debajo del mismo, situación común que se ha 

presentado en todas las series evaluadas. 

 

En la figuras 68, 69 y 70 se presentan los resultados de los pronósticos para la serie 2005 

utilizando el ARX+EnKF con un periodo de 26 días y orden 2 para el modelo 

autorregresivo. Los resultados muestran un buen ajuste para la media de los estados con 

la tendencia a subestimar los pronósticos. En el cuadro 22 se presenta el resumen de las 

estadísticas. 

 

Cuadro 22. Resumen estadístico para el pronóstico mediante ARX+EnKF en la cuenca 

del río Cazones para la serie del año 2005. 

 

Estadísticas Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE % 

Q Pronosticados EnKFs 52.1 649.12 25.48 0.92 0.84 -7.15 

Q Actualizados EnKF 55.4 59.90 7.73 0.99 0.98 -1.23 

Q Observados 56.1 - - - - - 

      *Las estadísticas son con respecto a los caudales observados. 

      *Los Q pronosticados hacen referencia a la media de los miembros generados. 
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Figura 65. Pronóstico de caudales mediante el ARX+EnKF en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 
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Figura 66. Conjunto de miembros generados para el pronóstico caudales mediante 

ARX+EnKF en la cuenca del río Cazones para la serie 2008-2011. 

 

 

Figura 67. Diagrama de dispersión para la media del conjunto de caudales 

pronosticados (a) y actualizados (b) mediante el ARX+EnKF en la cuenca del río 

Cazones para la serie 2008-2011. 
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Figura 68. Pronóstico de caudales mediante el ARX+EnKF en la cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 
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Figura 69. Conjunto de miembros generados en el pronóstico caudales mediante 

ARX+EnKF en la cuenca del río Cazones para la serie del año 2005. 

 

 

Figura 70. Diagrama de dispersión para la media del conjunto de caudales 

pronosticados (a) y actualizados (b) mediante el ARX+EnKF en la cuenca del río 

Cazones para la serie del año 2005. 
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Los pronósticos realizados utilizando el ARX+EnKF para la serie del año 2005 presentan 

un ajuste muy similar a los obtenidos mediante el ARX+DKF para la misma serie. Es de 

aclarar que los caudales actualizados presentan un mejor ajuste ya que las mediciones son 

asimiladas por el sistema. Se realizaron algunas pruebas para comprobar que el aumento 

en el número de miembros disminuiría el RMSE de la media de los caudales 

pronosticados. Los resultados no fueron satisfactorios, ya que los incrementos en el 

número de miembros no reflejó una disminucion considerable en los valores de RMSE 

para la media del conjunto de estados pronosticados. 

 

Según las condiciones climatológicas presentes en cada una de las cuencas estudiadas, los 

modelos de pronóstico que fueron implementados se consideran satisfactorios para su 

implementación en una primera etapa de un sistema de pronóstico en tiempo real, como 

una herramienta que contribuya a la gestión del riesgo para prevenir inundaciones. Se 

pudo evidenciar que para cuencas como la del río Cazones que se encuentran expuestas a 

fenómenos meteorológicos extremos, los modelos implementados presentaron ajustes 

inferiores en términos de eficiencia predictiva con respecto a los presentados en la cuenca 

del río Turbio. La WMO (2011) ha sugerido que en zonas húmedas existen dificultades 

para la implementación de modelos lluvia-escurrimiento por la variabilidad de la 

precipitación y la rápida respuesta de los ríos.  

 

En términos generales, tanto para la cuenca del río Turbio como para la cuenca del río 

Cazones, la metodología del ARX+EnKF presenta resultados muy similares a los 

obtenidos mediante el ARX+DKF.  
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Como se mencionó en la revisión de literatura, el EnKF brinda los mejores resultados para 

modelos con una fuerte relación de no linealidad, debido a que fue propuesto como 

variante del Extended Kalman Filter (EKF), aunque su implementación con el modelo 

autorregresivo a pesar de la linealidad del mismo, fue propuesto como una variante 

académica para su evaluación.  

 

Algunos autores como Pedregal et al. (2009) abordaron el problema del pronóstico de 

caudales y niveles del agua para el río Ebro en España, utilizando modelos de tránsito de 

avenidas de tipo no lineal en conjunto con filtro de Kalman, que generalmente son tratados 

como un problema de tipo lineal. Los resultados mostraron la evidente mejoría cuando el 

modelo no lineal fue utilizado con respecto a la versión lineal. 

 

Por otra parte, es importante mencionar que existen otras técnicas para el pronóstico de 

caudales a traves de modelos lineales o no lineales que pueden ser implementadas en 

cuencas hidrográficas mexicanas. Recientemente las investigaciones en modelación 

hidrológica de sistemas no lineales han reportado muy buenos resultados en los que se han 

implementado el uso de modelos NARX (Chang et al. 2014; Ruslan et al. 2014), 

NARMAX (Tabrizi et al. 1998; Bartolini et al. 2008; Amisigo et al. 2008), modelos neuro 

difusos tipo ANFIS (Khadangi et al. 2009; Sanikhani et al. 2012; Shiri et al. 2012; 

Rezaeianzadeh et al. 2013), redes neuronales artificiales ANN (Zealand et al. 1999; Salas 

et al. 2000; Moradkhani et al. 2004; Wang et al. 2006; Toth et al. 2007; Kisi, 2010) y 

programación genética (Charhat et al. 2009; Ni et al. 2010).  
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Finalmente, en los cuadros 23, 24 y 25 se resumen todos los pronósticos realizados en 

cada cuenca para las diferentes series de caudales. En general, todas las metodologías 

implementadas con pronósticos de caudales para L=1 o 24 h de anticipación, presentan 

los mejores resultados en cada una de las cuencas evaluadas. 
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Cuadro 23. Resumen estadístico para el pronóstico de caudales a través del DKF en las dos cuencas evaluadas para diferentes 

periodos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

*dpP = días de precipitación previa. 

*dpQ = días de caudal previo. 

* α = Constante de proporcionalidad para la matriz de ruido en la medición R, según Valdés et al., (1980) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cuenca Periodo Parámetros Series 
Estadísticos  

Media MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE  

Río Turbio 

2003 

dpP = 2 Q Observado 21.2 - - - - - 

dpQ = 1 Q Pronosticado 21.6 23.37 4.83 0.97 0.98 1.75 

α = 0.3 Q Actualizado 21.5 18.09 4.25 0.98 0.99 1.31 

2004 

dpP = 2 Q Observado 9.7 - - - - - 

dpQ = 1 Q Pronosticado 9.5 11.89 3.45 0.97 0.94 -2.59 

α = 0.3 Q Actualizado 9.5 10.64 3.26 0.97 0.95 -2.47 

Río Cazones 

2005 

dpP = 1 Q Observado 49.3 - - - - - 

dpQ = 1 Q Pronosticado 47.2 619.42 24.89 0.92 0.84 -4.18 

α = 0.25 Q Actualizado 47.2 561.13 23.69 0.92 0.85 -4.22 

2008-2011 

dpP = 1 Q Observado 59.8 - - - - - 

dpQ = 1 Q Pronosticado 59.9 2889.35 53.75 0.84 0.69 0.15 

α = 0.35 Q Actualizado 60.0 2722.68 52.18 0.85 0.70 0.49 
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Cuadro 24. Resumen estadístico para el pronóstico de caudales a través del ARX+DKF en las dos cuencas evaluadas en diferentes 

periodos. 

 

Cuenca Período 
Parámetros 

ARX 
Series 

Estadísticos  

Media  MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE  

Río 

Turbio 

2003 

 Q Observado 20.1      

na= 2 Q Pronosticado 24 h 22.6 41.37 6.43 0.97 0.95 -3.82 

nb= 1 Q Pronosticado 48 h 22.0 103.63 10.18 0.93 0.87 -6.14 

P= 20 Q Pronosticado 72 h 21.6 188.29 13.72 0.87 0.76 -7.87 

 Q Pronosticado 96 h 21.2 291.01 17.06 0.8 0.63 -9.35 

2004 

 Q Observado 8.2      

na= 2 Q Pronosticado 24 h 10.1 16.32 4.04 0.96 0.93 -5.64 

nb= 1 Q Pronosticado 48 h 9.6 39.13 6.26 0.91 0.82 -10.02 

P= 36 Q Pronosticado 72 h 9.2 62.16 7.88 0.86 0.72 -14.14 

 Q Pronosticado 96 h 8.8 83.13 9.12 0.8 0.62 -17.84 

Río 

Cazones 

2005 

 Q Observado 56.1      

na= 1 Q Pronosticado 24 h 51.3 640.21 25.3 0.92 0.84 -8.65 

nb= 2 Q Pronosticado 48 h 48.0 1018.09 31.91 0.88 0.75 -14.45 

P= 26 Q Pronosticado 72 h 46.1 1202.45 34.68 0.86 0.71 -17.98 

 Q Pronosticado 96 h 44.8 1286.02 35.86 0.85 0.69 -20.15 

2008-2011 

 Q Observado 59.0      

na= 1 Q Pronosticado 24 h 56.9 1984.91 44.55 0.90 0.81 -3.5 

nb= 2 Q Pronosticado 48 h 55.6 2680.36 51.77 0.86 0.74 -5.49 

P= 360 Q Pronosticado 72 h 54.8 2841.68 53.31 0.85 0.72 -6.35 

 Q Pronosticado 96 h 54.4 3036.2 55.1 0.84 0.70 -7.05 

*na = orden autorregresivo del modelo para caudal. 

*nb = número de días previos precipitación. 

*P = periodo de calibración del modelo ARX en días. 
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Cuadro 25. Resumen estadístico para el pronóstico de caudales según ARX+EnKF en diferentes períodos en las dos cuencas 

evaluadas. 

Cuenca Período Parámetros Series 
Estadísticos  

Media  MSE RMSE R2 Nash-Sutcliffe PBE 

Río Turbio 

2003 

na= 2 Q Observado 21.9 - - - - - 

nb= 1 Q Pron EnKF 22.3 61.93 7.87 0.97 0.92 -6.68 

P= 20 Q Act EnKF 23.5 22.16 4.70 0.99 0.97 -4.83 

2004 

na= 2 Q Observado 10.7 - - - - - 

nb= 1 Q Pron EnKF 9.9 19.79 4.45 0.96 0.91 -7.6 

P= 36 Q Act EnKF 10.5 2.54 1.59 0.99 0.99 -2.34 

Río Cazones 

2005 

na= 2 Q Observado 56.1 - - - - - 

nb= 2 Q Pron EnKF 52.1 649.12 25.48 0.92 0.84 -7.15 

P= 26 Q Act EnKF 55.4 59.9 7.73 0.99 0.98 -1.23 

2008-2011 

na= 2 Q Observado 59.0 - - - - - 

nb= 2 Q Pron EnKF 57.8 1949.51 44.15 0.90 0.81 -2.04 

P= 360 Q Act EnKF 59.1 44.82 6.69 0.99 0.99 0.23 

*na = orden autorregresivo del modelo para caudal. 

*nb = número de días previos precipitación. 

*P = periodo de calibración del modelo ARX en días. 
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6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

 

 

De acuerdo a los resultados obtenidos para las dos cuencas evaluadas siguiendo la 

metodología de ARX+DKF, los pronósticos realizados un paso hacia adelante L=1 o 24 h 

de anticipación, presentan un mejor ajuste en términos de Nash-Sutcliffe y RMSE que los 

pronósticos realizados 4 pasos hacia adelante, es decir con 48 h, 72 h y 96 h de 

anticipación, pues a medida que se avanza L pasos en el tiempo, éstos tienden a presentar 

un menor grado de ajuste con los datos observados. 

 

Las series pronosticadas para el año 2003 y 2004 siguiendo la metodología del DKF en la 

cuenca del río Turbio, presentaron muy buenos ajustes con respecto a los datos 

observados. De esta manera, se puede concluir que el modelo de pronósticos a corto plazo 

implementado en esta cuenca, se ajusta a las condiciones de régimen hidrológico 

presentando un nivel bajo de incertidumbre. 

 

Los periodos previos de calibración para la metodología del ARX+DKF son 

fundamentales para mejorar los pronósticos a lo largo del tiempo, pues la función de 

respuesta en la cuenca puede ser variante según los periodos del ciclo hidrológico o a la 

presencia de eventos meteorológicos extremos.  

 

La aplicación del ARX+EnKF presentó resultados muy similares con respecto a los 

obtenidos a través de ARX+KFD para cada una de las cuencas teniendo en cuenta los 

pronósticos realizados con L=1 o 24 h de anticipacion.  
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Los indices de eficiencia de Nash-Sutcliffe para la serie caudales pronosticados a través 

del ARX+EnKF no difieren en más del 5% con respecto a los mismos estadísticos 

reportados para la serie pronosticada a través de ARX+DKF correspondiente a los años 

2003 y 2004 en la cuenca del río Turbio. 

 

Para el caso de la cuenca del río Cazones, los indice de Nash-Sutcliffe obtenidos a través 

de ARX+EnKF en las series del año 2005 y 2008-2011 son muy similares a los obtenidos 

mediante ARX+KFD con L=1 o 24 h de anticipacion, implementado en la misma cuenca. 

Se esperaban los mejores resultados para los pronósticos realizados a través ARX+EnKF, 

aunque éstos no se presentaran debido a la linealidad que describen los procesos 

autorregresivos, recordando que el EnKF fue desarrollado para modelos con fuertes 

relaciones de no linealidad, aunque no se descarta su finalidad como modelo de pronostico 

como una propuesta del ejercicio académico. 

 

Existe una relación entre el orden autorregresivo de los coeficientes que mejor describe la 

predicción de caudales según el modelo ARX y las descargas registradas en la estación de 

aforo en la cuenca del río Turbio, pues en este caso, el modelo considera un mayor orden 

autorregresivo para caudales que para precipitación (ver cuadro 20). Este comportamiento 

puede guardar una estrecha relación con el sistema real, debido a que existe gran cantidad 

de reservorios que se comportan como amortiguadores de las grandes avenidas, que desde 

el punto de vista del tránsito hidrológico regulan los escurrimientos, modificando los 

hidrogramas a la salida de la cuenca. 
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Los modelos autorregresivos son herramientas de pronóstico que en la hidrología son 

fundamentales para la representación de un sistema y que pueden considerados de tipo 

exploratorio para futuros análisis con niveles de detalle más profundos. 

 

Los pronóstico de caudales implementados en las 3 metodologías, partieron del supuesto 

de que el sistema se representa como un modelo de caja negra que relaciona a la 

precipitación media de la cuenca en diferentes instantes del tiempo como entrada principal 

y el caudal medio registrado en la estación de aforo como la respuesta obtenida. Esta 

función de respuesta presenta un componente estocástico lineal, invariante en el tiempo 

para el caso de la metodología del DKF y variante para las metodologías del ARX+DKF 

y ARX+EnKF respectivamente. 

 

La implementación de técnicas robustas para el pronóstico de caudales en cuencas con 

instrumentación muy pobre o deficiente, puede ser una tarea compleja si la información 

adquirida es de mala calidad o no existen registros de larga duración. 

 

Se propone avanzar en la implementación de técnicas de asimilación de datos a través de 

las versiones del filtro de Kalman utilizando modelos hidrológicos de base física 

agrupados o distribuidos, como tambien el uso de modelos no lineales tipo NARX, redes 

neuro difusas tipo ANFIS, redes neuronales ANN y programacion genetica GP, con el 

objetivo de evaluar su operatividad en cuencas mexicanas.  

 

Se recomienda considerar la humedad antecedente como variable exógena en el modelo 

de pronóstico que se desee implementar, ya que puede proporcionar mejores resultados. 
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