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RESUMEN 

El objetivo del presente trabajo es establecer un 

concentrado de informacion sobre el modelaje matematico, asi como 

de los supuestos y propiedades de los principales modelos de 

crecimiento usados en la actividad forestal; y con esta ultima 

informacion realizar el analisis de las componentes de 

crecimiento y de las formas de las curvas. 

Se destaca la informacion referente a la importancia de los 

modelos de crecimiento; el proceso biologico del mismo 

ejemplificandose con algunos ejercicios de organismos hipoteticos 

los que refuerzan la hipotesis de Von Bertalanffy, de que el 

crecimiento es igual al resultado de los procesos anabolicos 

menos el resultado de los procesos catabolicos; se registran las 

principales caracteristicas de las. curvas de crecimiento e 

incremento de las principales variables dasometricas de algunas 

especies forestales; se sefialan los tipos y las clasificaciones 

de los modelos matematicos; se describe el proceso de conversion 

de modelos de incremento a modelos de crecimiento y viceversa; y 

se anotan los antecedentes mas relevantes y la tendencia de 

aplicacion de los modelos matematicos en la actividad forestal. 

Tambien, se revisan los supuestos y las propiedades de los 

mode los de Von Bertalanffy, Chapman-Richards, monomolecular, 

logistico, Gompertz, Schumacher, Levakovic I, Korf, Sloboda y las 

funciones alometrica y Weibull. 
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SUMMARY 

It was done bibliographical research about the mathemathical 

modeling and its clasifications, particularly, about growth 

models. It was studied the biological growing process and the 

characteristics of both the growth anc increment curves. 

Furthermore, it was registered the supositions and the 

propierties of the following models: Von Bertalanffy, Chapman­

Richards, Monomolecular, Logistico, Gompertz, Schumacher, 

Levakovic I, Korf, Sloboda and Weibull. Finally, it was obtained . 

the current and average increment curves and the culmination 

points for those curves . 
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1. INTRODUCCION 

La posibilidad de realizar el manejo forestal como un 

proceso administrative se soporta en la existencia de una funci6n 

de producci6n por medio de la cual se obtienen pron6sticos de 

rendimiento, crecimiento y cambio de estructura de un rodal 

cuando es sometido a ciertas practicas de cultivo. Bajo los 

supuestos del manej o forestal tradicional que presupone una 

abundancia de factores para la producci6n y a los elementos· 

financieros, los consideran como criterios auxiliares de 

decision, o bien se les ignora, es natural que las funciones de 

producci6n esten disefiadas para predecir crecimiento y 

rendimiento en volumen casi de manera exclusiva (Mendoza, 1993) 

La aplicaci6n de ecuaciones y modelos matematicos en la 

investigaci6n del crecimiento se ha cuestionado. Algunos autores 

sefialan que un proceso tan complejo como el crecimiento, 

dificilmente puede ser expresado por medio de una funci6n 

matematica. Sin embargo, desde el pun to de vista de manej o 

silvicola los resultados de estos estudios son de extremo valor 

(Amo y Nieto, 1983) . Las ecuaciones matematicas que a veces 

parecen muy complej as, son de mayor accesibilidad al 

entendimiento humano que los fen6menos biol6gicos (Mendoza, 1983) . 

A pesar de la gran variedad de modelos y mas aun con la 

existencia de herramientas estadisticas, matematicas y de c6mputo 

que han permitido que los modelos sean mas precisos, exactos y 

completes, se carece del conocimiento de cuales son las 



relaciones funcionales que gobiernan los patrones · generales del 

crecimiento, comportamiento en la dinamica de la formacion, 

desarrollo y rendimiento de masas forestales. 

El uso de los model o s matematicos ha ocasionado una mayor 

apreciacion de sus cualidades pero tambien ciertos abusos y malos 

entendidos, en lo general, derivados de la facil manipulacion 

computacional y tambien porque la informacion acerca de )os 

detalles internos de los mismos, ha sido mucho menos difundida 

que la informacion e instrucciones de empleo (Mendoza, 1983) 

Para Islas y Mendoza (1992) los modelos que se usan 

actualmente son aquellos que sobrevivieron al analisis critico y 

que mostraron capacidad tanto explicatoria como predictiva, lo 

cual les dio la posibilidad de ser aplicados en la planeacion de 

operaciones de manejo forestal. 

La construccion de estas herramientas debe continuarse en el 

pais, bajo la concepcion actual de un modelo de estimacion del 

incremento y rendimiento de rodales, es decir, como una familia 

de funciones a partir de las cuales con un computador es posible 

compilar en forma rapida y segura la represent .::>":' ion grafico­

tabulares del comportamiento probable de los rodales a traves del 

tiempo, segun ciertas politicas de manejo, presuntas para 

condiciones ecologicas de interes (Zepeda, 1990). 

2 



Este panorama y tendencias del modelado matematico del 

crecimiento y rendimiento de arboles y masas forestales asi como 

la gran variedad de modelos, han ocasionado que se planteen las 

siguientes preguntas: GExisten algunas relaciones entre las 

ecuaciones? y GHan sido aplicados correctamente los modelos a·los 

diversos estudios del crecimiento?. 

Por lo anterior, en el presente trabaj o se plantean los 

siguientes objetivos generales: 

1. Realizar un concentrado de informacion sobre modelado 

matematico con enfasis en el crecimiento de arboles y masas 

forestales. 

2 . Analizar los supuestos de los modelos mas usados en la 

investigaci6n de crecimiento de arboles y masas forestales, 

con los siguientes objetivos especificos: 

2 . 1. Determinar las componentes de crecimiento . 

2 . 2. Determinar las formas generales de crecimiento. 

2.3. Comparar curvas de crecimiento. 

3 



2. REVISION DE LITERATURA. 

2.1 Conceptos generales. 

2.1.1 El concepto de modele. 

Un modelo es una representacion, version simplificada Y, 

parcial, idealizacion, abstraccion o replica de un objeto, 

proceso o sistema real que se desea describir o cuyos patrones de 

conducta se desean analizar, mediante la integracion de' la 

informacion empfrica y de los procesos logicos de ese sistema 

(France y Thornley, 1984; Dym e Ivey, 1980; Mendoza, 1983; 

Shapiro y Gross, 1981; Taha, 1986; Mendez, 1976; Hughell,1991; 

Dykstra, 1984; Edwards y Hamson, 1992). 

Los modelos como abstracciones representativas de un sistema 

pueden adoptar diferentes formas: fconos, graficas o pictoricos, 

reproducciones a escala, verbales y matematicas. Estas ultimas 

son, generalmente, las que motivan interes y tienen utilidad en 

la simulacion del crecimiento (Ramirez, 1994). 

En ocasiones se confunden los modelos y particularmente los 

modelos matematicos, con los ffsicos o con la realidad del 

problema que pretenden simular. Esto es, cuando las matematicas 

hacen conexion con un problema, con frecuencia se olvida que se 

esta tratando con una abstraccion del problema que se tiene 

unicamei1.te una relacion indirecta con el mismo y que solo 
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representan un conjunto de supuestos que simplifican la realidad. 

Para algunos criticos que son incapaces de aceptar el grado de 

simplificaci6n de la realidad, generalmente, afirman que un 

modelo o es muy compl~jo o es sobresimplificado. 

Cuando la expresi6n de la situaci6n real se establece en 

terminos simb6licos, el mundo real llega a ser un modelo 

matematico en el cual las cantidades reales y los procesos son 

reemplazados por simbolos y operaciones matemat.icas (Maki y 

Thompson, 1973 ) . 

Los modelos matematicos por su naturaleza tienen supuestas 

aproximaciones en su construcci6n y por lo tanto tienen rangos de 

validez restringidos. Estos rangos pueden ser amplios si los 

modelos son cuidadosa y razonablemente construidos (Dym e Ivey, 

1980) y no deben aplicarse fuera de estos rangos (Edwards y 

Hamson, 1992) . 

En la 

registrado 

conceptualizaci6n de 

el concepto sistema 

conveniente su definicion. 

lo que 

del 

es un modelo, se ha 

que tambien resul ta 

Un sistema es un agregado o conjunto de elementos reunidos 

en alguna interacci6n o interdependencia regular; es el objeto o 

fen6meno bajo estudio, representa la unidad mas grande a ser 

considerada. Un sistema puede referirse a una corporaci6n, 

proceso quimico, dispositivo mecanico, mecanismo b~ol6gico, una 
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sociedad, una economia, o cualquier otro objeto concebible que 

este baj o estudio. La respuesta de un sistema puede medirse 

cuantitativamente o enumerarse; por ejemplo: la ganancia de ~na 

corporaci6n, el rendimiento de un proceso quimico, la fuerza 

rotatoria de un motor, duraci6n de vida de un organismo y la tasa 

de inflaci6n de una economia, entre otros. 

Con mucha frecuencia di versos autores emplean de manera 

indistinta los conceptos modelo, ecuaci6n y funci6n para 

referirse a lo mismo, lo que obedece quiza a una cuesti6n de 

semantica. Sin embargo, otros como France y Thornley ( 1984) 

distinguen lo siguiente: un modelo matematico repres~nta 

unicamente un conj unto de supuestos del sistema, sean estos 

biol6gicos o no; la ecuaci6n matematica es la traslaci6n exacta 

de ideas del sistema en lenguaje matematico, lo cual requiere de 

fluidez matematica y un solido conocimiento de las ideas· del 

sistema a ser trasladadas; y una funci6n (por ejemplo, de 

crecimiento) es gene r almente usada para denotar una funci6n 

analitica que puede ser escrita en una ecuaci6n simple. Una 

funci6n se compone de dos conjuntos y una regla de asociaci6n, la 

regla asigna a cada elemento del primer conjunto (dominio) u~o y 

solo un elemento del segundo conjunto (ambito); la regla de 

asociaci6n es una ecuaci6n matematica; la ecuaci6n refleja la 

esencia de los datos numericos. Pienaar (1965; citado por Acosta, 

1991) define a un modelo matematico como una expresi6n matematica 

de una relaci6n entre variables, las cuales pueden ser predichas 

(o explicadas) l6gicamente, mientras que un modelo matematico de 
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crecimiento biologico es una expresion adicional de una hipotesis 

logica concerniente a los procesos de crecimiento biologico. 

2.1.2 Importancia de los modelos. 

En la Silvicultura asi como en la Biologia, Sociologia y 

Economia, se han hecho un gran numero de intentos para expresar 

el crecimiento como una formula matematica. Una razon que motiva 

lo anterior es la adecuada planeacion a largo plazo que· la 

Silvicultura requiere con informacion confiable acerca del 

rendimiento y crecimiento de los rodales (Prodan, 1968) 

Algunos autores cuestionan la aplicacion de las ecuaciones 

y modelos matematicos en la investigacion del crecimiento, 

sefialando que el fenomeno del crecimiento dificilmente puede ser 

expresado por medio de una funcion matematica. Sin embargo, 

Mendoza (1983) sefiala que las ecuaciones matematicas que a veces 

parecen muy complejas, son de mayor accesibilidad · al 

entendimiento humano que los fenomenos biologicos. 

El incremento de arboles y masas forestales es afectado por 

una gran cantidad de factores, muchos de los cuales son dificiles 

de medir y mas complejo aun, determinar e interpretar su 

influencia sobre el crecimiento (Ramirez, 1983). Sin embargo, se 

recurre al metodo cientifico y al uso de modelos a fin de reducir 

la posibilidad de error, como el rechazar un postulado cierto o 

aceptar ·un postulado falso (Mendoza, 1983) 
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Los modelos matematicos constituyen las herramientas 

analiticas mas utilizadas en la actualidad para la generacion de 

conocimientos en el area del crecimiento y produccion de masa~ 

forestales, ya que de esta forma, a traves de formulas 

matematicas que deben considerar un determinado horizonte de 

planeacion en el que ocurren procesos aleatorios, se representan 

los procesos biologicos que ocurren a nivel de arbol individual 

o del rodal completo. 

La importancia de los modelos puede establecerse en base a 

la contribucion y utilizacion de estos. 

Para Mendoza (1983) y France y Thornley (1984) la 

contribucion y utilizacion generalizada de los modelos esta dada 

en: 

1. Captar, organizar y presentar de manera comoda y sencilla 

informacion de fenomenos naturales complejos. 

Las hipotesis expresadas en terminos matematicos 

pueden proporcionar una descripcion cuantitativa y un 

conocimiento de los problemas biologicos. 

- La necesidad de un modelo de perfeccion matematica 

puede proporcionar una estructura conceptual que puede 

ayudar a localizar con toda precision areas donde falta 

conocimiento, y puede estimular nuevas ideas y enfoques 
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experimentales. 

- Un modelo matematico puede ser una buena manera para 

proporcionar una formula mediante la cual el 

conocimiento investigado se hace confiabl~ en una forma 

facil . 

2. Detectar y analizar relaciones. 

Un modelo puede proveer un medio poderoso para 

resumir datos, y tambien un metodo para interpolar o 

para una cuidadosa extrapolaci6n. 

- Los datos son mas precisos, pero tambien mas caros 

para obtenerlos; un modelo puede algunas veces hacer 

mas completo e l uso de los datos. 

3. Integrar y analizar un conjunto de investigaciones 

separadas sobre un tema comun. 

En un sistema con muchos componentes, un modelo 

provee una forma de originar a la vez conocimiento 

acerca de las partes, para dar un panorama coherente de 

la conducta del sistema completo. 

- El modelado puede ayudar a proveer de estrategias y 
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soportes tacticos par~ un programa de investigaci6n 

motivando a los cientificos y fomentando la 

colaboraci6n. 

4 . Tomar decisiones sobre manejo de recursos naturales. 

Los modelos estimulan la adopci6n de metodos 

mejorados de producci6n. 

- Los modelos facilitan el diseno de experimentos para 

responder a preguntas particulares, o par.a discriminar 

entre mecanismos alternativos. 

- El poder predictivo de un modelo exitoso puede ser 

usado tanto en la investigaci6n y desarrollo como en e~ 

manejo y planeaci6n. 

Los estudios de crecimiento a traves de funciones de 

producci6n tienen la intenci6n de suministrar una base confiable 

para permitir que el manejo forestal se realice co~o un proceso 

administrativo. 

Por lo que, los principales prop6sitos de los modelos de 

crecimiento y rendimiento son (Alder, 1980; Adlard, 1983;· 

Hughell, 1991; Zepeda, 1990; Mendoza, 1993): 

1 . . Pronosticar rendimiento y crecimiento a traves de la 
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descripci6n de las tasas de crecimiento de los recursos 

forestales para las especies y sitios mas importantes en la 

unidad de manejo. 

2. Establecer las opciones tecnicamente 

producci6n que contemple, entre otras: 

viables . de 

regimenes silvicolas que procuren estructuras 

diametricas residuales de caracteristicas deseables, 

- los tipos, intensidad y frecuencia de aclareos mas 

convenientes, 

- la distribuci6n de productos mas provechosa, 

- los criterios de madurez y su fijaci6n en el tiempo, 

- la repercusi6n de practicas actuales de manejo, 

- las densidades iniciales de plantaci6n mas adecuadas, 

la cuantificaci6n de la contribuci6n de las 

actividades involucradas y la estimaci6n de los 

factores producti vos que se requieren para la ef iciente 

ejecuci6n de estas. Ademas de cubrir los aspectos de 

tecnologia de cultivo, incluir tambien ·elementos de 

valoraci6n de las actividades de producci6n (analisis 
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econ6mico-financiero) . Sin embargo, los supuestos del 

manejo forestal tradicional presuponen una abundancia 

de factores para la producci6n y los elementos 

financieros se consideran criterios auxiliares de 

decision, o bien se les ignora, es natural entonces que 

las funciones de producci6n esten disenadas para 

predecir crecimiento y rendimiento en volumen casi de 

manera exclusiva. 

4. Simular practicas silviculturales. 

5. Comparar alternativas de manejo. 

- Incorporar la experiencia acumulada sobre efectos de 

tratamientos silvicolas en masas forestales para prever 

las tasas de producci6n bajo sistemas alternativos de 

manejo. 
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2.1.3 Proceso bio16gico del crecimiento. 

Todos los seres vivos son, en varias etapas de su historia 

de vida, capaces de crecer; en condiciones adecuadas estos pueden 

cambiar principalmente en tamano, forma y/o numero (Hunt, 1990). 

Sin embargo, el crecimiento se refiere comunmente a un aspecto de 

los cambios de un sistema organico que presenta en sf mismo, como 

un aumento en tamano que puede ser medido en longitud, diametro 

o peso (Bertalanffy, 1951; citado por Prodan, 1968). De acuerdo 

al tipo de variable, el crecimiento puede ser unidireccional 

(altura, diametro), bidireccional (area basal) y/o tridimensional 

(volumen). 

Cuando analizamos aspectos del desarrollo de las planta~ es 

diffcil definir si ellas han crecido o no. Por ejemplo, cuando 

una semilla se desarrolla en una plantula, o cuando una planta 

alcanza la etapa reproductiva y comienza a producir flores y 

frutos se pierde biomasa; algo similar sucederfa si una planta 

produce varios vastagos y muere y la suma de la biomasa de todos 

ellos es menor que la biomasa de la planta madre (Franco, 1983). 

Por otro lado, puede haber casos de incremento en volumen, 

dados, por ejemplo, por una mayor absorci6n de agua durante· la 

§poca de ·lluvias, el cual puede ser reversible una vez que es 

utilizada durante la §poca de sequfa. En este caso, no serfa 

conveniente considerar que la planta ha crecido (Franco,1983). 
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En alguna literatura en idioma ingles, sobre el crecimiento 

de plantas, el verbo crecer es usado para cualquier procesd de 

cambio gradual en el estado de existencia de un objeto. De ahi 

que puede haber crecimiento no solamente en el sentido de aumento 

de tamano y numero, sino tambien en sentido negativo. Por lo que 

resulta conveniente definir al crecimiento como un proceso de 

cambio irreversible en tamafio, forma o numero; es un proceso 

unidireccional, bidimensional y/o tridimensional, la mayor parte 

de las veces continuo. Los cambios en forma son acompafiados casi 

siempre por cambios en tamano de una manera cuya relaci6n 

funcional no es siempre facil de definir (Franco, 1983). 

Prodan (1968), senala que el crecimiento y desarr.ollo de los 

organismos vivos puede consistir de bastantes ciclos de 

crecimiento, por ej emplo, en el tiempo de vida de un arbol, 

usualmente ocurren tres ciclos de crecimiento: 

1. El desarrollo desde la semilla hasta la planta de un afio 

de edad (ciclo ovular) . 

2. El ciclo que es determinado por las raices y las primeras 

hojas. 

3. El ciclo de crecimiento basico a traves de las 

principales fases de la vida de un arbol. 

14 



En la mayoria de los casos , l o s primeros dos ciclos son 

indistinguibles en comparaci6n con el tercero. En arboles, 

usualmente tampoco es claro la diferencia entre el segundo y el 

tercero. Las fluctuaciones del incremento en lapsos de tiempo muy 

pequefios no son considerados o al menos tienen poco o nulo 

interes. 

Algunas especies tropicales crecen durante todo el afio, 

contrario· a lo que sucede en especies de clima frio , cuyo 

crecimiento se limita solamente a dos meses y aun menos . Por lo 

tanto, se habla de periodo de crecimiento o epoca de crecimiento. 

Durante la epoca de crecimiento, el incremento no es simultaneo 

para todas las partes del arbol; el crecimiento en altura 

generalmente se presenta antes que el crecimiento en diametro, 

mientras que el crecimiento de las raices se lleva a cabo en un 

periodo mucho mas largo que el de las partes aereas. En climas 

calidos el crecimiento de la raiz se presenta tambien en. el 

periodo d~ invierno (Klepac, 1983) . 

Durante el periodo de crecimiento el aumento es continuo con 

interrupciones, por lo que se habla del periodo diurno del 

incremento. En una forma general, la porci6n mas grande del 

incremento en altura se presenta en la noche. El incremento en 

diametro tambien presenta una periodicidad diurna; las 

variaciones diurnas del incremento en diametro se deben al hecho 

de que la planta experimenta por tianspiraci6n una gran perdida 

del agua que absorbe del suelo, lo que da lugar a una disminuci6n 
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del incremento en volumen; mientras que la absorci6n del agua 

durante la noche da lugar a un incremento en el di&metro de~ 

&rbol. La disminuci6n del incremento y la absorci6n dependen de 

la especie, la transpiraci6n, temperatura, humedad en el suelo, 

etc. (Klepac, 1983). 

Las variaciones diarias en el di&metro, debidas a los 

cambios en la cantidad de agua se manifiestan en el incremento, 

las cuales se producen por una diferencia entre las dilataci~n~s 

nocturnas y las contracciones diurnas. Es posible que tambien 

durante las contracciones diurnas el crecimiento continue en la 

zona del cambium, debido a que las zonas de crecimiento son 

frecuentemente capaces de obtener agua en detrimento de aquellas 

zonas que no crecen (Klepac, 1983). 

De todo esto se puede ver que el crecimiento de los &rboles 

es continuo con interrupciones. Esto se manifiesta especialmente 

en la zona templada donde los periodos de desarrollo se alternan 

con los periodos de reposo. Si por ej emplo, consideramos la 

altura de un &rbol en funci6n de su edad, esta funci6n sera. 

continua con interrupciones (Klepac, 1983). 

El crecimiento ocurre en el &rbol total, en ramas, fustes y 

raices, aunque unicamente el fuste y algunas ramas principales 

son usadas comunmente. El crecimiento de un rodal ~s un proceso 

variable y din&mico incluyendo no unicamente el funcionamiento de 

&rboles individuales sino la mortalidad y otros resultados de 
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interacciones complejas de los arboles (Davis, 1966) . 

Dentro del tallo o tronco, existen tres zonas de 

crecimiento: los meristemos terminales, el cambium.primario y el 

secundario. El crecimiento se manifiesta en varias fases: 

division, crecimiento, diferenciaci6n y maduraci6n de las 

celulas. El incremento que se manifiesta en el meristemo terminal 

usualmente se le clasifica como crecimiento primario y las 

celulas formadas se les llama celulas primarias. El crecimiento 

de los meristemos laterales se manifiesta en el incremento del 

diametro; se le llama crecimiento secundario (Klepac, 1983). 

El crecimiento biol6gico es resultado de numerosos y enormes 

procesos complejos que parecen notablemente simples, 

particularmente para arboles. Si combinamos mas y mas arboles 

similares, el incremento en su tamano sigue siempre una curva 

sigmoidal suave. Al principio la curva es c6ncava hacia arriba,· 

mientras que despues comienza a ser convexa. Aunque el 

crecimiento depende de la tendencia y fluctuaciones del medio, 

este patron a largo plazo permanece de modo sorprendente estable 

(Zeide, 1993). 

La tasa de crecimiento de las plantas resulta de la 

interaccion de dos fuerzas opuestas. El componente positive, el 

mas extenso manifestado en la expansion de un organismo, 

representa la innata tendencia hacia una multiplicacion 

exponencial; este componente esta asociado con el potencial 
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bi6tico, a c tiv idad fotosintetica, absorci6n _ d~ nutrientes , 

metabolismo constructive, anabolismo, etc. El componente opuesto 

representa las restricciones impuestas por factores externos 

(competencia, recursos limitados, respiraci6n, y fatiga) e 

internes (mecanismos regulatorios de si mismo, y envejecimiento) ;· 

estes factores que afectan adversamente al crecimiento han sido 

referidos a una resistencia del medic, metabolismo destructive, 

catabolismo, respiraci6n y asi sucesivamente (Zeide, 1993). 

Generalmente, a estas dos fuerzas se les conoce como los procesos 

anab6licos y catab6licos, respectivamente . 

La expansion de crecimiento es proporcional al tamano actual 

del arbol; la declinaci6n del crecimiento de arboles individuales 

parece ser mas variable y puede estar dado con igual exactitud 

pero con una variedad de expresiones. Esto puede reflejar que un 

gran nGmero de factores impiden el crecimiento: escasez de 

recursos, competencia, reproducci6n, enfermedades, plagas, 

disturbios, etc. (Zeide, 1993). 

Convenientemente, las leyes o postulados del crecimiento son 

con frecuencia formulados en pares que reflejan tanto los 

componentes multiplicativos como los limitantes. Dos postulados 

de Hutchinson (1978) citado por Zeide (1993) del crecimiento d~ 

la poblaci6n son: 

1. Todo organismo vivo dentro de cada especie surge de al 

menos un padre (postulado de paternidad) . 
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2. En un espacio finito hay un limite superior para el 

numero de seres finitos que pueden ocupar o utilizar ese 

espacio (postulado de un limite superior) . 

Senala Zeide (1993) que en 1941, Medawar formul6 cinco leyes 

del crecimiento biol6gico, y que, cuando el regres6 al r. . .:.. smo 

problema cuatro decadas despues, condens6 estas .cinco en dos 

leyes basicas (Medawar y Medawar 1983; citados por Zeide, 1993). 

Estas son similares a los postulados de Hutchinson: 

1.Fundamentalmente, el crecimiento es multiplicative. 

Resulta de que el crecimiento biol6gico es por si mismo, 

tipicamente, capaz de crecer. 

2. La tasa relati va de crecimiento es siempre decreciente 

(ley de Minot) . 

Los procesos anab6licos tienen una relaci6n con el tamano de 

la copa y la extension de las raices o, en general, el area 

foliar del arbol. Esto es porque el arbol crece mediante el· 

proceso de fotosintesis. Para que esto sea posible el arbol 

requiere energia solar, carbona, nutrientes y agua. 

El proceso de fotosintesis utiliza la luz solar y el di6xido 

de carbona para generar la energia bioquimica y asi~ilar carbona. 

Esto ocurre en las hojas del arbol. Los nutrientes y el agua 

entran al arbol mediante las membranas de las hojas y por las 
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rai.ces (Hughell, 1991 ) . 

El proceso catab6lico es la respiraci6n. El organismo tiene 

que respirar para liberar energi.a bioqui.mica para sus actividades 

fisiol6gicas normales. Este proceso catab6lico tiene una relaci6n 

directa con la biomasa viva del organismo. 

Para ejemplificar lo anterio~ a continuaci6n se sugieren 

ejercicios con organismos hipoteticos; los procesos anab6licos 

son proporcionales a su superficie, y los procesos catab6licos, 

son propo~cionales a su volumen: 

Tasa de crecimiento = a * {superficie) - b * {volumen) 

a). Ejemplo con el organismo hipotetico del cubo. 

Se sabe que: 

Por lo tanto: 

Donde: 

V: volumen del cubo 

L: largo del lado del cubo 

1 

L=V 3 
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La superficie se puede calcular con la siguiente ecuaci6n: 

Donde 1 S: superficie 

Sustituyendo 

1 

L por v 3 resulta: 

Finalmente 1 se puede sustituir esto ultimo y V por la 

superficie y volumen 1 respectivamente 1 en la ecuaci6n original de 

la tasa de crecimiento [Tasa de crecimiento = a * (superfici~) 

b * (volumen)] 1 para obtener la ecuaci6n especifica. 

2 

IC=6V 3 -V 

Donde 1 IC: tasa de crecimiento (incremento corriente en 

volumen) 

Esta es la ecuaci6n de Von Bertalanffy que se presenta 

regularmente en la forma: 

Como· se puede apreciar I en el caso del cubo a=6, b=l Y 

m=2/3. 
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b). Ejemplo con el organismo hipotetico del cono. ~ 

continuaci6n se sugiere el ejercicio con el organismo hipotetico 

del cono (figura plausible para la copa de un pino), considerando 

una superficie lateral minima: 

El volumen del co no se calcula con la ecuaci6n: 

v=.!!r 2h (1} 
3 

Donde: 

V: volumen 

r: radio 

h: altura 

Para un volumen constante, el cono que tiene la superficie 

lateral minima es aquel donde h=(2} 1nr. Haciendo h=(2} 1nr, ahora 

la ecuaci6n (1) es: 

(2) 
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De la ecuaci6n (2 ) , podemos expresar el radio {r) en 

terminos del volumen {V) , como sigue: 

{ 3) 

La superficie lateral se puede calcular con la siguiente 

ecuaci6n: 

S=rtrg {4) 

Donde: 

S: superficie 

r: radio 

g: largo del cono 

Se sabe tambien que: 

g=.J3r (5) 

Sustituyendo la ecuaci6n (5) en la (4), se tiene: 

{6) 

Sustituyendo la ecuaci6n (3) en la (6), se tiene: 

2 2 

S=.j3rtk- 2 V 3 =qV3 (7) 
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Al explicar "Tasa de crecimiento = a*(superficie) 

b*(volumen) ", y sustituyendo las ecuaci6n (7), se tiene: 

2 2 

Tasa de crecimiento=aqV 3 -bV=« V 3 -P V 

Esta · es la ecuaci6n de Von Bertalanffy que se presenta 

regularmente en la forma: 

2 

IC=aV3 -bV 

Para el caso del cilindro, cuerpo geometrico plausible de la 

copa de una latifoliada, ver Lopez (1995) . 

2.1.4 Factores que afectan el crecimiento 

El crecimiento de los arboles y de las masas forestales esta 

determinado por los factores genotipo, ambiente e interacci6n 

genotipo-ambiente. A continuaci6n se desglosan los elementos de 

estos factores (Orantes, 1980; Rodriguez, 1982; Cano, 1988; 

Benavides, 1987; Bojorges, 1990; Avery, 1975; Clutter et al, 

1983; Daniel, Helms y Baker, 1982; Bruce y Schumacher, 1950). 

1. Factor Arnbiente. 

a). Clima. Se considera a la precipitaci6n pluvial y 

distribuci6n en el afio de la rnisrna, temperatura, 

humedad del a ire, intensidad de la radiaci6n, velocidad 

24 



del viento, etc. 

b). Suelo . Se constituye por el drenaje, textura, Ph, 

profundidad, contenido de arcilla y arena, humedad del 

suelo, capacidad de campo, contenido de f6sforo, 

nitr6geno, potasio y materia organica, 

bacteriano, etc. 

contenido 

c). Fisiografia . Se contempla a la latitud, altitud, 

exposici6n, pendiente , etc. 

2. Factor Genotipo. Se considera ala especie y los efectos 

elasticos de la misma . 

3. Factor Interacci6n Genotipo-Ambiente. 

a). Competencia . Se consideran a las malezas, especies 

indeseables y la densidad del arbolado mismo. 

b) . Enfermedades. Pueden ser enfermedades de las hoj"as 1 

. fuste ode la raiz. 

c) . Siniestros. Los incendios constituyen el principal . 

d) . Aplicaci6n de trataminetos culturales. Destacan los 

aclareos, podas 1 fertilizaci6n y control de la 

competencia. 
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Los factores ambientales influyen en las cara~teristicas de 

un proceso biol6gico observado i el alto numero y variac ion 

frecuente de estes factores pueden ser vistas como razones del 

porque las caracteri.sticas de los procesos observados estan 

entremezclados con el conjunto externo en un sistema complejo 

interne, per lo que los valores observados estan probablemente 

cambiando continuamente (Ban, 1988) . 

Resolver un problema de correlaciones multiples entre el 

crecimiento y tantas variables independientes como ~as indicadas, 

implica investigaciones de larga duraci6n que habran de incluir 

labor en el campo y en el laboratorio acerca de las 

caracteristicas del suelo, el analisis de los factores climaticos 

y, despues, la selecci6n de un minima de todas estas variables 

que no solo den correlaciones suficientemente altas sino que 

tambien se pueda aplicar rapidamente en la practica para la 

estimaci6n de la calidad del sitio (Bruce y Schumacher, 1950). 

Todos los factores son interdependientes, per lo que los 

principios del crecimiento generalmente se tienen que determinar 

mediante la observaci6n de las interacciones entre los factores. 

Te6ricamente seria posible estimar la productividad de un 

lugar analizando los diversos y variados elementos de sitio. Sin 

embargo, tales estimaciones pueden, en un memento dado, carecer 

de valor inmediato para el das6nomo practice (Avery, 1975). 
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En Mexico son pocos l o s trabajos de esta naturaleza que se 

han desarrollado, por lo que no se cuenta con suficiente 

informacion para conocer que factor o que elemento es el 

indicador mas adecuado de la calidad de sitio para la variedad de 

especies existentes. Entendiendose como calidad de sitio a la 

suma de factores que afectan la capacidad productiva del bosque 

u otros tipos de vegetaci6n (Spurr y Barnes, 1982)·. 

Los diversos analisis generales indican que el crecimiento 

en altura refleja mayormente las condiciones de sitio, mientras 

que el crecimiento en diametro refleja las condiciones de la 

densidad local o competencia . Por ejemplo, una caracteristica 

interesante es que la culminaci6n del crecimiento en la altura se 

logra antes que la culminaci6n del crecimiento en el diametro. 

Esto se aprecia en el coeficiente m6rfico del arbol el cual sigue 

una trayectoria tambien sigmoide aunque inversament~ proporcional 

al diametro del arbol (Cano, 1988). La altura que alcanzara un 

arbol cuando crece en un cierto sitio y hasta una edad 

determinada es , supuestamente dependiente del suelo y del clima 
. 

excepto cuando lo afecta la densidad del rodal ya que el 

crecimiento en altura de los arboles se ve afectado negativamente 

tanto por la presencia de rodales muy abiertos como por la de 

rodales m~y densos (Daniel, Helms y Baker, 1982) 
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2.2 Caracteristicas de las curvas de crecimiento e 
incremento. 

Para analizar las caracteristicas de las curvas de 

crecimiento e incremento de arboles y de las masas forestales, es 

necesario revisar las siguientes definiciones: 

El incremento es el aumento en el tamafio en un cierto 

intervalo de tiempo. 

El incremento corriente anual (ICA), es el aumento en tamafio 

alcanzado en un afio. 

El incremento peri6dico es el aumento en tamafio en un numero 

de afios, o dentro de un periodo de tiempo definido. 

El incremento total, es el crecimiento de un arbol o una 

masa durante toda su vida. 

El incremento .peri6dico anual, es el promedio anual del 

incremento peri6dico. 

El incremento medio anual (IMA) , es el promedio anual del· 

incremento total; se obtiene dividiendo las dimensiones de un 

arbol o una masa entre su edad. 

Al incremento peri6dico anual comunmente se le llama 

incremento corriente y al IMA incremento medio. 
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Una curva de crecimiento es una representaci6n grafica de 

tamafios logrados y una curva de incremento muestra incremento 

peri6dico o anual. 

La ordenada de la curva de crecimiento representa la suma de 

todos los incrementos anuales sobre el tiempo de ob~ervaci6n 1 por 

lo tanto la curva de crecimiento es la curva acumulativa de todos 

los incrementos (Prodanl 1968). 
• 

Las formas como puede expresarse el crecimiento son: 

a) . Renc_ ~iento total a lo largo de un turno 1 incluyendo 

volumenes retirados en las cortas intermedias. 

b) El incremento medio anual (incremento medio). 

c) El incremento peri6dico anual (incremento corriente) 

d) El crecimiento bruto. 

e) El crecimiento neto. 

Por otra parte 1 se deben dist inguir los terminos incremento 1. 

producci6n y rendimiento. Cuando se habla del incremento del 

arbol o de la masa 1 se dice que su volumen aumenta 1 pero cuando 

se habla de un area definida se dice que produce; la producci6n 

es entonces la cantidad de madera producida en un sitio. Por lo 

anterior I se debe tratar separadamente la producci6n de una 

parcela definida (estrato o rodal) y el incremento que 

experimenta la masa. 
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El rendimiento es la cantidad total efectiva de producto 

util susceptible de ser obtenida de un sitio dado (posible de ser 

cortada o ya cortada ) . Mientras que la producci6n representa toda 

la madera inventariable producida por un sitio (sea bruta o 

neta), el rendimiento es la porci6n de ella de producto util 

obtenida. Por lo tanto, el rendimiento de un rodal puede ser 

menor o igual que su producci6n . 

Una curva de crecimiento , en la mayoria de los casos, toma 

una forma sigmoide, similar a una curva de suma de frecuencias . 

Empieza en el origen o en un punto fijo, sube lentamente al 

principia y luego con mayor velocidad . Despues, hay.un cambio del 

gradiente (punto de inflexion) de la curva, es decir, el 

incremento disminuy e, y luego, se mueve asint6ticamente hacia 

adelante a algun valor final determinado por la naturaleza 

genetica del organismo y sus limitaciones ambientales (Figura 1)' 

(Yang, Kozak y Smith, 1978; Daniel, Helms y Baker, 1982; Prodan, 

1968) . 

La curva de incremento inicia con el valor cero, aumenta al 

principia lentamente y despues fuertemente , despues.de un maximo, 

el incremento disminuye y entonces asint6ticamente se acerca a 

cero. 

La curva de incremento medio es unimodal -semejante a la 

curva de incremento corriente- pero sube mas lentamente y del 

mismo modo decrece (Prodan, 1968). 
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Figura 1. (1) Curva de creciaiento 
(2) Curva de increaento corriente 
(3) Curva de increaento aedio. 
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La culminacion del incremento corriente coincide con el 

punto de inflexion de la curva de crecimiento, mientras que la 

culminacion del incremento medio ocurre· siempre despues y 

corresponde al punto donde la tangente del angulo maximo trazada 

desde el origen de los ejes de coordenadas, toea por arriba a la 

curva de crecimiento. Por otra parte, el incremento corrients es 

igual al incremento medio, cuando este ultimo culmina (Klepac, 

1983); si ambas curvas se presentan en la misma grafica, estas .se 

cruzan una con otra en el punto de culminaci6n del incremento 

medio, es decir, el maximo del incremento promedio se tiende en 

un punto donde las dos curvas se cruzan una con otra (Prodan, 

1968) . 

Peschel (1939) citado por Prodan (1968), registr6 cuatro 

caracteristicas de una curva de incremento: 

1. Cuando el valor del tiempo es cero el incremento es cero. 

2. Cuando el valor del tiempo tiende al · infinito el 

incremento tiende a cero. 

3. Tiene dos puntas de inflexion. 

4. Tiene un maximo. 

Las curvas de crecimiento e incremento tipicas se parecen a 

una densidad de probabilidad (distribuci6n de frecuencias) y a 

una distribuci6n de probabilidad (distribucion de frecuencias 

acumuladas), respectivamente. Fundamentalmente, se parecen a una 

curva de incremento unimodal o de densidad de· probabilidad 
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asimetrica. Asi como una funci6n de distribuci6n es 

matematicamente una integraci6n de su funci6n de densidad, la 

funci6n de crecimiento de un organismo es el valor acumulativo de 

su crecimiento (Yang, Kozak y Smith, 1978); mediante la 

integraci6n de la curva de incremento se obtiene la curva de 

crecimiento, hay una relaci6n matematica cerrada entre estas 

curvas (Prodan, 1968) Una distribuci6n de probabilidad tiene 

valores entre 0 y 1, por lo que es necesario agregar un factor de 

escala (multiplicador) a la funci6n para describir el crecimientq 

verdadero de un organismo en los estudios de rendimiento y 

crecimiento. Comunmente, el factor de escala es el valor superior 

asint6tico que alcanza un organismo en la caracteristica 

estudiada' y determinado por la naturaleza genetica y los factores 

ambientales que la naturaleza le imponen (Yang, Kozak y 

Smith , 1978) . 

Las curvas de crecimiento pueden representar (Figura 2) 

(Daniel, Helms y Baker, 1982): 

1. Habitos de crecimiento de especies. 

2. Habitos de crecimiento de genotipos de una especie. 

3 . Manifestaci6n de un genotipo bajo diferentes clases de 

tratamiento silvicola. 
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Por otro lado, el silv icultor necesita predecir en terminos 

conceptuales amplios: 

1. La extension probable del periodo de crecimiento juvenil. 

2. La tasa de crecimiento (pendiente de la curva) . 

3. El momento en que la tasa de crecimiento declina. 

4. Hasta d6nde estas caracteristicas estan bajo el control 

de factores geneticos y ambientales. 

La duraci6n del periodo de crecimiento juvenil lento es 

importante en aquellas situaciones en las que las p1antulas deben 

superar la competencia de 

enfermedades. 

los pastos o los dafios por 

La tasa de crecimiento durante el gran periodo de desarrolld 

tiene mucho que ver con el tiempo que el arbol necesita para 

alcanzar un diametro determinado del tronco. 

La tasa de crecimiento puede aumentar mediante: 

1. La selecci6n de especies 

2. La selecci6n genetica 

3. El espaciamiento 

4 . La fertilizaci6n 

5. La irrigaci6n, si est a es posible 
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Los efectos de las mayores tasas de crecimiento influy~n por 

lo g·eneral en: 

1. Una disminuci6n en la longitud de las traqueidas y las 

fibras, 

2. Una disminuci6n en el porcentaje de celulosa y, 

3. Una disminuci6n, tal vez, en el porcentaj e de madera 

tardia y la gravedad especifica; pueden producirse aumentos 

del porcentaje de lignina, del espesor de los anillos, del 

volumen y tal vez, del porcentaje de madera temprana, lo que 

tiene como consecuencia una menor gravedad especifica. 

Las anteriores son tan solo tendencias, puede suceder lo 

contrario o simplemente no haber modificaci6n alguna. 

La mayor producci6n de volumen debida al incremento de la 

tasa de crecimiento, por lo regular sobrepasa con creces a 

cualquier cambio indeseable que pudiera ocurrir en las 

caracteristicas determinantes de la calidad de madera (Daniel, 

Helms y Baker, 1982). 
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2.2.1 Crecimiento e incremento de arboles. 

La mayoria de la informacion que a continuacion se registra 

tiene como fuente principal a Klepac (1983), cuando noes asi, se 

ha optado por citar al autor. 

Los incrementos son resultado del desarrollo del arbol. Si 

se considera el crecimiento en altura, en diametro normal, o en 

volumen, como una funcion de la edad del arbol se vera que estas 

magnitudes muestran un crecimiento similar a una curva sigrnoide 

(Figura 3) 

La tendencia de expansion prevalece al princi~io de vida de 

un arbol, mientras que la declinacion del crecimiento llega a ser 

prominente al final. La caracteristica es que la expansion de 

crecimiento es proporcional al tamafio actual del arbol. La 

declinacion del crecimiento de arboles individuales parece se~ 

mas variable y puede estar dado con igual exactitud pero con una 

variedad de expresiones . 

Lo anterior, puede reflejar que un gran numero de factores 

impiden el crecimiento: escasez de recursos, competencia, 

reproduccion, enfermedades, plagas, disturbios, etc. 

Consecuentemente, la ruta de crecimiento es inherentemente 

imprecisa y puede ser vista como un valle amplio mas bien que una 

linea sencilla (Zeide, 1993). 
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La historia del crecimiento de los arboles en rodales, o 

masas de la misma edad es muy distinta del crecimiento en masas 

de muchas ode todas las edades. En masas con la misma edad, los 

arboles vecinos competidores ejercen poca influencia en el ritmo 

de crecimiento del arbol dominante durante las primeras decadas 

de su vida; mientras que, en los rodales o masas de todas las 

edades, todos los arboles j6venes se ven gravemente perjudic~dos 

por sus vecinos mas viejos y mas grandes. Por consiguiente, los 

arboles de rodales de la misma edad crecen a un ritmo mas rapido 

mientras son j6venes. Por lo tanto, los estudios de crecimiento 

se dividen, naturalmente, en esas dos categorias (Bruce y 

Schumacher, 1950). 

El crecimiento en altura y en diametro de los arboles' 

individuales es diferente al crecimiento de las mismas 

caracteristicas a nivel masa. Esto se debe tanto a la 

incorporaci6n de una categoria a la siguiente como a la 

desaparici6n (mortandad natural, cortas) (Cano, 1988). 

Los estudios de Langsaeter notan que existe un amplio rango 

de densidad que produce sensiblemente el mismo incremento (Figura 

4) . Si la densidad se expresa en numero de arboles o area 

basimetrica por hectarea, esto significa que al aumentar la' 

densidad no necesariamente se aumenta la producci6n de la masa, 

sino que solamente se redistribuye el incremento en volurnen 

posible en un mayor numero de arboles (Cano, 1988). 
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2.2.1.1 Crecimiento e incremento del arbol en altura. 

La variaci6n en el incremento de altura en arboles 

individuales se debe probablemente a su diferente reacci6n. al 

fotoperiodo. En especies agricolas se ha investigado la 

influencia del fotoperiodo; los resultados han dado lugar a la 

diferenciaci6n de plantas de fotoperiodo largo (necesitan una 

iluminaci6n prolongada para florear) y de fotoperiodo corto (no 

florean si la luz del dia excede un limite definido) . Entre las 

primeras y las segundas se encuentran plantas indiferentes al 

fotoperiodo. Las investigaciones sobre los arboles forestales han 

sido muy pocas y nunca han dado una idea clara de estos 

problemas. 

Se debe enfatizar que el tiempo de la culminaci6n del 

incremento en altura y el valor total del mismo en ese tiempo 

depende de un gran numero de factores. En otras condiciones las 

especies forestales pueden exhibir otro ritmo de incremento, ya 

que su crecimiento en altura depende, entre otros factores 

importantes, del genotipo y de la calidad de estaci6n (Figura 5) . 

Se puede decir que el incremento en altura bajo condiciones 

semejantes, culmina mas temprano en las especies heli6filas como 

los pinos y un poco mas tarde en las especies tolerantes como el 

abeto; mas rapido en mejores calidades de estaci6n y en arboles 

dominantes que en calidades malas y arboles oprimidos. 
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Es caracteristico que el crecimiento e incr~mento en altura 

de los arboles este menos influenciado que el diametro per el 

medic ambiente . 

Para el incremento en altura es de gran importancia la 

cantidad de reservas materiales que acumula el arbol durante el 

afio, de ahi que sea comprensible que las raices exhiben al 

principia un gran desarrollo. La culminaci6n del incremento en 

altura ocurre mas pronto en brotes de cepa que en individuos 

producidos per semilla. Sin embargo, el ritmo de incremento· en 

brotes de cepa comienza a decrecer mas pronto y disminuye de 

manera mas rapida que el que sufren los provenientes de semilla 

(Figura 6) . 

Es interesante mencionar que el incremento en altura es 

menor en los afios de producci6n de frutos, ya que se emplea una 

parte de las sustancias de reserva en la fructificaci6n. 

2.2.1.2 Crecimiento e incremento del arbol en diametro.· 

Los mismos factores que influyen en el crecimiento e 

incremento del arbol en altura, actuan tambien en el diametro. El 

incremento anual en diametro se puede decir que depende tambien 

de la cantidad de reservas de materiales acumulados per el arbol 

durante el afio. 
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Sin embargo, el crecimiento e incremento en diametro del 

arbol depende mas de la densidad que el crecimiento e incremento 

en altura; dentro de ciertos limites el incremento en diametro es 

mayor cuando hay mas espacio. 

El incremento anual en diametro del arbol se manifiesta en 

los anillos de crecimiento. El ancho de los anillos no es igual 

a lo largo de todo el fuste. Los anillos de crecimiento son mas 

anchos en la parte superior del fuste inmediatamente abajo de las 

primeras ramas; mas abajo el ancho de los anillos decrece yen la 

base del arbol se ensancha otra vez, lo que ocasiona a la porci6n 

inferior una forma especial. 

Baj o condiciones · normales el incremento en diametro es 

pequeno al principia, despues aumenta hasta alcanzar una fase de 

alta acti vidad y disminuye gradualmente, llegando a ser muy 

reducido · en lo arboles viejos. La curva representativa del 

crecimiento en diametro del fuste es tambien sigmoide como la 

curva del crecimiento en altura, con la unica diferencia de que 

la curva del crecimiento en diametro es mas plana y toma la forma 

de linea recta en su origen (Figura 7) . 
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Por medio del incremento en diametro se puede calcular eL 

incremento del area basal. La caracteristica de este incremento 

recae en el hecho de que es mas consistente que el incremento en 

diametro. Por ejemplo, si el incremento en diametro del fuste 

permanece en el mismo nivel, el area basal, no obstante aumenta. 

2.2.1.3 Crecimiento e incremento del arbol en volumen. 

El incremento total en volumen del arbol consiste en general 

de tres partes: la primera se refiere a la madera propiamente 

dicho; la segunda al follaje (agujas), frutos y sistema 

radicular; y la tercera a la parte que se pierde a causa de la 

transpiraci6n. 

El volumen del arbol aumenta con la altura y el diametro 

desde el nacimiento hasta su muerte. La curva de crecimiento es 

tambien sigmoide, pero el punto de inflexion en esta curva ocurre 

aun mas tarde que en las curvas del . t-lncremen .. :; en altura y 

diametro, lo que tiene una repercusi6n en la culminaci6n del. 

incremento en volumen. Bajo condiciones diferentes el incremento 

en volumen siempre culmina despues del incremento en altura, 

diametro y area basal. Es caracteristica del incremento en 

volumen no decrecer tan rapidamente como el incremento en altura 

y diametro, ya que persiste durante mas tiempo en el mismo nivel 

(Figura 8) . 
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Esta caracteristica del incremento en volumen se explica por 

el hecho de que el incremento en diametro interviene al cuadrado 

en el incremento en volumen; de tal manera que al. disminuir el 

incremento en diametro no necesariamente disminuye el incremento 

en volumen. Recuerdese que si el incremento en diametro del fuste 

permanece en el mismo nivel, el area basal, no obstante aumenta. 

Con la edad, el incremento anual en diametro del arbol disminuye 

gradualmente, los anillos de crecimiento tienden a ser mas 

estrechos, pero el correspondiente incremento en volumen 

permanece mas tiempo al mismo nivel y cuando los anillos de 

crecimiento se hacen considerablemente mas estrechos comienza la 

disminuci6n. 

De una manera general se puede establecer que debido a lo 

lento del desarrollo del arbol en su juventud, la culminaci6n de 

su incremento es tardia, de tal manera que s6lo se producen 

pequenos incrementos en esta culminaci6n, pero una vez alcanzado 

el desarrollo maximo este permanece por un periodo mayor al mismo 

nivel. Parece ser que el incremento total finales mayor a medida 

que es menor el desarrollo del arbol en su juventud. Este 

fen6meno es mas notable en Quercus~., por lo que .la gente dice 

que el encino, vive y muere cada cien anos. 

Se debe tomar en cuenta no s6lo el incremento en volumen del 

arbol, sino tambien su valor. En este caso hablamos de la calidad 

del incremento, el cual es fundamental para el manejo forestal. 
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Es de gran importancia, saber en que clase de fustes se 

acumula el incremento en volumen; el valor de 0.1 m3 de 

incremento anual en volumen en dos Quercus diferentes en calidad 

puede variar hast a diez veces y aun mas, dependiendo de la 

calidad de esos arboles. Por lo tanto, la silvicultura tiende a 

elevar el valor de los arboles tanto como sea posible por medio 

de las diversas practicas culturales. Pero ademas de las tecnicas 

silvicolas y los factores ecol6gicos necesarios para lograr esta 

meta , son muy importantes tambien los caracteres gerieticos dentro 

de una misma especie, por lo que se deben seleccionar aquellos 

arboles que muestren un incremento de buena calidad y, aun mas, 

tender al mejoramiento hacienda cruzas geneticas para obtener 

individuos mas valiosos . 

2.2.2 Crecimiento e incremento de las masas forestales .. 

Una masa no es la suma simple de arboles, es una biocenosis 

formada por numerosos individuos comprendidos en uh todo, en el 

cual rigen mult i tud de interrelaciones. Los individuos en una 

masa presentan diferentes ritmos de crecimiento; muchos son 

eliminados a traves de la selecci6n natural o artificial, 
. 

teniendo como consecuencia que el desarrollo e incremento de una 

masa es diferente al desarrollo e incremento de un arbol. 

Se debe hacer una diferencia en el analisis del crecimiento 

e incremento entre bosques coetaneos y de selecci6n (para algunos 

autores son bosques regulares e irregulares, respectivamente); ya 
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que tienen diferencias tanto en su constituci6n como en su 

desarrollo e incremento. Una masa coetanea pasa durante su 

desarrollo a traves de varias fases: de la etapa de brinzal a 

latizal hasta constituir una masa madura, la cual en determinada 

epoca es removida por una corta total o una corta de 

regeneraci6n. Durante la etapa de desarrollo de una masa coetanea 

solo una porci6n de la masa se incrementa, mientras que otras 

porciones acumulan el aumento de la masa para utilizarlo a la 

edad de madurez. En un monte de selecci6n la situaci6n es 

diferente, ya que su constituci6n permanece mas o menos 

invariable; en el regularmente se aprovecha todo el incremento 

pero el volumen en pie permanece constante. 

La fase inicial del desarrollo de una masa pura esta 

compuesta por un gran numero de indi viduos; entre ellos se 

presenta una gran competencia porque no hay suficiente espacio 

para que todos puedan desarrollarse vigorosos y bien formados. 

Desde temprana edad los mas vigorosos toman la delantera, 

sobresalen de su ambiente, dominan a los arboles cercanos a 

ellos, por lo tanto, encuentran espacio para su posterior 

desarrollo . Al mismo tiempo los individuos oprimidos retrasart su 

crecimiento y gradualmente mueren . De esta manera los arboles en 

la masa se agrupan estratificandose del nivel de los dominantes 

al grupo de los oprimidos, los cuales se muestran en proceso de 

desaparecer . El grupo de los arboles dominantes recibe luz 

directa y es llamado por algunos autores masa principal, 

oponiendose a la capa de los suprimidos que reciben el nombre de 
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masa secundaria. De aqui los terminos de: rendimiento principal 

y rendimientos intermedios; el primero proviene de arboles 

maduros, el segundo se refiere a los arboles aprovechados 

gradualmente en la masa. 

El aclareo continuo de arboles en la masa siempre se llev~ 

a cabo a expensas de los arboles debiles. Esta es la razon del 

porque la altura media y el diametro normal medio de la masa 

incrementan mas rapidamente que en aquellos arboles considerados 

individualmente. Por lo tanto, el desarrollo e incremento de la 

masa difiere del incremento de los arboles indivi~uales. 

2.2.2.1 Crecimiertto e incremento en altura de masas 
puras coetaneas. 

La altura media de los arboles no muestra el mismo patron de 

desarrollo que la altura de los arboles individuales dentro de la 

masa. Hay dos factores que afectan la altura de la masa: el 

incremento en altura de los arboles y la continua ~liminacion de 

los individuos dominados. Por · lo tanto, la culminacion de la 

altura media de la masa ocurre siempre despues, en comparacion 

con la culminacion del incremento en altura de los arboles 

individuales. Pero el patron que rige el desarrollo de la altura 

media de la masa es analoga al que influye en el desarrollo de 

los arboles individuales. El incremento anual en altura es al 

principio pequefio, despues aumenta; alcanza su culminaci6n, 
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disminuye y finalmente cesa . Por lo tanto, el curso de desarrollo 

de la altura media de la masa muestra una curva en forma 

sigmoide, si la altura media se considera en funci6n de la edad 

de la masa. 

La altura media de una masa es un factor muy importante, ya 

que es la base para determinar su producci6n. Con relaci6n a esto 

se menciona la ley de Eichorn, de acuerdo a la cual la producci6n 

total de una masa coetanea esta en funci6n de su altura media. Lo 

que significa que la producci6n total de una masa coetanea puede 

determinarse con base en su altura media, aun cuando su edad sea 

desconocida. Se ha comprobado que existe correlaci6n entre la 

producci6n total y la altura media en zonas climaticas 

semejantes, lo que significa . que . en diferentes regiones 

climatica$ se obtendran diferentes rendimientos para la misma 

altura media de la masa. 

2.2.2.2 Crecimiento e incremento en diametro de masas 
puras coetaneas. 

Cuando se examina el curso del desarrollo del diametro de 

una masa se notan diferencias entre los arboles individuales aun 

cuando todos ellos sean de la misma edad. Mientras mas vieja sea 

la masa mayores son las diferencias. 

Del crecimiento e incremento en diametro se puede obtener 

facilmente el crecimiento e incremento del area basal. El 
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desarrollo del area basal de la masa en funci6n de la edad 

presenta tambien una curva sigmoide, variando de acuerdo con la 

especie. 

El efecto de un pe queno incremento de arboles mas chicos en 

el numero de arboles presentes ocasiona una considerable 

reducci6n en el diametro promedio del rodal. El diametro promedio 

del rodal 6 diametro cuadratico medio se define como el diametrd 

que corresponde al area basal promedio. No es el diametro 

promedio de los arboles presentes, puesto que el diametro es una 

funci6n lineal y el area basal es una funci6n cuadratica del 

diametro (Daniel, Helms y Baker, 1982 ) . 

2.2.2.3 Crecimierito e incremento en volumen de masas 
puras coetaneas. 

El volumen de una masa en su juventud es muy pequefio; 

incrementa lentamente y a una edad determinada incrementa con 

rapidez. Despues este incremento en volumen de la masa disminuye 

y no cesa hasta que esta comienza a declinar. Se puede seguir el 

desarrollo de una masa desde su establecimiento hasta su corta de 

dos maneras: tomando en cuenta el volumen total de la madera 

producida, o considerando el desarrollo de la masa en pie. Las 

curvas de incremento en volumen son del tipo sigmoide y 

representan la productividad de la masa. 
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Finalmente, se sefiala que el crecimiento e incremento en las 

masas mezcladas coetaneas rigen leyes analogas a las de masas 

puras coetaneas, con la diferencia de que en las masas mezcladas 

se manifiestan ademas, varias caracteristicas de las especies en 

lo que se refiere al ritmo y tamafio del incremento. 

2.2.3 Incremento de bosques de selecci6n. 

La normalidad de un bosque de selecci6n no recae en una 

serie de masas coetaneas, sino en una serie de arboles de varias 

edades, en donde cada arbol va a alcanzar las dimensiones de su 

madurez, y en varias series suplementarias de arboles, que van 

reemplazando a los arboles cortados de los diferentes diametros. 

El arreglo de las frecuencias diametricas en una grafica toma la 

forma de la llamada curva de Liocourt (Figura 9) . La constituci6n 

de un bosque de selecci6n permanece mas o menos sin cambiar; por 

eso se dice que la masa de selecci6n es siempre mas o menos la 

misma. Los arboles pasan de una categoria diametrica a otra; se 

deben cortar los arboles que representan la diferencia entre el 

numero de arboles de categorias diametricas sucesivas, mas los 

arboles de la categoria diametrica mas grande. 
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2.2.3.1 Incremento en diametro en bosques de selecci6n. 

Un bosque de selecci6n consta de arboles con diametros 

diferentes. Por lo tanto, cuando se habla del incremento en 

diametro de una masa de selecci6n se refiere al incremento en 

diametro de los arboles tipo de las diversas categorias 

diametricas. Las especies tolerantes muestran una tendencia a 

sostener durante mas tiempo un buen incremento en diametro. Los 

arboles tipo de las categorias mas grandes muestran un buen ritmo 

de incremento, aun cuando la culminaci6n del incremento en 

diametro haya ocurrido ya en cada arbol individualmente. 

Como en la selecci6n natural o artificial siempre se deben 

cortar los individuos mas debiles dejando que los mejores y mas 

vigorosos permanezcan en pie, el incremento en diametro de los 

arboles tipo en las categorias diametricas se mantienen en 

aumento por largo tiempo. 

2.2.3.2 Incremento en altura en bosques de selecci6n. 

Si un bosque de selecci6n tiene una estructura normal y esta 

balanceado, la curva de la altura-diametro no cambia mucho en el 

curso del tiempo. La curva de la altura-diametro en un bosque de 

selecci6n us~almente no se traza en funci6n de la edad, sino en 

funci6n del diametro normal. 
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Una curva de altura frecuentemente muestra un pun to de 

inflexion y puede expresarse matematicamente por una funci6n 

tangente hiperb6lica, en contraste con la curva de alturas de una 

mas a coetanea, la cual corresponde a una parabola de segundo 

grado. 

2.2.3.3 Incremento en volumen en bosques de selecci6n. 

Considerando que el volumen del arbol tipo crece en funci6n 

del diametro normal, se vera que a este respecto existe en el 

bosque de selecci6n una regularidad definida, la cual fue 

establecida en 1901 por Algan H. en Francia. 

Esta regularidad consiste en que el arbol tiene dos veces su 

volumen total cuando su diametro normal en centimetres aumenta de 

20 a 25, de 30 a 40, de 45 a 60 y de 65 a 90; tres veces cuando 

aumenta de 60 a 100; cinco veces cuando aumenta de 35 a 70; y 

diez veces cuando aumenta de 20 a 50, de 25 a 65 y de 30 a 80. 
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2.3 Metodologia para la construcci6n y uso de modelos 

La actividad del modelado es un proceso que involucra un 

numero de etapas claramente identificables (Edwards y Hamson, 

1992 ). Sin embargo, el proceso de investigacion biologica es tan 

dificil de abstraer en un modelo de componentes, fases y 

elaboracion perfectamente definidos, que cualquier secuencia debe 

tomarse como una vision simplificada y discreta de un proceso que 

es en realidad complejo y sin una separacion tajahte entre sus 

fases (Mendoza, 1983). 

Los fenomenos como el crecimiento, la regenera:cion y la 

mortandad son procesos complejos, debido a su dinamica y a la 

multiplicidad de factores y variables que interactuan en ellos . 

El problema de la complej idad aumenta por las exigencias .del 

metodo cientifico en cuanto a la coleccion de evidencias que 

afirmen o nieguen la existencia de un determinado patron 

atribuible al proceso. Para aportar este tipo de evidencias, la 

investigacion se enfrenta a la necesidad de recurrir a la toma y 

analisis de informacion en una escala masiva . Por los formatos 

usados en la presentacion y analisis de informacion, el pasar de 

los datos numericos a las conclusiones definitivas, y de alli a 
las evidencias demostrativas de las teorias biologicas es un paso 

complejo y dificil. No parece haber un camino simple y claro P.ara 

determinar el comportamiento dinamico de cada variable que afecta 

a los fenomenos biol6gicos, al margen de la influencia del 

conjunt6 de las variables restantes (Mendoza, 19831 . 
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Entre las actividades que deben considerarse en el proces~ 

de construccion y uso de modelos estan la definicion del 

problema, la construccion propia del modelo que necesariamente 

incluye la toma de datos y el analisis preliminar de los mismos, 

la verificacion, calibracion, validacion, control y evaluacion, 

y la utilizacion del modelo. Diversos autores como Maki y 

Thompson (1973), Drapery Smith (1980), Mendoza (1983) y Edwards 

y Hamson (1992) propusieron algoritmos para la elaboracion de 

modelos matematicos los cuales son desde versiones generales 

hasta procedimientos mas detallados (Figura 10) . 

Los criterios de Edwards y Hamson (1992), Maki y Thompson 

(1973), Mendoza (1983) y de Ramirez (1994) principalmente, se 

reunieron· para establecer la siguiente metodologia para la 

construccion y uso de modelos: 

1. Definicion del problema. 

2. Construccion del modelo. 

3. Validacion del modelo. 

4. Utilizacion del modelo. 
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A continuaci6n se detallan los aspectos mas importantes de 

cada fase . 

2.3.1 Definicion del problema. 

En esta fase se deben dar respuesta a las siguientes 

interrogantes (Edwards y Hamson, 1992) : 

a) . GQue se quiere conocer? 

b) . GCual es el prop6sito y objetivo? 

c) . GC6mo sera la respuesta? 

d). GCuales son las fuentes de los factores y datos, y si 

son creibles? 

e) . GHay una sola respuesta? 

f) . GEl problema es deterministico o probabilistico? 

El problema original casi siempre surge en el mundo real, en 

algunas ocasiones en las condiciones relativamente controladas de 

un laboratorio y algunas veces en el mucho menos conocido media 

de vida diario. Las diversas conjeturas, producto de la& 

observaciones del mundo real por parte del investigador pueden 

estar basadas completamente sobre la intuici6n, pero mas 
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frecuentemente son el resultado de estudios detallados y el 

reconocimiento de algunas similitudes con otras situaciones que 

son mejor comprendidas. Mucho de este trabajo inicial debe ser 

hecho por un investigador quien esta familiarizado con el origeri 

del problema y la base biol6gica o todo lo que est§ involucrado. 

Despu§s del estudio inicial es necesario hacer del problema ~lgo 

tan preciso como sea posible. Esto significa llegar a un 

conocimiento claro y definitivo de las palabras y conceptos para 

ser usados. Es : proceso tipicamente involucra J:olacer ciertas 

idealizaciones y aproximaciones (Maki y Thompson, 1973) 

Cuando se estudia un proceso biol6gico particular uno tiene 

primero que decidir que factores del medio son relacionados a las 

caracteristicas de tal . proceso. Esta interrogante puede, en un 

numero de casos, ser decidido estrictamente sobre la base de 

informaci6n disponible sobre los mecanismos biol6gicos dentro de 

cada uno de los procesos constitutivos como son la naturaleza 

matematica de la relaci6n y analisis matematico necesario para 

cumplir el objetivo practico. En muchos casos, existen procesos 

parciales que inciden en el proceso biol6gico total que son 

desconocidos (Ban, 1988). 

Mendoza (1983) senala que por principia debe establecerse el 

prop6sito de estudio, que generalmente y segun Ramirez (1994) es 

la administraci6n del bosque, y de §ste derivar la 

conceptualizaci6n del problema o proceso que se investiga . Esta 

conceptualizaci6n representa un primer modelo, en el cual se 
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utilizan frases como elementos del modelo. A esto se le denomina 

conceptualizacion verbal. 

Posterior ala descripcion verbal ·que se haga del objeto de 

estudio deben definirse los atributos, variables y parametres que 

son significativos para el caso en estudio. 

A la definicion de atributos, variables o paramet!os se le 

denota como lexico (Dale, 1970; citado por Mendoza, 1983) . La 

gran importancia concedida a esta seleccion de parametres puede 

atribuirse a la repercusion que tendra en las cualidades del 

modelo, particularmente con su generalidad, precision, realismo 

y complejidad. 

La eleccion de variables puede parecer tan obvia que no 

necesitari.a mencionarse, pero es tan fundamental, que de la 

eleccion apropiada de las variables de estudio dependera no 

solamente la naturaleza de los resultados, sino tambien su 

precision y validez. El nivel sobre el cual se realicen las 

observaciones proporcionara mayor informacion en ese nivel, pero 

su extrapolacion a otro ni vel de complej idad puede ser, sino 

imposible, difi.cil. Tales el caso de la medicion del crecimiento 

a nivel individual o a nivel poblacional o comunitario. En el 

primer case es posible descubrir las relaciones funcionales que 

gobiernan el desarrollo de cada individuo, si bien la 

extrapolacion a lo que ocurre una vez integrados todos los 

comportamientos individuales al nivel poblacional no sea sencilla 
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ni objetiva; en el segundo caso , aunque se puede tener una idea 

general de la productividad global del sistema, no es posible 

definir de manera precisa y clara las relaciones que gobiernan 

esta productividad (Franco, 19 83 ) . 

La longitud de la lista de variables es la primera decision, 

y permite separar dos grandes tendencias en el modelado. La 

primera, que es llamada tactica porque define como necesaria la 

seleccion de un grupo en extremo limitado de variables, las ·que 

deben ser cuidadosamente escogidas por su eficiencia para 

explicar el comportamiento del fenomeno en estudio . El resto de 

variables que los antecedentes y el modelo conceptual consideran 

como influyentes en el fenomeno se dejan como exogenas o bien 

como elementos constantes en un diseno de medicion como tambien 

ocurre en uno experimental. Con esta orientacion, los modelos 

tacticos estan en capacidad de abstraer de los procesos 

estudiados unos pocos elementos comunes y detectar los patrones 

generales de comportamiento que es el proposito basico de este 

tipo de modelos. En cambio, en los modelos que se han denotado 

como estrategicos, las listas de variables son poco menos que 

exhaustivas, previendo que en el analisis de la informacion se 

segreguen los parametros que demuestren mayor capacidad 

predictiva, explicativa o de asociacion. 

Un aspecto importante de esta etapa es el intento para 

identificar y seleccionar adecuadamente a aquellos conceptos a 

ser considerados como base en el estudio. El proposito aqui· es 
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eliminar informacion inrrecesaria y simplificar aquellas retenidas 

tanto c ~ ~o sea posible. 

Gran parte de la calidad del modelo queda definida por la 

eficiencia con que el investigador realice una abstracci6n 

reteniendo unicamente aquellas cualidades que se consideren 

trascendentales al estudio. La selecci6n de cualidades depende de 

los antecedentes del fen6meno en estudio segun los objetivos y 

los prop6sitos. En el caso del fen6meno del crecimiento forestal, 

puede hablarse, por ejemplo, de que en masas coetaneas es posible 

abstraerlo en tres cualidades: numero de arboles, area basal y 

edad. 

2.3.2 Construcci6n del modele. 

En esta fase se contempla efectuar lo siguiente (Edwards y 

Hamson, 1992) : 

i) . Formular el modelo matematico, con la ayuda de las 

actividades siguientes: 

a). Primero mirar el modelo mas simple. 

b). Dibujar diagramas apropiados. 

c). Identificar y listar los factores relevantes. 
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d) . Colectar datos y examinarlos sobre la conducta de 

las variables. 

e). Colectar mas datos si es necesario. 

f) . Denotar a cada variable con un simbolo apropiado 

asigandole unidades. 

g). Establecer algunos supuestos. 

h) . Establecer relaciones y ecuaciones conectando ·las 

variables del problema mediante el uso de 

herramientas matematicas (proporcionalidad, 

relaciones lineales y no lineales, relaciones 

empiricas, ecuaciones diferenciales, matrices, 

probabilidad, distri~~ciones estadisticas, etc.) 

ii). Obtener la soluci6n matematica del modelo, mediante el 

uso de metodos algebraicos y/o numericos, calculos y 

graficos. 

iii) Interpretar la soluci6n matematica. Esto se puede 

lograr al examinar los resultados mate'maticos y al 

responder a las dos siguientes interrogantes, e,los 

valores de las variables son del signo y tamafio 

adecuado? y Gestos valores aumentan o decrecen cuando 

deben?. 
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La identificaci6n de los procesos de u~ sistem~ involucra un 

alto grado de 6reatividad, siendo la expresi6n de la situaci6n 

entera en terminos simb6licos, una meta a alcanzar. Entonces, el 

mundo real llega a ser un modelo matematico en el cual las 

cantidades reales y los procesos son reemplazados por simbolos y. 

operaciones matematicas. Una identificaci6n inapropiada entre el 

mundo real y el mundo matematico conduce a resultados inutiles. 

Se debe enfatizar que la construcci6n de un modelo matematico no 

es muy singular; puede haber muchos modelos matematicos para una 

misma situaci6n real. En tales circunstancias pued~ suceder que 

uno de los mode los puede ser mej or, en cierto senti do, que 

cualquiera de los otros (Maki y Thompson, 1973). 

Para cumplir con las actividades inicialmente planteadas da 

esta fase, a continuaci6n se describen las subfases principales 

del proceso de construcci6n de modelos. 

2.3.2.1 Toma de datos. 

Un examen de los origenes de cualquier campo cientifico, 

indica que una disciplina comienza con un conjunto de 

observaciones y experimentos. Es natural entonces, que las 

primeras etapas en cuantificar un estudio asi como en lq 

construcci6n de un modelo, que es el tema que ahora se ocupa, 

deberia involucrar la colecci6n, presentaci6n y tratamiento de 

datos. Un tratamiento estadistico de datos puede ser bastante 

elemental · involucrando el listado, clasificaci6n y un poco de 
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calculos sencillos, aunque tambien puede ser complejo (Maki y. 

Thompson, 1973). 

De las variables del media y biol6gicas se deben seleccionar 

los factores mas significativos para ser incluidas en el 

analisis. Se debe recalcar que el aumento del numero de variables 

conducen, al mismo tiempo, a dificultades y altos costas de 

procesamiento de datos. Consecuentemente, deberi.a haber algun 

criteria para tamar la decision sabre los factores a considerar 

(Ban, 1988). 

El primer requerimiento es una lista de factores relevantes 

al objetivo y factores hipoteticamente relacionadas a estos. Las 

formas nu~ericas mas usuales son: binario, ordinal, descriptive, 

discreta y continua. 

Por la trascendencia que tiene el proceso de toma de datos 

en cuanto a las caracteri.sticas finales del modelo construido es 

pertinente considerar algunas de sus cualidades. En primer luga~ 

debe recordarse que es este proceso el que con mayor frecuencia 

concentra la parte mas significativa del presupuesto de recursos 

econ6micos del proyecto de investigaci6n, particularmente en los 

casas de · medici6n exhausti va. La importancia econ6mica de la 

medici6n, en combinaci6n con la variaci6n natural de los 

parametres que se estiman, genera el principal componente del 

error del modelo matematico. En segundo termino debe senalarse 

que los sistemas de medici6n frecuentemente recurren a 
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procedimientos indirectos para cuantificar las variables (por 

ejemplo el caso del volumen del rodal que es estimado 

indirectamente, por medio del area basal y la altura media), asi 

como de indices y estimadores para las variables de dificil 

representaci6n cuantitativa (por ejemplo area basal como 

estimador de la densidad) (Mendoza, 1983) . 

Los modelos de cualquier clase, independientemente de su 

refinamiento y aproximaci6n para representar el sistema r~al, 

pueden ser de poco valor si no estan apoyados en una base de 

datos confiables. 

Algunas veces se construye un modelo segun la hip6tesis de 

que puedan asegurarse ciertos datos, pero la busqueda posterior 

puede comprobar que tal informacion es dificil de obtener. En 

este caso puede ser necesario reconstruir el modelo para manejai 

la ausencia de datos. Por consiguiente, la disponibilidad de 

datos puede tambien tener un efecto directo sobre la aproximaci6n 

del modelo. 

Se ha recurrido a formas de analisis cada vez mas complejas, 

como lo ilustra Nevarez et al (1986) para subsanar las carencias 

de sus datos. Tambien se ha recurrido a la teoria ecol6gica 

cuantitativa del crecimiento y de poblaciones, como es el caso de 

Franco y Sarukhan (1979) pero con poco avance, al menos en cuanto 

a crear herramientas con potencial de aplicaci6n (Islas y 

Mendoza, 1992) . 
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La informacion puede obtenerse de medidas repetidas en areas 

de muestreo en periodos anuales. En areas bajo manejo continuo y 

estable es posible acumular buena informacion de crecimiento, 

superior a cualquier otra fuente. Para recabar informacion se 

requiere tiempo y dinero. La fuente de datos y el costo pueden 

cambiar el metodo de estimacion empleado (Davis, 1966). 

El manejador forestal no deberia tener prejuicio acerca de 

los metodos de estimacion del crecimiento; hay un numero de ellos 

de amplia variedad de tipos. Cada una es usada bajo ciertas 

condiciones y tienen ciertas ventajas y desventajas. Un predictor 

deberia tener un buen conocimiento general de metodologias y us~ 

o adaptacion, si es necesario, y asi situar el mejor metodo a la 

necesidad particular. Finalmente, esto no sustituye todavia, para 

cerrar la observacion y conocer la conducta del arbol y rodal, la 

aplicacioh de un buen juicio y medicion (Davis, 1966) . 

El muestreo es una alternativa de la experimentacion en 

situaciones donde las variables que entran en el modelo no pueden 

ser controladas por el investigador . En estudios de crecimiento 

y rendimiento esta condicion se aplica principalmente a las 

variaciones de sitio. Los tipos de bosque pueden controlarse al 

seleccionar las areas experimentales o al establecer los tipos de 

bosques deseados; la densidad de los rodales puede ser controlada 

por operaciones silvic ~ -~urales y de aprovechamiento . 
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Los experimentos son generalmente mas eficientes, y por lo 

tanto menos onerosos que el muestreo, para una determinada 

exactitud. y precision de la prediccion. Sin embargo, se necesitan 

datos de ambos tipos, si las variaciones de sitio van a incluirse 

efectivamente en el modelo. 

Los efectos reales de las operaciones de aprovechamiento son 

tambien muy dificiles de simular experimentalmente y normalmente 

se determinan por un programa de muestreo, efectuado 

inmediatamente despues ael aprovechamiento. 

A continuacion, se mencionaran algunas fuentes de 

informacion que se emplean en investigaciones del crecimiento de 

arboles y masas forestales. 

PARCELAS TEMPORALES 

Las parcelas o sitios temporales se usan primordialmente 

para la estimacion de relaciones independientes del tiempo. Sin 

embargo, esta distincion no es tan clara, ya que existe. la 

posibilidad de determinar relaciones dependientes del tiempo con 

la informacion de los anillos de crecimiento, en situaciones 

donde estos existan. Donde los anillos anuales esten claramente 

presentes, pueden realiz.arse los estudios en parcelas temporales 

en lugar de parcelas permanentes. 
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PARCELAS DE MUESTREO PERMANENTES 

Muchos forestales consideran los datos obtenidos de parcelas 

o sitios de muestreo permanentes como la contribuci6n mas 

importante para los modelos de crecimiento y rendimiento. Aunque 

esto es verdad en muchos casos, los experimentos deben 

considerarse como una adici6n necesaria para introducir 

tratamientos extremos que no se encuentran en el bosque. Tambien 

la medici6n de anillos significa una alternativa a las mediciones 

en parcelas de muestreo permanentes. 

No es posible definir el numero de parcelas de muestreo 

permanentes requeridas desde un punto de vista puramente 

estadistico. La precision de un modelo, ajustado a datos de 

parcelas de muestreo permanentes, dependera de la localizaci6n de 

las parcelas, de la duraci6n de las mediciones posteriores, asi 

como de las covarianzas de las diferentes variables predictoras 

y coeficientes en el modelo ajustado. 

La experiencia sugiere sin embargo, que aproximadamente 100 

parcelas que cubran las variaciones de sitio y el desarrollo 

hist6rico del rodal pueden ser suficientes en un determinado tipo 

de bosque o en una plantaci6n, a menos que haya evidencia de 

diferentes patrones de crecimiento sobre una parte de la zona de 

estudio. 
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Las parcelas de muestreo permanentes deben ubicarse en 

sitios pobres, sitios promedios y sitios buenos. Asi tambien e~ 

rodales de baja densidad, de densidad promedio y muy densos. 

La frecuencia de las mediciones de las parcelas de muestreo 

permanentes dependera de la tasa de crecimiento de los arboles. 

En las parcelas nuevas es provechoso efectuar la segunda medici6n 

despues de un lapso de tiempo mas corto que el normal, con el fin 

de utilizar lo mas rapidamente posible los datos de crecimiento 

que suministren. 

La epoca de las mediciones debe tomar en cuenta los efectos 

estacionales. Si existe una estaci6n de crecimiento definida, las 

mediciones deben efectuarse despues de dicha estaci6n. En 

cualquier· caso, una parcela determinada debe medirse en el mismo 

mes, cuando las mediciones son anuales, para permi tir 

comparaciones y estimaciones de crecimientos anuales. 

Clasificaci6n de los si tios (parcel as) permanentes (Mas, 

1969; citado por Adlard, 1983): 

1 . SPIB. Sitios permanentes de muestra para investigaci6n 

bioecol6gica. 

2. SPES. Sitios permanentes de muestra para experimentaci6n 

silvicola. 
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3. SPOF. Sitios permanentes de muestra para ordenaci6n 

forestal que incluyen: 

a) Sitios permanentes de muestra para incremento 

b) Sitios permanentes de muestra para prod~~ci6n 

4. SPIS. Sitios permanentes para investigaci6n silvicola 

5. STM. Sitios temporales de muestreo 

6. IFC. Inventario forestal continuo 

La mayor parte de los datos necesarios para estimar la 

variaci6n de la producci6n en el pais, provendra de sitios del 

Inventario Forestal Continuo IFC y de otras investigaciones ya 

establecidas en varias unidades · forestales. Los disefios de 

inventarios forestales estan orientados principalmente para 

obtener estimaciones confiables de las masas boscosas en relaci6rr 

a las superficies que ocupan . Sin embargo, mucha de la 

informacion obtenida puede ser util en estudios de crecimiento y 

rendimiento. 

Generalmente es ineficiente, requerir mediciones de 

parametres en todas las parcelas del inventario forestal para las 

predicciones de crecimiento y rendimiento. Es preferible 

seleccionar un conjunto de parcelas para mediciones mas 

detalladas. 
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Sin investigaciones en sitios permanentes para tratar de 

en tender el comport ami en to del arbol como un indi viduo o una 

poblaci6n que crece bajo condiciones cuantificadas en cuanto a 

luz, agua y nutrientes dentro de un ecosistema forestal, nunca 

podremos escapar del empirismo en la actividad forestal. 

El iniciar una discusi6n sobre el modelado del crecimiento 

forestal puede darnos el marco para ordenar nuestros estudios y 

evitar inventarios y mediciones ineficientes que constituyan un 

despilfarro para la investigaci6n silvicola. 

A pesar de los estudios extensivos de los procesos 

fisiol6gicos y ecol6gicos de masas forestales y arboles 

individuales en los ult·imos 100 aii.os, la mayoria de los procesos 

de crecimiento que se aplican en la practica se han quedado en la 

fase empirica. 

La situaci6n nacional del modelado silvicola es altamente 

satisfactoria en cuanto a los aspectos academicos, pero la 

posibilidad de materializar estas ventajas academicas en modelos 

complejos y eficientes ha sido y posiblemente seguira siendo 

seriamente restringida por la carencia de datos de parcelas 

permanentes y parcelas experimentales. Todos los modelos 

actualmente publicados en Mexico sufren esta limitante (Cano y · 

Nevarez, 1979; Franco y Sarukhan, 1979; Torres, 1984; Mendoza, 

1985; Nevarez et al, 1986; citados por Islas y Mendoza, 1992). 
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Es evidente que en el futuro inmediato la investigacion. 

nacional y mundial en materia de modelado silvicola se apoyara en 

bases de datos mas confiables, tomando como base la investigacion 

sil vi cola empirica . Los rodales de donde provengan los datos 

deben estar manejados sistematicamente y la historia del manejo 

debe estar lo suficientemente documentada para que las 

inferencias estadisticas sabre los procesos de crecimiento y 

reproduccion de la masa puedan apoyarse en explicaciones 

biologicas con amplio soporte empirico (Islas y Mendoza, 1992). 

2.3.2.2 Analisis preliminar de la informacion. 

En el analisis preliminar de la informacion, los datos de 

campo soh codificados, ordenados, almacenados, corregidos, 

complementados, sintetizados y elaborados hasta el punta de tener 

los valores de las variables que alimentan al modele en un 

formate apropiado para su empleo inmediato (Mendoza, 1983). 

Las numerosas tecnicas existentes para el manejo preliminar 

de la informacion son de tal naturaleza que, para problemas 

teoricamente simples, permiten detectar una solucion definitiva, 

sin que haya necesidad de mayor elaboracion sabre el modelo 

matematico. Entre las tecnicas de analisis preliminar de mayor 

capacidad pueden anotarse algunos paquetes de manejo de 

informacion como el SAS que representa opciones de edici6n 

relativamente refinadas . Mediante paquetes de programas SAS es 

posible · almacenar la informacion de campo que es facilmente 
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manipulable. 

El procesamiento preliminar de la informaci6n·tambien suele 

incluir, en los modelos complejos, la busqueda inicial de 

relaciones entre las numerosas variables. Exist en dos 

procedimientos basicos para este prop6sito, el primero de los 

cuales seria de tipo estadistico y el segundo en cuanto a resumir 

la informacion mediante procedimientos de clasificaci6n. 

Despues del registro de datos se ejecutan estimaciones del 

grado de asociaci6n probable entre parejas de variables; esto es 

generalmente por via de tecnicas de correlaci6n .· El detectar 

correlaci6n entre variables puede tener dos fines, uno en cuanto 

a evadir la colinearidad y otros problemas de manejo de datos, 

que se presentaran al construir el modelo, para lo cual se 

buscara, ya sea eliminar una de las variables correlacionadas d 

bien, de condensarlas en un indice que abarque el comportamiento 

de ambas. El otro fin seria en cuanto a dar una idea inicial de 

la constituci6n del modelo, lo cual se logra al analizar la 

influencia de las diversas variables en el comportamiento general 

del proceso estudiado, esto es, sabre las variables dependientes. 

De hecho, si se tratara de relaciones del tipo lineal entre las 

variables, y las variables a explicar fuesen independientes unas 

de otras, este primer esbozo de modelo puede ser ya el modelo 

definitivo; pero desde luego tal simplicidad es improbable con 

fen6menos ecofisiol6gicos como el crecimiento. 
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T~cnicas de clasifi c aci6n como serian el an~lisis de 

conglomerados, dendrogramas, an~lisis de componentes princir:-ales, 

y otras, han rebasado su funci6n de macanismos de agrupaci6n y se 

han conve :---: i do en herramientas para detectar patrones de 

asociaci6n y de comportamiento de variables 0 La raz6n de tal 

capacidad analitica reside en la posibilidad de utilizar, 

arbitrariamente, una diversidad de criterios de agrupamiento y 

clasificaci6n de datos, adem~s de que los ~ datos pueden ser 

observaciones o mediciones de un sitio, o bien observaciones de 

una misma variable en sitios que presenten determinada secuencia 

caracteristica 0 En este sentido, los procedimientos de 

clasificaci6n son muy utiles en cuanto a condensar un conjunto 

amplio de datos en unas pocas variables (por ejemplo en 

componentes principales) tarnbi~n es posible que se deduzcan 

patrones de asociaci6n clasificando sitios en base a la 

caracteristica que el an~lisis estadistico detecte como fuerte 

correlaci6n, asi como patrones de comportamiento din~mico si los 

datos, en lugar de clasificarlos en cuanto a su arreglo espacial, 

se arreglan en cuanto al tiempoo 

2.3.2.3 Construcci6n del modelo. 

Una vez contando con una masa de datos semiprocesados y 

alguna informaci6n en cuanto a las posibles relaciones entre las 

variables, el paso inmediato suele ser el proceso mismo de 

construcci6n del modele . Siguiendo la secuencia del tipo m~s 

comun de modele, el estudio integrado, que presenta gran cantidad 
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de variables involucradas, entonces a partir de la descripci6n 

conceptual del proceso en estudio se han de deducir las funciones 

basicas que el modelo debe simular. 

Si existe la posibilidad de describir en detalle las 

funciones basicas que el modelo debe simular, entonces la 

descripci6n conceptual del proceso puede ser la clave para 

definir el tipo de ecuaciones que han de representar a cada 

funci6n. En este punto es de gran importancia la destreza que 

posea el investigador en cuanto a crear funciones matematicas con 

determinadas caracteristicas (curvas cuadraticas, hiperbolas, 

elipses, etc.) , tanto para representar adecuadamente ·los 

fen6menos~ como para armonizar las diferentes ecuaciones en un 

conjunto soluble, c6m6damente manej able y compatible con la 

naturaleza de los datos de campo. En un plano mas avanzado, tres 

cualidades adicionales de las ecuaciones de un modelo serian 

deseables, la elegancia matematica, la belleza estetica del 

modelo , . la economia en el uso de elementos que requieren 

cuantificaci6n en campo. Para lograr estos efectos, el 

investigador puede recurrir a toda la gama de variantes en la 

expresi6n del lenguaj e matematico, asi sean polinomi·os, 

ecuaciones de diferencia, continuas, algoritmos numericos, redes, 

ecuaciones sujetas a funciones de probabilidad, etc. (Mendoza, 

1983; Alder, 1980). 

En cuanto al metodo detallado por medio del cual se llega a 

las ecuaciones que componen al modelo matematico, es natural que 

80 



existan tanto s camino s c omo e n cualquier otra disciplina. Des 

procedimientos contrast a::t es 1 que son los mas usados 1 pueden 

ejemplificar el punta. Una opcion para el modelado es simplemente 

el utilizar ecuaciones del tipo que a juicio del investigador 

tienen un comportamiento que refle j a la concepcion teorica del 

fenomeno 1 

poblacion 

model ado 

tal como seria en el case de la supervivencia de una 

coetaneal que suponiendose descendentel ha side 

en numerosas ocasiones con ecuaciones logisticas 

negativas que dan el efecto de J ~~vertida 1 o bien usar tipos de 

ecuacion cuya grafica asemeje el patron de distribucion grafica 

de las observaciones de campo sabre la variable que se modela1 

tal como ha ocurrido para el crecimiento en altura y la calidad 

de estacion . La posicion alternante puede darse si se abandona 

todo intento de captacion subjetiva de los patrones de 

comportamiento de las variables y se opta por usar programas 

estadisticos de computo que tengan rutinas de busqueda de los 

modelos de mejor ajuste 1 tales como la regresion paso a paso y 

otras tecnicas semejantes (Hann i 1978; citado por Mendoza, 19g3) . 

En el proceso cognoscitivo para la construccion de un modele 

se presenta una disyuntiva que refleja tres diferentes actitudes 

del investigador: 

En primer termino se puede partir de no hacer mas 

suposiciones que las implicadas en la lista de variables de 

campo, y por procedimientos analiticos 1 generalmente de caracter 

estadistico, deducir la fuerza de asociacion entre ellas Y de 
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alli las posibles relaciones y procesos que son los motores de la 

dinamica del fen6meno en estudioo 

Una segunda alternativa incluye el transformar, utilizando 

las variables seleccionadas , ala descripci6n verbal del fen6meno 

en una secuencia ordenada de ecuaciones cuyo comportamiento sea 

un reflej.o de la dinamica supuesta del fen6meno 0 Despues, se 

identificaran dentro de las ecuaciones, las const~ntes y otros 

parametros que necesariamente deban tener valores numericos 

especificoso En base ala descripci6n verbal, a los antecedentes 

y otras ideas preliminares sobre el fen6meno, es necesario 

traducir el significado matematico de estos valores a termino~ 

biol6gicos que han de ser medidos 0 A cambio del riesgo que 

implica la intervenci6n verbal a lenguaje matematico, esta forma 

de construcci6n de modelos ofrece el atractivo de una medici6n de 

campo corisiderablemente mas reducida y barata que la primera 

opci6no 

Por ultimo, es posible seguir la secuencia anterior hasta 

tener el modelo matematico, pero a diferencia, esta nueva opci6n 

no requiere medir directamente en campo a sus parametroso En s~ 

lugar la medici6n se encuentra en la dinamica global del 

fen6menoo Mediante procedimientos matematicos iterativos, se 

manipulan los 

resultados de 

parametros basicos del modelo hasta que los 

las ecuaciones reproduzcan aceptablemente la 

dinamica global del fen6meno o 
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Taha (1986), sefiala que despues de que se construye un 

modelo matematico puede ser necesario simplificar el modelo de 

tal manera que sea analiticamente tratable. Algunas de las 

simplificaciones comunes incluyen: 

1. Convertir las variables discretas en continuas. La 

matematica continua generalmente es mas facil tanto desde el 

punto de vista analitico como de c6mputo. 

2. Linealizar funciones no lineales. Las funciones no 

lineales en un modelo, frecuentemente requieren un metodo 

complejo de soluci6n. Las tecnicas de c6mputo mas poderosas 

estan asociadas a modelos en los que todas las funciones son 

lineales. Ademas, . las tecnicas para mode los. no lineales 

estan basadas en aproximaciones con modelos lineales. 

3. Eliminar algunas de las restricciones. Cuanto mayor es el 

numero de restricciones, menos eficiente es el modelo. 

Como un resultado de las tres recomendaciones para el 

sistema original, uno debe estudiar el efecto de esta 

simplificaci6n adicional sobre la calidad de la soluci6n 

obtenida. 

El procedimiento de ajuste de un modelo puede ser 

estadistico, usando por ejemplo regresi6n lineal, o puede ser 

subjetivo, trazando lineas a traves de los datos registrados en 
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graficos. Si se requiere, estas curvas hechas a mano pueden 

expresarse posteriormente como ecuaciones. Los tipos de curvas 

dibujadas o de ecuaciones ajustadas ~ueden basarse en una ley 

natural de .crecimiento, o pueden ser empiricos, en cuyo caso las 

funciones o ecuaciones de ajuste se escogeran unicamente por su 

habilidad para representar una forma determinada (Alder, 1980). 

Torres, Acosta y Magana (1992) senalan que las pruebas para 

indicar la bondad de ajuste si se trata a la curva de crecimiento 

como una funci6n de distribuci6n, son: 

1. Raz6n de verosimilitud 

2. Prueba de Kolmogorov-Smirnov (KS) 

3 . Prueba de Cramer-von Mises (CM) 

4 . Prueba Anderson-Darling (AD) 

5. Prueba de ji-cuadrada de Pearson 

y otros criterios de bondad que no incorporan niveles de 

confiabilidad son: 

6. Diferencia maxima entre · el valor media observado y el 

valor media predicho. 
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7. Suma de cuadrado s de las diferencias 

El desarrollo de modelos ha sido mas hacia la utilizaci6n 

de metodos y maquinaria de calculo cada vez mas complejos que en 

un mayor conocimiento de los fen6menos biol6gicos responsables de 

estos procesos de crecimiento (Franco, 1983). 

Si el prop6sito es, no solamente predecir de manera precisa 

la productividad natural de los bosques, sino ademas, entender 

claramente cuales son las relaciones funcionales que gobiernan 

esta productividad, las investigaciones deberan de conducirse por 

un camino mas rico en informacion ecofisiol6gica detallada 

(Franco, 1983). 

2.3.3 Validaci6n del modelo. 

En el area del modelado se define verificaci6n como una 

comprobaci6n del modelo con los mismos datos que fueron 

utilizados para generar el modelo y validaci6n como una 

comprobaci6n del modelo con un grupo de datos que no haya sido 

utilizado para ajustar ninguna de las funciones del modelo (Bruce 

y Wensel, 1987, citado por Hughell, 1991; Alder, 1980)). La 

validaci6n es literalmente hablando, el proceso de determinar si 

un modelo verdaderamente represent a, de un modo u otro, la 

realidad (Alder, 1980). 
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La validaci6n es la primera prueba para un modelo 

matematico, la cual consiste en un proceso repetitivo de 

correcci6n y ajuste del mismo de manera que cada una de sus 

ecuaciones demuestre tener las bases te6ricas que'el modelo se 

supone, asi como el reflejar de modo aceptablemente preciso la 

dinamica real de la variable que represent a. Ademas, todo el 

conjunto del modelo debe tener resultados que no defieran de 

manera importante de los resultados que se obtengan de mediciones 

' de campo independientes y que no hayan sido incluidas en la base 

de datos que se us6 en el aj uste del modelo . Naturalmente ,. el 

punto central en la validaci6n y calibraci6n de los modelos 

matematicos es determinar la calidad de su construcci6n en cuanto 

a que se ajuste a las especificaciones del diseno y en cuanto a 

que permita la realizaci6n de objetivos altimos para los que fue 

creado (Mendoza, 1983 ) . 

En el proceso de validaci6n queda implicita la determinacion 

y cuantificaci6n de las caracteristicas generales del modelo 

tales como la precision, confiabilidad, exactitud, plasticidqd y 

sobre todo generalidad. Est a a1 tima caracteristica es la que 

define si el modelo es valido s6lo para su propia base de datos, 

para todos los lugares similares, s6lo en un periodo de tiempo o 

indefinidamente (Mendoza, 1983 ). 

Mendoza (1983) identifica en los modelos las siguientes seis 

cualidades: Generalidad, Complejidad, Realismo, Precision, 

Exactitud, Confiabilidad, Validez y Elasticidad 
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II 

A continuaci6n se detallan las anteriores cualidades ya que 

estas determinan segun Mendoza (1 983 ) el alcance de utilizaci6n 

de los modelos. 

1. Generalidad. Es la medida en que un determinado modelo 

puede ser utilizado validamente en el estudio de procesos . 

El caso del crecimiento, modelado como una curva sigmoide, 

es un ejemplo de modelo de amplia generalidad, puesto que, 

usando los valores numericos apropiados a cada caso, puede 

representar para una diversidad de fines el desarrollo de 

casi cualquier masa coetanea. 

2. Complejidad. Es esta cualidad el resultado del numero de 

variables en el modelo, asi como el numero y el tipo de 

ecuaciones. La importancia de esta caracteristica reside en 

los problemas que la complejidad pueda causar en cuant.o a 

c6mputo y a acumulaci6n de errores. Aunque, por otra parte, 

un modelo complejo puede incluir mayor cantidad de recursos 

de lenguaj e matematico, a la disposici6n del' investigador 

para aumentar el realismo del modelo. 

3. Realismo. Se trata de una medida de similitud entre el 

modelo y el patron. En general los modelos de simulaci6n~ 

como en el caso del mode~o de Mitchell ( 1975) (Mendoza 1 

1983) I son mas realistas que los modelos predictivosl ya.que 

ademas de reproducir la dinamica general del crecimientol 

limitan tambien los componentes que dan lugar a esta 

87 



dinamica como lo es, por ejemp l o, el proceso de acumulacio~ 

de anillos de crecimiento en arboles indi viduales, 

dependiente de la fotosintesis neta, mientras que en otros 

modelos estos procesos se aglutinan en una sola ecuacion de 

crecimiento de toda la masa del rodal. 

4. Precision, exactitud y confiabilidad. Estos componentes 

son parte importante i e la determinacion de la calidad del 

modelo. Ellos indican el grado de aproximacion con que el 

modelo reproduce los resultados de la realidad, tanto en 

margen de error como en fidelidad y consistencia entre 

repeticiones de pruebas. Naturalmente, no existen normas 

absolutas de calidad en cuanto a resultados o predicciones 

en modelos, sino que es en funcion de la naturaleza de los 

objetivos que se establecen limites holgados o estrictos 

para la precision, exactitud y confiabilidad de los datos. 

5. Validez. Con este termino se designa a la longitud del 

horizonte de tiempo para el cual un modelo genera resultados 

validos. En este sentido, un modelo basado en remediciones 

de crecimiento de un solo sitio, durante 10 afios, no seria 

valido para predecir la produccion de madera a 100 afios. 

6. Elasticidad. La plasticidad de los modelos representa una 

estimacion de versatilidad en las aplicaciones. Se entiende 

que si un modelo fue construido para reproducir la dinamica 

de una especie forestal y bajo unas alteraciones menores, se 
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le puede usar para otras especies 1 o si fue creado para 

predecir reacciones a aclareos 1 pero se le adapta para 

detectar patrones evoluti vos de la especie 1 entonces se 

trata de un modelo plastico. 

El resultado final del proceso de validaci6nl ademas del 

perfeccionamiento de la estructura del modelo 1 consiste en un~ 

serie de advertencias o supuestos baj o las cuales se puede 

emplear el modelo. 

La · validaci6n puede demostrar debilidades en el 

comportamiento del modelo 1 lo cual conducira a mejorar su 

estructura o a la necesidad de recolectar mas datos de campo. Los 

experimentos con modelosl inclusive aquellos completamente 

invalidos 1 pueden conducir a conceptos alternatives de disenos 

experimentales y de recolecci6n de datos. 

Para Alder (1980) I la validaci6n de un modelo cumple con 

cuatro funciones importantes: 

1. Probar hip6tesis. Determinar si los datos independientes 

confirman o contradicen las predicciones dadas. 

2. Definir el ambito de sitios y condiciones donde se puede 

aplicar el modelo con cierta confiabilidad. 

3. Calibrar el modelo si es necesario. 
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4. Incrementar la confianza de los usuarios potenciales del 

modelo. 

Y para cumplir con las funciones anteriores, el proceso de 

verificaci6n/validaci6n se real i za en tres fases: 

1. Evaluar las componentes individuales del modelo, para ver 

si cada una tiene un comportamiento 16gico. 

2. Evaluar el comportamiento global del modelo en diferentes 

situaciones. 

3. Realizar una prueba estadi.stica y obj eti va con datos 

independientes, o sea la validaci6n propiamente dicha. 

La primera fase se realiza durante el desarrollo de las 

ecuaciones para la estimaci6n de los parametros del rodal. La 

segunda mediante la incorporaci6n de todas las ecpaciones para 

formar el modelo global y la confecci6n de tablas de rendimiento. 

Finalmente, la prueba estadi.stica se debe realizar con un grupo 

de datos independientes de los usados en el desarrollo del 

modelo. 

Si se considera necesario despues de la validaci6n, se 

pueden agrupar los datos utilizados para desarrollar el modelo y 

los de la validaci6n para recalibrar los coeficientes del modelo 

y asi., se aprovec~a una muestra de datos mas grand~. 
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La validacion del o los modelos, en esencia, es la 

realizacion de una prueba estadistica con datos independientes, 

basada en un analisis de los errores residuales, comparando .los 

valores predichos o esperados y los valores observados para cada 

medic ion. El anal isis de los residuos (valores observados 

valores predichos) se puede realizar calculando con el modelo el 

valor de las variables: numero de arboles vivos, diametro, altura 

y produccion (volumen o biomasa) por medicion, y calculando la 

diferencia entre estos valores calculados y los valores reales 

observados. Las estadisticas que resumen la evaluacion de los 

residuos son: el numero de mediciones analizadas, el promedio de 

las diferencias absolutas o cuadradas, la desviacion estandar de 

las diferencias, y el coeficiente de variacion (cv), con base en 

el valor medio observado. 

El promedio de las diferencias indica si existe un sesgo 

(una tendencia de subestimar o sobreestimar los valores 

observados) para los valores calculados con el modelo. Con una 

muestra representativa el promedio casi siempre es cero o muy 

cerca a cero por ser de regresiones de minimos cuadrados con 

modelos que poseen interceptada. 

La desviacion estandar representa la dispersion o precision 

de las predicciones con respecto al promedio. El coeficiente de 

variacion (cv) representa la misma precision o dispersion, pero 

en relacion con el promedio de los valores observados; este valor 

es util · para comparar la precision respecto al tamafio promedio de 
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la variable a pronosticar. 

Hughell (1991), senala que los coeficientes de variaci6n son 

del 15% para las variables numero de arboles 1 diametro y la 

altura, y mas del doble de este para la biomasa o el volumen. 

Esto debido al efecto adi t i vo de los errores del numero de 

arboles, altura y diametro utilizados en el calculo de la biomasa 

o el volumen. 

La c;tplicabilidad del modelo es mayor cuando los datos 

provienen de muchos y a la vez diferentes sitios, aunque esto 

aumenta la dispersion de los residuos. 

Los errores residuales de un modelo generalmente tienden a 

incrementarse a medida que las variables predictoras se acercan 

a sus valores extremos. Esto parece especialmente cierto cuando 

los datos de validaci6n cubren una gama de sitios, edades y 

condiciones de crecimiento mas amplia que la de los datos usados 

en la construcci6n del modelo (Alder, 1980). 

Sin embargo, habra que establecer limites a 'los datos de 

validaci6n, del mismo modo que fueron establecidos a los datos 

usados en la construcci6n del modelo. Es importante, como parte 

del proceso de validaci6n, examinar el comportamiento del modelo 

fuera de estos limites y estimar, para cada tipo de variable 

predictora, un intervalo de valores fuera del cual las 

predicciones del modelo se vuelven obviamente imprecisas e 
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inutiles. 

Esto es importante porque muchas de las aplicaciones de loe 

modelos de crecimiento y rendimiento pueden tener lugar en 

situaciones, en las cuales los valores absurdos no se detectan de 

inmediato. Por ej emplo, como parte de un modelo sectorial de 

economia ·forestal o como un componente en un programa para 

calcular planes de cortas. 

En la validaci6n deben tenerse siempre en cuenta los 

siguientes puntos: 

Los modelos de predicci6n se aproximaran mas a la realidad 

a medida que se incrementen los esfuerzos en la recolecci6n 

de datos y en la construcci6n del propio modelo. 

- E~ algun momento, el esfuerzo involucrado para obtener mas 

datos o para crear un modelo estadisticamente mas solido es 

mas costoso, que la mejora marginal garantizada por las 

predicciones del modelo. 

- Los modelos forestales no tienen un grado uniforme de 

error sobre el intervalo completo del comportamiento que 

predicen, pero pueden ser mas o menos precisos en diferentes 

intervalos de las variables predictoras. 
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El proceso de validaci6n puede ser mas costoso y consumir 

mas tiempo, que la construcci6n del modelo. Puede ser necesario 

la realizaci6n de experimentos especiales para comprobar el 

modelo, y tambien la construcci6n de sistemas de procesamiento de 

datos que permitan la validaci6n por comparaciones en un gran 

numero de parcelas. A veces se requeriran considerables analisis 

estadisticos para estimar las covarianzas de los errores 

residuales. 

Para validar un modelo, su comportamiento debe compararse 

con observaciones de situaciones reales cuya historia y 

tratamiento sean perfectamente conocidos. Estos datos pueden 

llamarse datos de validaci6n, y obtenerse de parcelas de muestreo 

permanentes o temporales o de experimentos. Existen usualmente 

dos situaciones distintas respecto a los datos de validaci6n: 

- Los datos usados para validar el modelo son los mismos que 

se utilizan para construir las diferentes funciones que 

forman parte del modelo. Esto puede llamarse autovalidaci6n. 

- Los datos usados en la validaci6n del modelo no han sido 

utilizados para estimar ninguno de los parametros de las 

funciones del modelo. Esta situaci6n puede denominarse 

validaci6n independiente. 

La autovalidaci6n es particularmente peligrosa con un numero 

pequeno de observaciones y con mode los muy complej os. Con modeloe 

94 



simples (quiza solo una o dos funciones) y con gran cantidad de 

datos de comparacion puede ser muy aceptable. 

La validacion independiente es un procedimiento mucho mas 

satisfactorio desde cualquier punto de vista. Da una imagen 

completa de cuan efectivo es el modelo como instrumento de' 

prediccion. La principal dificultad de la validacion 

independiente es que se necesita una considerable cantidad de 

datos, que deben ignorarse cuando se construye el modelo. 

Probablemente el mejor procedimiento, ampliamente adoptado por 

los sistemas que modelan comunidades, es el de dividir el 

conjunto de datos en dos partes iguales por un proceso aleatorio 

o sistematico y usar la mitad de los datos para la construccion 

del modelo y la otra mitad para su validacion. 

Desafortunadamente, hay un cierto traslape entre 

autovalidacion y validacion independiente. Es posible const~uir 

un modelo usando un tipo de informacion de un conjunto de datos 

de parcelas o de experimentos y validarlo usando otro tipo de 

informacion, estadisticamente independiente, de las mismas 

parcelas. Una validacion parcialmente independiente de esta 

naturaleza debe ser considerada menos satisfactoria que una 

validacion totalmente independiente, pero mas indicadora de la 

validez de un modelo que la autovalidacion. 
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Hay una serie de razones por las cuales los modelos pueden 

comportarse err6neamente cuando se validan: 

1. El conjunto de datos originales puede representar un 

patron diferente de comportamiento del crecimiento qu~ el 

conjunto de datos con el cual se prueba. 

2. Se han utilizado en la construcci6n del modelo metodos 

inapropiados de ajuste de las ecuaciones. 

3. Algunas de las funciones ha podido extrapolarse durante 

la comprobaci6n con lo cual los datos de la validaci6n han 

entrado en un intervale donde son imprecisos. 

4. Si el modelo abarca un sistema de ecuaciones puede 

volverse inestable cuando se trata como conjunto, a pesar de 

que cada una de las funciones en forma aislada puede ajustar 

los datos adecuadamente. 

5. Pueden haber varias clases de errores humanos durante la 

transcripci6n o aplicaci6n de las diferentes ecuaciones o 

graficos. 
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2.3.4 Utilizaci6n del modele. 

Los modelos son usados para predecir el funcionamiento de un 

sistema conceptual, es decir, los sistemas que · no han sido 

estructurados; tambien son empleados para resumir un conjunto de 

datos. En muchos casos al final de un experimento el investigador 

tiene un numero grande de observaciones. Un metoda conveniente 

para resumir estos numeros es encontrar un miembro de u~a familia 

general de distribuciones que puedan representar a _os datos 

(Shapiro y Gross, 1981 ) . 

En la medida que el uso de los modelos matematicos se ha 

venido generalizando, el conocimiento del potencial tecnico de 

estos se ha ido difundiendo progresivamente, ocasionando por un 

lado, una mayor apreciacion de las buenas cualidades de los 

modelos matematicos, pero de otro lado se han fomentado ciertos 

abusos y malos entendidos, en lo general derivados de la enorme 

comodidad de manipulacion de los modelos, una vez que han sido 

programados en computadoras, y tambien porque la informacion 

acerca de los detalles internos de los modelos, ha sido mucho 

menos difundida que la informacion e instrucciones de empleo 

(Mendoza, 1983). 

Franco (1983) refuerza lo anterior, al senalar que se 

detecta que el desarrollo de modelos se ha dado mas en la 

utilizacion de metodos y maquinaria de calculo cada vez maS' 

complicados que en un mayor conocimiento de los fenomenos 
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biol6gicos responsables de por ej emplo los procesos de 

crecimiento. 

Aunque pareciese obvio, es conveniente recalcar que una de 

las razones que ha dado auge al desarrollo de modelos es que se 

trata de herramientas que una vez elaboradas, requieren un 

esfuerzo muy pequeno para darle manc~nimiento y para 

actualizarlo. Esta cualidad implica que, aun cuando la 

construcci6n de modelos sea una labor altamente complicada y que 

requiere especialistas con alta capacidad, los modelos son 

proyectos unicos, que a la larga son relativamente poco costosos 

y que pueden ser empleados por personal tecnico del area de 

utilizaci6n, con un minima de conocimientos sabre modelado 

matematico (Mendoza, 1983). 

Por otra parte, el empleo de los modelos es relativamente 

simple si se tienen dos condiciones basicas. La primera es la 

disponibilidad de un instructive tan claro y completo que 

cualquier tecnico que domine la teoria sobre el proceso de 

modelado pueda usar correct a y ef icientemente el modelo. La 

segunda condici6n seria el que los datos base y el empleo de los 

resultados del modelo sean perfectamente consistentes con los 

supuestos, limitantes y prop6sitos bajo los que el modelo fue 

disenado (Mendoza, 1983) 

Ocasionalmente, los modelos matematicos que no tienen 

validez para casas, lugares o periodos de tiempo determinados, 
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son modificados cambiando la base de datos o volviendo a estimar 

los parametros del modelo . En tales situaciones es importante 

recordar que la alteraci6n de la estructura del modelo implica la 

necesidad de repetir el proceso de validaci6n. 

Algunos aspectos que deben c onsiderarse en la utilizaci6n de 

los modelos son: 

1. Los modelos estadisticos, como todos los modelos, son 

idealizaciones del fen6meno de la vida real y no existen 

realmente. 

2 . Usar el modelo que tiene la forma mas simple y de 'mas 

facil aplicaci6n, es decir, el modelo mas parsimonioso. 

3. Probar modelos sin parametros de forma (o con parametres 

de forma conocidos) es conceptualmente muy diferente a 

probar distribuciones con desconocimiento de los parametres 

de forma. 

4. Hay escenarios donde el error tipo I para una prueba de 

distribuci6n es frecuentemente razonable usar valores· de 

alfa· mas grandes que los tradicionales 0.05 

Adicional a lo anterior y para seleccionar el mejor modelo, 

Hernandez, Mendoza y Rodriguez (1993) consideran que los 

siguientes criterios - el primero es mas especifico de las curvas 
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de crecimiento y el rest o m&s generales - deben contemplarse: 

1. Un comportamiento similar al reportado para las leyes 

generales de increment o (aumento gradual, un m&ximo y un 

descenso paulatino ) . 

2. Bajos cuadrados medias del error. 

3. Cumplimiento hasta donde sea posible (sin manejo 

adicional de datos) de los supuestos de regresi6n lineal. 

4. Significancia de la prueba de F. 

5. Sentido l6gico en el signa de los par&metros y 

significancia en la prueba de T. 

6. Bajos coeficientes de variaci6n. 

7. Coeficiente de determinacion alto. 

Por otro lado Torres, Acosta y Magana (1992): sefialan las 

siguientes pruebas de bondad de ajuste: 

1. Raz6n de verosimilitud 

2. Prueba de Kolmogorov-Smirnov (KS) 
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3. Prueba de Cramer-von Mises (CM ) 

4. Prueba Anderson-Darling (AD) 

5. Prueba de ji-cuadrada de Pearson 

Y otros criterios de bondad de ajuste que no incorporan 

niveles de confiabilidad son: 

6. Diferencia maxima entre el valor medio observado y el 

valor medio predicho 

7. Suma de cuadrados de las diferencias 

Finalmente, Alder (1980) destaca que los modelos pueden ·ser 

aplicados· en una de las tres formas siguientes: 

1. Como una simple tabla o grafico. 

2. Como un programa para una computadora que pueda 

producir una tabla o grafico de crecimiento y rendimiento 

para un conjunto particular de tratamientos. Esto es 

apropiado cuando el modelo tiene suficiente flexibilidad 

inherente y no es posible definir todas las prediccioneS en 

un s6lo conjunto de tablas. 
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3. Como un programa de computacion en forma de subrutina, 

contenido en un programa general de planificacion forestal 

y al cual puede incorporarse una base de datos de 

informacion de inventario y varias funciones restrictivas de 

tipo economico o tecnico sobre operaciones de explotaciones 

y tratamientos. 

2.4 Conversion de modelos. 

Por definicion el incremento es el tamano del parametro 

durante un periodo de tiempo definido y el crecimiento es el 

incremento acumulado del parametro desde la edad cero hasta la 

edad de evaluacion; en terminos matematicos, la integral de una 

ecuacion de incremento es la ecuacion de crecirniento, y la 

derivada de la ecuacion de crecimiento es la de incremento. 

La integracion matematica tiene ventajas sobre la 

simulacion, como una manera de usar los modelos de incremento que 

no requieren de equipo especial de computacion. Sin embargo, 

muchos modelos, aparentemente simples, pueden ser muy dificiles 

de integrar; este metodo supone un conocimiento elemental de 

calculo diferencial e integral por parte del investigador (Alder, 

1980) . 

La compatibilidad de incremento y crecimiento es util porque 

describe el desarrollo del organismo o grupo de organismos 

ajustandose a los principios biologicos del mismo; por ejemplo,. 
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que el organismo tiene un tamano maximo y que existe un tamano 

donde el incremento es maximo. Para determinar si una ecuacion 

concuerda con los principios biologicos, es necesario evaluar 

tanto la ecuacion de incremento como la de crecimiento (Hughell, 

1991) . Las funciones matematicas de incremento son comunmente 

formuladas en terminos de tasas de crecimiento, es decir, una 

consideracion del comporta~ ~ ento de la tasa de crecimiento en el 

tiempo. Al ternat i vamente, este tambien a menudo se formula· en 

terminos . de tasa relativa de crecimiento, es decir, una 

consideracion entre el tamano y la tasa de crecimiento (Pienaar, 

1965; citado por Acosta, 1991). 

Los antecedentes sobre la conversion de modelos segun Avery 

y Burkhart (1983), se registra con Buckman en 1962 y Clutter en 

1963, quienes fueron los primeros investigadores en los Estados 

Unidos de America en reconocer las relaciones matematicas entre 

el incremento y crecimiento en sus analisis. Clutter deriv6 la 

compatibilidad de los modelos de incremento de pino loblolly 

asegurando que la forma algebraica de el modelo de crecimiento 

podria ser obtenido por integracion matematica del modelo de 

incremento. 

A continuacion se describe la teoria basica de Alder (1980) 

sobre la conversion de modelos de incremento a modelos de 

crecimiento por integracion. 
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Si se tiene una funci6n de incremento del tipo mostrado a 

continuaci6n: 

q 

to t 

Donde: 

q: tasa de crecimiento (area basal, diametro o volumen) 

t: tiempo 

La ecuaci6n de la tasa de crecimiento puede ser representada 

en forma general por: 

q=f( t) (1) 

A la vez, el area bajo esta curva de incremento es el 

crecimiento total acumulado. Asi, el crecimiento acumulado hasta 

el tiempo "t", esta dado por: 

(2) 

donde ~ es el crecimiento acumulado al P!incipio del periodo t 0 • 
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Para un rodal no aclareado, la curva area basal/edad 

representa la funci6n integral equivalente a la ecuaci6n (2) con 

Q0=0 y t 0=0. Por lo tanto, cualquier funci6n ajustada a los datos 

de rodales no aclareados suministra una forma ya integrada de 

modelo de incremento. Consecuentemente, si se ajustan datos de un 

experimento de espaciamiento con una funci6n de crecimiento 

dependiente de la densidad del rodal, esta funci6n puede usarse 

para predecir con cierta precision el incremento de rodales 

aclareados. Esto es una generalizaci6n de la hip6tesis de Marsh 

a cualquier tipo de funci6n de incremento utilizando cualquier 

variable. 

Por otro lado, los modelos de simulaci6n constituyen un 

metodo de usar un modelo de incremento de una manera mucho mas 

sencilla que la integraci6n matematica, pero normalmente se 

requiere de acceso a un pequeno computador. Para usar un modelo 

de incremento por simulaci6n, deben definirse los puntos 

siguientes, a partir de los datos de parcelas de muestreo 

permanentes ode experimentos: 

1. La funci6n altura / edad / indice de sitio. 

2. La funci6n de incremento del area basal, en terminos de 

altura o area basal y / o edad e indice de sitio y numero de 

arboles/ha. 

3. · La relaci6n entre la masa removida y el area basal 
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removida para cada tipo de aclareo. 

4. La funci6n del volumen en terminos de altura y area 

basal. 

5. El area basal inicial del rodal a una cierta edad o 

altura de referencia,· en la cual comienza la simulaci6n, en 

funci6n de la masa plantada. 

Estas funciones no necesitan ser relaciones matematicas 

continuas. Cada funci6n puede ser un conjunto de ecuaciones, de 

las cuales se selecciona una por un proceso condicional, o pueden 

ser un conjunto de valores tabulados. 

Los modelos de simulaci6n se construyen codificando las 

relaciones funcionales, y las interconexiones 16gicas entre 

ellas, como instrucciones en un lenguaje de computaci6n, 

usualmente FORTRAN, BASIC, ALGOL y ahora Lenguaje C. Este modelo 

de lenguaje fuente es compilado por el computador en un c6digo 

propio interno de maquina y se corre o procesa en el computador. 

Asi como se procesa, requerira datos que definan: 

1. El indice de sitio y el espaciamiento inicial del rodal, 

2. La frecuencia e intensidad de los aclareos. 
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2.5 Tipos de modelos. 

Los modelos pueden clasificarse de varias formas; pueden 

caracterizarse por ejemplo, por su funci6n, tema, prop6sito, 

dimensionalidad o grado de abstracci6n. Una forma conveniente de 

clasificaci6n es por su tipo: ic6nico, anal6gico y simb6lico 

(Dykstra, 1984) . 

2.5.1. Modelos ic6nicos. Son representaciones fisicas de 

objetos o situaciones. Ejemplos: 

a). Modelos bidimensionales: Fotografias, mapas, planos de 

proyectos y pinturas. 

b). Modelos tridimensionales. Mapas en relieve, fotografias 

aereas vistas en estereoscopio, modelos de aeroplanes, 

mufiecas, globos que representan la tierra y esculturas 

diversas. 

Cuando el objeto o situaci6n de interes excede de tres 

dimensiones no es posible construir un modelo fisico y se puede 

tratar entonces con modelos anal6gicos o simb6licos. 

2.5.2 Modelos anal6gicos. Son analogos al objeto o situaci6n 

real pero no parecidos fisicamente. Ejemplos: Diagramas de flujo, 

tablas de organizaci6n y graficos. 
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2.5.3. Modelos simb61icos. Comienzan con la abstracci6n y 

son considerados por medio del uso de simbolos. Ejemplos: 

Formulas quimicas, ecuaciones matematicas y notas musicales. En 

la ciencia del manejo forestal los modelos matematicos son los 

mas usuales; estos son simb6licos que pueden ser descritos como 

un conjunto de enunciados matematicos que colectivamente 

describen los trabajos o procesos de una organizaci6n o sistema. 

Las expresiones 

particular puede ser 

matematicas que 

en forma lineal 

comprenden 

o no lineal, 

un modelo 

y pueden 

definirse sobre valores continuos o unicamente sobre ciertos 

valores enteros. Los valores en un modelo matematico pueden ser 

asumidos para conocerse con certeza en cuyo caso el modelo es 

deterministico o los valores pueden ser asumidos en un rango de 

variaci6n en cuyo caso el modelo es probabilistico (tambien 

llamado estocastico) (Dysktra, 1984). 

2.6 Clasificaci6n de modelos matematicos. 

La principal dificultad en los intentos que se han realizado 

para clasificar a los modelos ha sido la enorme versatilidad de 

la tecnica de modelado, tanto en elementos matematicos de 

construcci6n como en estructura interna, complejidad, realisrno y 

caracteristicas de uso de los modelos. 
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2.6.1 Clasificaci6n en base a objetivos. 

Quiza el criteria de clasificacion mas ilustrativo sea uno 

basado en los propositos para los cuales se construye un modelo 

matematico, dando con ello a entender que es completamente a 

juicio del investigador el uso de tal o cual fuente de datos, 

tipo de ecuaciones, relaciones entre ecuaciones, validacion y 

demas operaciones que implica la elaboracion del mo9e1o, en tanto 

se satisfagan los objetivos basicos del modelo. En tal sentido 

las categorias de modelos segun Mendoza (1983) serian: 

2. 6 .1.1 Compiladores. La funcion basica de los modelos. 

compiladores es de permitir el manejo rapido y confiable de 

cantidades masivas de informacion de campo. Tambien se presentan 

para condensar la informacion, reduciendola tanto en numero de 

datos como de variables, a un minimo adecuado para un analisis 

directo, o para alimentar modelos de estructuras s.imples. 

2~6.1.2 Tacticos. Se pretende con estos modelos ilustrar 

conceptos teoricos en una forma elegante, clara y condensada, 

caracteristicas todas ellas del lenguaje matematico. Esta versi6~ 

de los modelos ha sido de enorme exito para explicar fenomenos y 

procesos que, debido a su caracter dinamico, son complejos cuando 

se manejan verbalmente. Este proceso representa un artificio que 

facilita enormemente el procesamiento de la informacion, tal como 

lo ejemplifica el manejo matematico del concepto de turno. 
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. 2.6.1.3 Estrategicos. Debido a que los modelos tacticos por 

su sencillez y elegancia,· son en extrema dependientes de qu~ el 

investigador tenga una noci6n perfectamente clara del proceso que 

modela, resulta poco productive su uso en proyectos que tratan 

temas multivariados de tipo dinamico. Para estos' casas se ha 

desarrollado otro tipo de mode los en los que, para extraer 

conclusiones acerca del fen6meno en estudio, el modelo actua como 

un mecanisme sistematico de deducciones 16gicas que en 

aproximaciones sucesivas va eliminando de los datos el ruido, y 
hacienda resaltar los patrones basicos en la dinamica del 

fen6meno. 

2.6.1.4 Simuladores. En las categorias anteriores se 

presupone que la realidad es organizada y conocibie, es decir, 

que es posible abstraer de los procesos como el crecimiento de 

las masas forestales, patrones regulares de comportamiento. En 

este sentido los modelos compiladores, tacticos y estrategicos, 

son herramientas cognoscitivas de valor estrictamente academico 

y te6rico. En un nivel mas aplicado, los modelos simuladores 

buscan reproducir tanto el funcionamiento de los elementos 

internes del fen6meno como su dinamica global. Aunque los modelos 

de simulaci6n pueden ser usados para generar predicciones, su 

mejor contribuci6n esta en la investigaci6n de las relaciones 

entre comportamiento de los componentes y comportamiento del 

conjunto. Esta cualidad de los mode los de simulaci6n ha sido 

desarrollada plenamente con la introducci6n de conceptos de 

sistemas y cibernetica en su elaboraci6n y uso. Pudiera definirse· 
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la funci6n de l o s simu l a dores como la busqueda de las cualidades 

dinamicas del objetivo de es tudio, dejando en un segundo plano 

las caracteristicas cuantitat ivas; o sea que en los simuladores 

es mas importante la manera de generar resultados que el monto 

preciso de estos. 

Los modelos de simulaci6n imitan el comportamiento del 

s i stema sobre un periodo. Esto se logra especificando cier.tos 

eventos, los cuales son punt os en el tiempo, cuya ocurrencia 

significa que puede reco lectarse la l nformaci6n importante 

perteneciente al c omportamiento del sistema. Una vez que se 

definen tales even t o s es necesario prestar atenci6n al sistema 

unicamente cuando ocurre un e vento . La informacion que mide el 

funcionamiento del sistema se acumula en observaciones 

estadi.sticas, las cuales se actualizan en cuanto cada evento 

tiene lugar (Taha, 1986 ) . 

Dado que los modelos de simulaci6n no necesitan funciones 

~atematicas expli.citas para relacionar las variables, usualmente 

es posible simular sistemas complejos que no puedeh modelarse o 

resolverse matematicamente. Ademas, tal flexibilidad permite una 

representaci6n mas apropiada del sistema. La principal falla de 

la simulaci6n consiste en que el analisis es equivalente a 

realizar experimentos y por consiguiente esta sujeto al error 

experimental. Esto lleva a las dificultades usuales de disenar 

(estadi.sticamente) el e xperimento, recolectar observacionep y 

entonces ejecutar las pruebas estadi.sticas necesarias de 
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- - - -------------------------------------

inferencia. Naturalmente el modelo de simulacion no es tan 

conveniente como los modelos matematicos (exitosos) I los cuales 

proporcionan una solucion general del problema (Tahal 1986). 

2.6.1.5 Predictores. Estos modelos son en esencia de tipo 

aplicado y su proposito basico es el conjunto de informacion y 

estructura conceptual de modelo que mejor ajuste tengan para 

predecir el desarrollo futuro del fenomeno 1 o su comportamiento 

en condiciones distintas a aquellas que se midieron en campo. 

2.6.1.6 Optimizadores. Se trata de modelos que son 

estructurados para detectar estados especfficos del objetivo de 

estudio. El criteria que define al estado especffico que ha de 

buscarse es precisamente el criteria de optimizacion. Debido a 

las fuertes limitantes en el computo de los modelos de 

optimizacionl deben aceptarse con frecuencia muy fuertes 

limitantes en las caracterfsticas de los datos base 1 de las 

ecuaciones y la estructura del modelo. Un ejemplo caracterfstico 

es el de los modelos de programacion lineal y los basados en 

redes. 

Mientras que los modelos buscan la determinacion de la mejor 

solucion (optima) algunas veces la formulacion matematica pvede 

ser demasiado compleja para permitir una solucion exacta. Aun si 

la solucion optima puede obtenerse eventualmente I el computo 

requerido puede ser impracticamente grande . En este caso la 

heuris~ica puede utilizarse para desarrollar buenas soluciones 
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(aproximadas) . El metodo heuristico de soluci6n descansa en las 

reglas empiricas o intuitivas que, dada una soluci6n actual al 

modelo, permiten la determinacion de una soluci6n mejorada. 

Actualmente los metodos heuristicos son proce?imientos de 

busqueda que pasan inteligentemente de un punto de soluci6n a 

otro, con el objetivo de mejorar el valor del criterio del 

modelo. Cuando ninguna mejora adicional puede lograrse la mejor 

soluci6n que se haya tenido es la soluci6n aproximada al modelq 

(Taha, 1986). 

Por otro lado, Ramirez (1994) sefiala que para el manejo 

forestal,· los objetivos de un modelo pueden ser diversos. Los mas 

comunes son de dos tipos: puntuales y dinamicos. 

2.6.1.7 Modelos puntuales. Los modelos puntuales mas comunes 

en dasometria son las tablas de volumenes y las ecuaciones de 

ahusamiento. A estos dos grupos basicos se suman aquellos qu~ 

representan otras relaciones alometricas como la altura con el 

diametro normal, las dimensiones de la copa con el diametro, con 

la altura o con ambos, volumen de raices con el diametro normal 

y/o con la altura. Recientemente han adquirido importancia los 

que relacionan biomasa total, lefiosa o incluyendo partes 

vegetativas menos estables, con diametro normal y altura; estos 

mc ~elos han cobrado relevancia ante la necesidad de cuantificar 

los volumenes de carbono "secuestrados" por la vegetaci6n. 
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2.6.1.8 Modelos dinamicos. Los modelos dinamicos contemplan 

tasas de cambio de un sistema (Alder, 1980); son en esencia los 

que involucran realmente el crecimiento, pueden ser identificados 

en dos grupos genericos: de arboles y de masa forestal. · La 

variable explicatoria fundamental es la edad, del arbol o de la 

masa; se supone que otras variables como la especie, la 

fertilidad del suelo, los fa ctores climaticos y bi6ticos y otras 

influencias e interacc i ones permanecen constantes, esto obliga a 

considerar definiciones espec ificas de estas variables, que de 

otra manera pueden ser incluidas al modelo ademas de la edad 

(Ramirez, 1994) . 

En el grupo de modelos de arbol individual los mas 

relevantes son para el crecimiento en diametro, en altura y en 

vo l umen. Este ultimo pocas veces obtenido directamente y con 

mayor frecuencia como derivaci6n de los crecimientos en diametro 

y en altura. 

En el grupo de modelos para el crecimiento de rodal, se 

pueden sefialar los de diametro normal, minimo, maximo, medio y 

cuadratico; de igual manera, para la altura media, minima y 

dominante. Otros modelos, de la mayor importancia para el manejo 

forestal .basados en unidad de superf icie, son sobre el area 

basal, el numero de arboles, otros parametros de densidad y 

volumen. 
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2.6.2 Clasificacion 
construcci6n. 

en base a los medics de 

Para modelar el crecimien to de arboles y masas forestales 

necesariamente debe existir un motivante y los medias para lograr 

la construcci6n. Los medias para la construcci6n se configuran en 

base a los conceptos ~~ 5rico s que sobre el crecimiento se tengan 

(Ramirez, 1994). 

2. 6. 2 .1 Modelos mecanicistas. Se denomina modelo mecanicista 

a aquel que se obtiene resolv iendo ecuaciones diferenciales, o de 

diferencia, que representan algunas suposiciones sobre el tipo de 

crecimiento que se desea modelar (Draper y Smith, 1980; citado 

por Zepeda, 1990); intenta dar una descripci6n con conocimi~nto 

y es eventualmente basado en el empirismo (France y Thornley, 

1984). El modelo mecanicista basado en ecuaciones de diferencia 

trata de describir el funcionamiento de los atribu~os del nivel 

"i" en terminos de los atributos del nivel "i-1". 

Bajo el enfoque mecanicista, primero se analiza el fen6meno 

bajo estudio y a partir de este se proponen los modelos 

matematicos en forma de ecuaciones de diferencia (Zepeda, 1990). 

Muchos de los modelos mecanicistas son de tipo no lineal en 

sus parametres, es decir, modelos distintos a la forma (Draper y 

Smith, 1980; citado por Zepeda , 1990): 
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Donde: 

Zi: funciones de variables predictoras basicas x 1 ••• xk 

(i=1121···1P ) . 

Y: variable aleatoria distribuida alrededor de una. 

media dependiente de Zi ( i=1~ 2 I ••• I p) . 

Para muchos autoresl senala Zepeda (1990) I los modelos del 

tipo anterior no son apropiados cuando existe informacion 

disponible sobre la forma de la relaci6n existente entre 

variables respuesta y predictorasl que pueda involucrar un 

conocimiento directo de la forma real del modelo; o bien cuando 

tal relaci6n puede ser representada por sistemas de ecuaciones 

diferencialesl ya que siempre es mejor producir los modelos rna~ 

realistas posibles. 

Una caracteristica de los modelos mecanicistas es expresar 

el crecirniento como una funci6n de la edad 1 y no obstante que 

ello no provee una explicaci6n de las causas del fen6meno y las 

relaciones son hipoteticasl son de importancia te6rica y 

practica 1 puesto que representan una aproximaci6n hacia las leyes 

biol6gicas (Prodan 1 1968). 

2. 6. 2. 2 Modelos empi.ricos. Un modelo empirico es aquel 

seleccionado para aproximar experimentalmente un modelo 

mecanicista desconocidol tipicamente a traves de polinomioi de 
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algun orden conveniente (Drapery Smith, 1980; citado por Zepeda, 

1990) . 

Los modelos empiricos en el sentido de exigir el concurso de 

la experiencia, son la corriente mas favorecida y promisoria p,ara 

construir modelos de crecimiento. En estos modelos, los procesos 

biologicos no son considerados directamente; en cambio, el 

crecimiento se torna como la respuesta de un sistema complejo, 

sobre el que actua un gran numero de variables, pero pocas de 

ellas, frecuentemente solo una, la edad, se considera para el 

modelado. La variable de respuesta, el crecimiento, es entonces 

explicada por la dimension de esas pocas variables, sin pretender 

desentrafiar los procesos que se suscitan al interior del sistema. 

Debe entenderse que tales modelos son producto de la experien~ia, 

tanto del modelador como la derivada de la experimentacion, 

motivo por el cual la fuente principal de informacion son las 

mediciones repetidas, sobre todo en tiempo que se hacen sobre los 

arboles y masas forestales (Ramirez, 1994). 

Los modelos empiricos no son producto o no deben serlo de 

reiterados intentos azarosos. Un modelo de esta naturaleza debe 

ser responsable y respetuosamente emitido y usado. No basta 

satisfacer preceptos como la bondad de ajuste (R-cuadrada) P.ara 

juzgar a un modelo como aceptable, debe haber tambien argumentos 

coherentes para una proposicion (Ramirez, 1994). 
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Un modelo de crec i mi e n to debe sustentarse para su 

formulacion, en suposiciones admisibles. Esto involucra alguna 

concepcion, aunque generica, de los procesos involucrados; 

algunos autores l l egan a diferenciar estos modelos como 

"biologico", tratando de separarlos claramente de los modelos "no 

argumentables" (Ramirez, 1 99 4 ) 

Muchos intentos se han hecho para simular curvas de 

crecimiento limitadas por f ormulaciones matematicas dirigidas a 

explicar su forma mediante ciertos postulados fundamentales sobre 

el proceso de crecimiento o bien son severamente practices en el 

alcance e . inspirados por e l deseo de obtener cualquier ecuacion 

relativamente simple que c ontenga la esencia de los datos 

numericos. En el enfoque empirico las magnitudes de las 

constantes en las ecuaciones aptas pueden ser usadas para valorar 

la importancia en el crecimi ento de los factores controlables 

experimentalmente, pero las constantes no son apreciables comQ 

tener alguna significancia abso luta en la teoria del crecimiento. 

Obviamente la utilidad de cualquier ecuacion empirica se mejora 

si sus constantes · producen facilmente informacion de interes 

biologico· (Richards, 1959 ) . 

Bajo un analisis de c omprension del mecanisme bajo estudio, 

se podra escoger un modelo especifico. Sin embargo, en algunos 

casos debido a la complej idad de la situacion, se carece de 

comprension del modelo o simplemente el deseo de encontrar lq 

mejor aproximacion a un conjunto de datos. Ante esta situaci6n 
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usualmente se selecciona un modelo para ajustar ei conjunto de 

datos sin importar la relaci6n entre el modelo y el mecanismo 

bajo estudio. El termino modelos empiricos ha sido usado para 

describir familias de distribuciones que puedan servir a este 

prop6sito. En la mayoria de l o s casos tales modelos empiricos no 

dan comprensi6n del mecanismo atras de los datos, ellos 

simplemente sirven c omo un medio que resume la respuesta y pu~den 

ser usados para interpolaci6n y extrapolaci6n, es decir, para 

obtener valores probables correspondientes a puntos no contenidos 

en el conjunto original de dat o s (Shapiro y Gross,· 1981). 

Pueden obtenerse valores probables fuera del rango del 

conjunto de datos; sin embargo, puede resultar caro hacer cierta 

extrapolaci6n con el modelo seleccionado basado en su capacidad 

de ajuste y no de una comprensi6n basica del mecanismo dado 

surgido para la respuesta; en tal caso la extrapolaci6n puede 

rendir resultados enganosos (Shapiro y Gross, 1981). 

Una distribuci6n empirica es en realidad una familia de 

distribuciones que pueden asumir una amplia variedad de formas 

que son determinadas por los valores de los parametros. 

A continuaci6n, se anota un ejemplo de France y Thornley 

(1984) para conceptualizar mejor a los modelos empiricos y 

mecanicistas. 
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Cuadro 1. Ejemplo de la jerarquia de sistemas y subsistemas. 

Nivel 

i+1 

l 

i-1 

i-2 

i-3 

i-4 

Descripci6n del nivel 

Colecci6n de organismos 
(hato, cultivo, bosque) 

Organismo (Planta/ animal) 

Tejidos 

Celulas 

Organelos 

Macromoleculas 

Una curva da una desc ripci6n del crecimiento de un animal 

por ejemplo, la cual puede usarse para muchos prop6sitos. Sin 

embargo, puede enfatizarse que la curv a simplemence redescribe 

los datos experimentales y e s t e no contiene ninguna informacion 

adicional que no este conten ido en los dato s. La curva no dice lo 

que de alguna manera deseamos conocer del porque la respuesta es 

asi, tanto en terminos de s u fo rma general como de su asintota.· 

De hecho, uno debe desear saber que procesos fisiol6gicos limitan 

la tasa de crecimiento de un animal en alt o s niveles de alimentos 

o que procesos determinan como pierde peso rapidamente el animal 

cuando este no come . Para obtener este tipo de conocimiento es 

necesario relacionar l a des cripci6n de la respuesta del animal 

completo a las descripciones de otro fen6meno -fen6meno que trate 

con un nivel bajo en la jerarquia organizacional del animal. 

1 2 0 



En la Figura 11 se identif ican los siguientes aspectos: 

1. Cada nivel t iene su propio lenguaje, conceptos o 

principios . 

2. Cada nivel es una i nt egracion de partes de niveles mas 

bajos. Una descripcio n en el nivel i puede proporcionar un 

conocimiento (explicacion mecanicista ) al fenomeno del nivel 

i+l . 

3. La relacion entre n iveles noes simetrica. 

Nivel i 
(Sistema) 

Nivel i-1 
(Subsistema) 

Organismo 
(a nimal completo ) 

Suministro d e 
ali men to 

I 

l Conversion 
Reserva de 
substrat a 

----------~> Metabolitos 

Nuevos < 

productos 

(Digestion ) 

Utilizacion 

transport ados 

.I 
Translporte 

"' 
-----------·- Sustratos en 

organos y tejidos 

Figura 11. Sistemas y s ubsistemas: un modelo posible de 
explicacion. 
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Los empiricistas trabajan a un nivel simple (por decir nivel 

i) en la jerarquia organizacional donde . ellos estan construyendo 

ecuaciones conectando atributos del nivel i solamente. Difer~nte 

es el modelo mecanicista el cual trata de describir el 

funcionamiento de los atributos del nivel i en terminos de los 

atributos del nivel i-1. 

Los dos niveles son conectados por un proceso de analisis y 

resintesis, acompanado por hip6tesis o supuestos. La descripci6n 

del funcionamiento en el nivel i-1 puede ser puramente empirica, 

no conteniendo ningun elemento que se refiera al nivel i-2 o 

niveles mas bajos. Todo modelo mecanicista esta basado 

eventualmente en el empirismo (France y Thornley, 1984). Aunque 

todos los modelos son empiricos en algun nivel, las funciones de 

crecimiento pueden ser de valor en el 6rgano, tejido o nivel de 

celula, asi como a nivel de organismo completo. 

Las caracteristicas generales de las curvas de crecimiento 

e incremento sugieren que un polinomio de la forma: 

Y- b 2 q -a+ X+CX + ••• +pX 

no puede representar satisfactoriamente un proceso de crecimiento 

completo. De otro modo, un polinomio de alto g·rado es bien 

situado para representar secciones individuales de la curva de 

crecimiento o incremento y para interpolaci6n. Calculos por 

polinomios ortogonales hacen esto posible para conseguir un buen 
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ajuste con relati vamente poco esfuerzo. Algunas posibles 

ecuaciones tienen asintotas que no son provistas por ecuaciones 

polinomiales. 

Con los modelos empiricos se intenta representar con una 

funci6n matematica confiable y conveniente, el curso de cualquier 

curva producida empiricamente (Prodan, 1968; citado por Zepeda, 

1990), sin poner de manifiesto informacion no contenida en los 

datos (Villasenor, 1987; citado por Zepeda, 1990). 

Causton y Venus (1 981 ) citados por Zepeda (1990), indican 

que uno de los modelos mas usados es la funci6n exponencial 

polin6mica, la cual implica que el logaritmo de algun atributo de 

crecimiento es una f unci6n p o lin6mica del tiempo. 

Los mayores inconvenientes de algunos de los modelos 

empiricos son: no haber aportado algo a una teoria cuantitativa 

sobre incremento y producci6n de poblaciones forestales (Pienaar, 

1965; citado por Zepeda, 1990), ser incapaces, en muchos cases, 

de representar adecuadamente un proceso completo de crecimiento 

(Prodan, 1968; citado por Zepeda, 1990) y ser funciones 

marcadamente artificiales de poco realismo biol6gico (Causton y 

Venus 1981; citados por Zepeda, 1990). No obstante lo anterior, 

existen modelos que reunen ciertas caracteristicas que les 

permiten representar satisfactoriamente procesos de crecimiento 

(Zepeda , 19 9 0 ) . 
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2. 6. 2. 3 Modelos de procesos. Estos simulan los eventos 

biol6gicos mediante los c uales el bi6xido de carbona, los 

nutrientes y el agua son convertidos en biomasa a traves de la 

fotosi.ntesis. El desarrol lo de esto s modelos que implicari.a 

simular su diferenciaci6n de celulas, el engrosamiento de sus 

paredes y la agregaci6n de tejidos lenosos o arboles completes, 

no ha llegado a un nivel que motive el interes de los 

administradores del bosque (Ramirez, 1994) 

2.6.3 Clasificaci6n 
modele. 

en base a los parametres del 

2.6.3.1 Modele estadistico. Los modelos estadi.sticos, son 

modelos matematicos para el estudio de fen6menos aleatorios en 

donde la caracteri.stica general de su manipulaci6n matematica es 

la evaluaci6n de probabilidades (Mendez, 1976). Tambien se les 

denomina como modelos probabili.sticos o modelos estqcasticos; son 

usados en aquellos casos donde la respuesta no puede ser 

expresada como una func i 6n fija de las variables de entrada 

(Shapiro y Gross, 1981 ) . 

Un modelo estocastico c ontiene algunos elementos aleatorios 

o distribuciones de probabi l idad dentro del modelo, esto es, no 

unicamente pueden predecir el valor esperado de una cantidad tal 

como el peso de un animal W, E (W), sino tambien la varianza deW, 

V(W) (France y Thornley, 19 8 4 ) . 
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Los modelos estocast icos tienden a ser tecnicamente 

dificiles para manejar y puede rapidamente convertirse ·muy 

complejos .. Usualmente se intenta formular y resolver el primer 

problema de una forma deterministica, para luego ver si rinde los 

resultados deseados con poco esfuerzo antes que pueda plantearse 

como un dificil problema estocastico (France y Thornley, 1984). 

El modelo, por ejemplo, Y;=M+e; es bastante simple, pero 

tiene muchas de las caracteristicas de ejemplos mas complejos. 

Primero, el modelo es una idealizaci6n del sistema, este no es 

exacto. Esto ultimo es muy cierto debido a la dificultad· en 

reducir la respuesta de un sistema complejo a expresiones 

matematicas y la incapacidad de manipular matematicamente 

expresiones sumamente c omp lejas. Cuando el modelo es 

simplificado, es mas facil analizar los supuestos que han sido 

hechos, por ejemplo, el model o asume que M es una constante fija 

aunque la respuesta puede cambiar de medida a medida del proceso 

de medici6n. Segundo, el modelo Y;=M+e; no es una ecuaci6n en el 

usual sentido matematico. Este no se resuelve Y; conociendo M y 

ei, de hecho nunca se conoce M o ei, unicamente se observa Yr. 

Los modelos estadist icos son usados para predecir el 

funcionamiento de un sistema conceptual, es decir, · los sistemas 

que no han sido estructurados. Frecuentemente esta area es 

denominada analisis de tolerancia 0 analisis de incertidumbre. 
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2.6.3.2 Modele deterministico. Estes modelos determinan 

exactamente, las relaciones entre las variables; determinan los 

valores de una variable en f u nci6n de otra (s); dan como resultado 

una sola respuesta. 

Un modele deterministico es uno que hace predicciones 

definitivas par cantidades (tales como peso vivo del animal, 

rendimiento del cultivo o precipitaci6n ) sin ninguna distribuci6n 

de probabilidad asociada. 

2.6.4 Otras clasificaciones con diversos enfoques. 

Zepeda (1990) registra las diversas clasificaciones de los 

modelos que varies autores han realizado con un enfoque silvicola 

basicamente. A continuaci6n solo se presentan los diversos 

criterios de clasificaci6n que estes autores consideraron: 

Munro (1974) citado par Zepeda (1990), basa su clasificaci6n 

en dos caracteristicas distintivas de los modelos: la unidad 

primaria de modelado utilizada y la consideraci6n explicita o 

implicita del 11 status 11 de competencia interarb6reo como parametro 

del modele. 

Ek y Monserud (1975) citados par Zepeda (1990), establecen 

una clasificaci6n basada en la tecnica matematica usada y en la 

evoluci6n de los modelos. 
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Moser (1980) citado por Zepeda (1990), clasific6 a los 

modelos analizando exclusivamente la evoluci6n de los mismos. 

Burkhart (1981; 1982 ) citado por Zepeda (1990), clasifica a 

los modelos de acuerdo a el enfoque metodol6gico. 

Kent (1983) citado por Zepeda (1990), basa su clasificaci6n 

en el enfoque analitico empleado; las clases obedecen a la 

naturaleza de los parametres considerados y a la forma en que la 

competencia interarb6rea es modelada, es decir, igual que en la 

clasificaci6n de Munro de 1 974. 

Clutter et al. ( 1983) sefl.alan que muchos de los mod~los 

generados a la fecha reflejan practicas silvicolas, filosofias de 

modelado y niveles de complejidad matematica diferentes, por lo 

su agrupaci6n puede estar basada en una ·variedad de 

caracteristicas. Asi entonces, estos autores clasifican los 

modelos de acuerdo a la poblaci6n prototipo para la que se 

generan, la complejidad del enfoque matematico involucrado y la 

forma en que se aborda el problema de la densidad, es decir, si 

los modelos contemplan o no la proyecci6n de esta. 

Finalmente, Davis y Johnson (1987) citados por Zepeda 

(1990), dan una clasificaci6n en funci6n de la combinaci6n de los 

puntos de vista de Munro de 1974 y Clutter et al. de 1983; usaron 

la terminologia de Clutter et al. (1983) para describir los 

modelos de totalidad de rodal (de densidad variable) y la 
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convenci6n de Munro de 1974 para clasificar los modelos de arbol 

individual. 

Zepeda ( 19 9 0) despues de haber registrado las di versas 

clasificaciones, tambien disefi6 una clasificaci6n de modelos 

utilizando como criteria basico la estructura del rodal. El 

argumento del citado autor es debido a que las evidencias de los 

enfoques de construcci6n de los modelos son por el interes 

marcado de los das6nomos por modelar la estructura de los rodales 

a diferentes niveles de resoluc i6n. Otro aspecto que se resalta 

de est a clasif icaci6n, es que exist en una serie de mode los e 

ideas basicas, previstos inicialmente para modelos de rodal, que 

son aplicables a modelos de arbol y que son los elementos basicos 

con que es posible construir un modelo. 

2.7 Antecedentes del modelaje matematico. 

La necesidad y obligaci6n de aprovechar racionalmente los 

recursos forestales maderables ha motivado la construcci6n, desde 

hace mas de tres siglos, de mode los para conocer el 

comportamiento probable de las masas arboladas a traves del 

-: iempo y fundamentar asi sus decisiones sobre calculo de la 

posibilidad y regulaci6n de la corta, segun sean los objetivos de 

manejo considerados; tanto como metodos tradicionales como 

aquellos basados en modelos de programaci6n matematica. 
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2.7.1 Antecedentes generales a nivel mundial. 

En silvicultura como e n bio logia, sociologia y economia se 

han hecho un gran numero de intentos para expresar el crecimiento 

como una formula matematica. Tales intentos en la investigaci6n 

forestal sefiala Prodan (1968) son probablemente entre .los 

primeros: Spath en 1797, Hossfeld en 1822 y Smallan en 1837. Sin 

embargo, las primeras observaciones sobre el crecimiento de los 

arboles son atribuidas a Teofrasto de Grecia [370-285 a. C.], 

quien registro observaciones fenologicas y diferencias en tasas 

de crecimiento y longevidad de especies que crecian en sitios con 

regimenes de humedad distintos (Tesch, 1981; citado por Zepeda, 

1990) . 

En el siglo XVIII y principios del XIX, las tablas de 

producci6n fueron las que primero se produjeron, proporcionando 

una descripcion bastante precisa del crecimiento de varias 

especies maderables, entre estas tablas destacan lcts de Harting 

de 1804 y Behlen de 1827 (Prodan, 1968). Otro antecedente muy 

import ante parece ser el hecho de que en Austria, en 1788, se 

intentara definir matematicamente la productividad potencial del 
. 

bosque mediante relaciones entre existencias, incremento y 

posibilidad (Osmaston, 1968 ) ; esta idea tuvo una trascendencia 

enorme porque definia que la productividad potencial del bosque, 

o sea la normalidad, solo se daria cuando su estructura 

presentara una secuencia proporcionada de rodales de todas las 

edades, desde la regeneraci6n hast a el turno; ·el prop6si to 
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original del modelo austriaco fu e estimar los impuestos prediales 

que deben cobrarse sabre los terrenos forestales, y en este 

sentido representa el primer antecedente de la determinacion de 

impuestos forestales en funci 6n de la productividad potencial del 

suelo, que es la noci6n mas aceptada actualmente (Mendoza, 19~3). 

H. L. Harting en 1791 es tableci6 en Alemania las primeras 

parcelas experiment ales permanentes (Velazquez, 1979) J. Ch. 

Paulsen [1748 - 1825] publi co tablas de producci6n para varias 

especies alemanas importantes (Assmann, 1970; citado por Zepeda, 

1990). Spath en 1797 prepar6 las primeras curvas de crecimiento 

en volumen para arboles individuales (Prodan, 1968); Seutter en 

1799, introdujo la tecnica de analisis troncal como base para la 

construcci6n de tablas de producci6n (Tesch, 1981; citado por 

Zepeda, 1990). Ch. V. Seebach [1793 - 1865] inici6 el estudio 

cientifico y sistematico de la producci6n de rodales (Assmann, 

1970; citado por Zepeda, 19 90 ) . 

El analisis critico del efecto de ciertos desastres sobre 

plantaciones realizadas en Europa durante la primera mitad del 

siglo XIX, principalmente en los paises de Austria y Francia, 

evidenci6 el caracter sobresimplificado tanto de los modelos de 

crecimiento, como de los analisis financieros con los que se 

justificaron muchas de estas plantaciones (Mendoza, 1993). 

Durante el siglo XIX y la primera mi tad del siglo XX 

abundaron publicaciones relativas a modelos maeematicos que 

definian el ideal estado de normalidad, sus caracteristicas 
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silvicolas de rendimient o y de manejo a nivel bosque. Estos 

modelos fueron la base de muchos otros metodos de calculo de la 

posibilidad y regulacion de las cortas, y su importancia practica 

fomento el desarrollo de tecnicas de medicion forestal. Ademas, 

se hicieron importantes contribuciones acerca de la interrelacion 

entre el flujo de los vo l umenes de cosecha, el metodo de 

regulacion de la corta y la division dasocratica del terreno 

(Mendoza, 1993) . 

2.7.2 Antecedentes generales a nivel nacional. 

Zepeda (1992) 1 divide la experiencia de modelos de 

estimacion del incremento y rendimiento maderable en Mexico en: 

1. Formulas empiricas y tablas de proyeccion de estructuras 

2. Tablas de produccion y rendimiento segun enfoque 

tradicional 

3. Modelos de estimacion del incremento y rendimiento 

maderable (MEIRM) 

El mismo autor, proporc iona una concentracion de informacion 

de cada uno de los tres grupos. Para mayor informacion, se 

recomienda consultar la refe r encia bibliografica respectiva. A 

continuacion, solo se presenta un listado de estos trabajos. 
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Las formulas empiricas han s i do ampliamente usadas en 

Mexico, destacando las de Shaeffer-Klepac, C. · Trevino S., 

Borggrevve y tablas de p r oyecci6n de estructuras como la de 

Loetsch, diferencial y e xperimental de Meyer, Bruce y Schumacher 

y metodo general del tiempo de paso. En todos los casos con el 

prop6sito unico de estimar la a creaci6n de los rodales, es decir, 

omitiendo correcciones po r mor talidad e incorporaci6n (Zepeda, 

1992) . 

Las tablas de producci6n y rendimiento segun el enfoque 

tradicional tienen su pr ime r a ntecedente en 193 9 '(Departamento 

Aut6nomo Forestal y de Ca za y Pesca ) . Fue con Garzon [1976] 

cuando se construy6 la p rimera tabla de producci6n normal para 

rodales de Pinus hartweq ii Lindl . , de Zoquiapan, Mexico (Zepeda, 

1992) . 

Musalem (1977) citado por Zepeda (1992), present6 el 

procedimiento seguido para construir tablas de producci6n 

preliminares I utiles para el area de influencia de la Unidad 

Industrial de Explotaci6n Forestal Atenquique, Jal~sco. 

Canoy Nevarez (197 9) citados por Zepeda (1992), produjeron 

una tabla de producc i 6n para Pinus douglasiana Martinez, en 

Atenquique, Jalisco. 

Carrillo (1984) citado por Zepeda (1992), construy6 _una 

tabla empf.rica para rodales naturales de Pinus montezumae Lamb., 
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del CEF San Juan Tetla, Puebla. 

Torres (1984) citado por Zepeda (1992) , produjo tablas de 

rendimiento para Pinus hartwe gii Lindl. de Zoquiapan, Mexico 

Finalmente, con respect o a los modelos de estimaci6n del 

incremento y rendimiento maderab le, se comienza con Sarukhan y 

Franco (1981) citados por Zepeda (1992 ), quienes produjeron el 

primer modelo de pron6stico del rendimiento maderable implantado 

en un sistema de c6mputo, que permiti c estimar el comportamiento 

probable de poblaciones naturales de Pinus hartwegii Lindl., de 

Zoquiapan, Mexico, sujeta a diferentes prescripciones silvicolas 

distintas. 

Aguirre (1984) citado por Zepeda (1992), prepar6 un modelo 

compatible para masas coetaneas naturales de Pinus patula Schl. 

et cham., de la region de Perote, Veracruz. 

Mendoza (1985) citado por Zepeda (1992), utiliz6 para Pinus 

ponderosa var. arizonica del estado de Chihuahua, el enfoque 

metodol6gico del modelo PROGNOSIS. 

Islas en 1987, para complementar el modelo desarrollado "por 

Mendoza en 1985 y tratar de obtener un simulador silvicola, 

gener6 dos modelos emp.iricos para estimar indirectamente los 

niveles probables de regeneraci6n y mortalidad global de un rodal 

dado, a partir de la distancia y superficie promedio ocupada por 
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al menos un brinzal prove niente de regeneraci6n probable y 

aquella en que es posible l ocalizar un arbol muerto anualmente 

(Zepeda, 1992). 

Torres (1987) construy6 un modelo compatible de totalidad de 

rodal para Pinus hartwegii Lindl., de Zoquiapan, Mexico. 

Rodriguez (1987) estudi6 el efecto de la densidad sobre el 

crecimiento en diametro no rma l , altura total, volumen del fuste, 

longitud de copa, area de proyecci6n de copa y area foliar de 

arboles de Pinus montezumae Lamb., de Puebla, cuantificando las 

relaciones alometricas existentes entre algunas variables 

dasometricas. 

Castillo ( 1988) gener6 un sistema de estimaci6n de la 

producci6n neta de Pinus caribaea var. hondurensis, de "La 

Sabana", Oaxaca, utilizando un enfoque distribucional. 

Fierros (1989) citado por Zepeda (1992), para "La Sabana", 

Oaxaca, con los datos usados previamente por Castillo (1988), 

construy6 un Modelo de estimaci6n de incrementos y rendimientos 

forestales basado tambien en el enfoque distribucional, usando la . 
funci6n de distribuci6n de probabilidad Weibull de tres 

parametros. 

CIDASA (1989) citado por Zepeda (1992), prepar6 un conjunto 

de ecuaciones a las que denomin6 "simulador silvicola 
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Atenquique", pero que segun Zepeda (1992) corresponden mas a un 

predictor de rendimientos probables. 

SARH en 1990, en el marco del convenio de intercambio 

tecnico, en materia f o res tal, entre Mexico y Finlandia, y como 

parte de los trabajos del Si st ema de Conservaci6n y Desarrollo 

Silvicola (SICODESI) I previ e ron un modelo de arbol individual 

independiente de la distancia (Zepeda, 1992 ). 

Zepeda (1990) c onstruy6 un modelo de es~imaci6n del 

incremento y rendimient o maderable independiente de la distancia 

en la region de Perote, Veracruz, con los datos utilizados 

previamente por Aguirre en 1 984. 

Acosta (1991) prepar6 un modelo de estimaci6n del incremento 

y rendimiento maderable de Pinus montezumae de San Juan Tetla, 

Puebla. 

2.7.3 Tendencias del modelaje matematico. 

La investigaci6n de una funci6n generalizada capaz de 

describir apropiada y adec uadamente los procesos de crecimiento 

biol6gico de arboles foresta l es y rodales han sido sometidos a 

esfuerzos persistentes por biometristas forestales desde el siglo 

pasado (Yang, Kozak y Smith, 1978). 
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Sin lugar a dudas el mas signif i c a tive l a gro en materia de 

funciones de producci6 n ha sido la creaci6n de un cuerpo de 

teoria sabre silvicultur a c uantitativ a . En este campo del 

conocimiento se ha pretendi do detectar los patrones generales de 

comportamiento en la d inami c a de la f o rmaci6n, desarrollo y 

rendimiento de masas f ores tales. En la medida que ha avanzado la 

silvicultura cuantita t i v a , este campo ha aumentado su base de 

apoyo te6rico en ecologi a cuanti tativa, dandole una capacidad 

explicativa mas amplia de los p r oceso s de producci6n forestal. 

Los modelos mas recien tes han aprovec hado estos avances para 

incluir en sus estructuras v a ri a b les descriptivas y explicativas 

del proceso de producci6n (Mendo za, 1 99 3 ) . 

Las funciones de produ c ci6n e ran para predecir crecimiento 

y rendimiento casi de mane r a exclusiva; actualmente se emplean en 

las predicciones de rendimiento fisico que han sido articuladas 

con funciones de predicci6n de rendimiento financiero y 

estimaciones sabre e l u s o de los fact o res de producci6n 

(Mendoza,1993). 

La construcci6n de es ta s he rramientas debe continuarse en el 

pais, bajo la concepcion a ctual de un modelo de estimaci6n ·ctel 

incremento y rendimient o de rodales, es decir, como una familia 

de funciones, que propo r c ionen informacion sabre el 

comportamiento probabl e de los mismo s a traves del tiempo 

(Zepeda, 1990). 
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Tambien se ha iniciado e l trabajo de formaci6n de funciones 

de producci6n multiple, las cuales, ademas de evaluar el 

rendimiento maderable de las l abores silvicolas aplicadas sabre 

una cierta condici6n de bosque, hacen estimaciones de rendimiento 

de forraje y otros productos no maderables, asi como del impacto 

ecol6gico de la actividad (sabre la fauna, el agua y el paisaje 

principalmente) (Mendoza, 1993 ) . Es aproximadamente a partir de' 

1970, cuando se inici6 la u ti li zaci6n sistematica de tecnicas de 

programaci6n matematica para auxiliar el analisis de los temas 

fundamentales del manej o forestal, que puede percibirse con 

claridad un cierto progreso mas alla de lo estrictamente 

tecnol6gico (Mendoza, 1 993 ) . 
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3. MATERIALES Y METODOS 

.Para alcanzar los objetivos del presente trabajo, se empleo 

la siguiente metodologia: 

i). Revision bibliografica. Se consultaron fuentes de 

informacion bibliografica para registrar, la conceptualizaci6n e 

importancia de los modelos, el proceso biologico del crecimiento, 

las caracteristicas de las curvas de crecimiento e incremento de 

las principales variables dasometricas de algunas especies 

forestales, la metodologia para la construcci6n y uso de los 

modelos, las diversas clasificaciones de los modelos matematicos, 

el mecanisme de conversion de modelos de incremento a modelos de 

crecimiento y viceversa, los antecedentes mas relevantes y las 

tendencias de aplicaci6n de l os modelos matematicos en la 

actividad forestal, y finalmente, se revisaron los supuestos y 

propiedades de los principales modelos de crecimiento empleados 

en la actividad forestal. 

ii). Analisis matematico. Con la informacion de los basica 

de los modelos de crecimiento, se procedi6 a determinar: la forma 

integral de los modelos, mediante la integracion matematica de la 

tasa de crecimiento supuesta para cada modelo; la funci6n de 

incremento corriente, como la derivada de la funci6n de 

crecimiento; la funci6n de incremento medio, al dividir la 

funci6n de crecimiento entre la edad; el punto de culminaci6n del 

incremento corriente, a traves de la derivada de la funci6n de 
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incremento corriente igualada a cero; y el punto de culminaci6n 

del incremento medio, mediante la derivada de la funci6n de 

incremento medio e igualada a cero o igualar la funci6n de 

incremento corriente con la de incremento medio. Tambien, se 

desarrollaron los metodos de sustracci6n y division sugeridos por 

Zeide (1993) para explicar la tasa de crecimiento basada en las 

fuerzas anab6licas y catab6licas. 
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4. RESULTADOS. 

Los resultados de la primera etapa de la metodologia se 

registran con suficiente extension en la revision bibliografica 

de este documento. La informacion siguiente constituye los 

resultados de la segunda etapa. 

Por principia, se debe enfatizar que los modelos matematicos 

por su naturaleza tienen supuestas aproximaciones en su 

construccion y por lo tanto tienen ranges de validacion 

restringidos. Estes ranges pueden ser amplios si los modelos son 

cuidadosa y razonablemente construidos (Dym and Ivey, 1980). 

Los modelos matematicos pueden ser de forma lineal o no 

lineal, y pueden definirse sobre valores discretos, continuos, o 

una combinacion. Los modelos de crecimiento que estudiaremos son 

no lineales continuos. 

Como se menciono, el empleo de los modelos es relativamente 

simple si se tienen dos condiciones basicas. La primera es la 

disponibilidad de un instructive tan clare y complete que 

cualquier tecnico que domine la teoria sobre el proceso de 

modelado pueda usar correcta y eficientemente el modele. La 

segunda condicion es que los datos base y el empleo de los 

resultados del modele sean perfectamente consistentes con los 

supuestos, limitantes y propositos bajo los que el modele fue 

disefiado. 
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A continuaci6n se describen algunos modelos resaltando los 

supuestos, limitantes, prop6sitos y aplicaciones de los mismos. 

4.1 Funci6n alometrica. 

Un namero de funciones de crecimiento usadas, frecuentemente 

estan basadas en la transformaci6n (Prodan, 1968): 

log (y) = f(log x) 

donde, puede ser: 

f(log x)=a+b(log x) 

6 

f(log x)=k0 +k1 logx+k2 log2x 

La formula log (y) = f(log x) es la funci6n de crecimiento 

alometrica. 

El resultado de la ecuaci6n log (y) = f(log x) cuando: 

f(log x)=a+b(log x) 

es: 

log(y)=a+b(log x) 
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Esta muestra la dependencia entre el crecimiento de una 

caracteristica de 'y' (por ejemplo, volumen) y el crecimiento de 

otra caracteristica 'x' (por ejemplo, la variable combinada HD2
). 

La formula y=axb se deduce de la siguiente ecuaci6n 

diferencial: 

1 dy 1 dx --=--=a 
Y dt X dt 

es decir, el incremento relativo (tasa relativa de crecimiento) 

de 'y' es igual a la tasa relativa de crecimiento de 'x'. 

En algunos casos se ha sefialado que las relaciones 

alometricas son relaciones de tipo causa-efecto, mas que 

relaciones empiricas, por lo que a nivel planta se ha intentado 

dar explicaci6n fisiol6gica del fen6meno y a nivel conjunto de 

individuos sobre dinamica poblacional (Zepeda, 1990) . 

La funci6n alometrica es muy apropiada para aplicaciones 

practicas . Esta da una expresi6n correcta de un numero de 

relaciones que han sido extendidas de atributos a nivel arbol 

individual a atributos poblacionales, por ej emplo, densidad-

volumen medio, densidad-diametro cuadratico promedio, densidad-

altura dominante. 
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Las siguientes relaciones son algunos ejemplos: 

1. La relaci6n entre el diametro normal y la altura de un 

arbol en un rodal. 

log h = log a + b (log d) 

h=adb 

Donde: 

h: altura 

d: diametro 

2. La relaci6n entre el volumen y el diametro normal 

promedio en un rodal. 

log v = log b + c(log d). 

V=bdc 

Donde: 

v: volumen 

d: diametro normal promedio 

3. La relaci6n entre el volumen, y la variable combinada . 

altura por diametro al Cuadrado del arbol . 

log v = log a + b (log h d2) 

v=a (d2h) b 

Donde: 

v: volumen 

h: altura 

d: diametro 
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A continuaci6n 1 se citan algunos trabajos que consideran 

relaciones alometricas: 

Larsen (1963) citado por Adlard (1983) 1 indica que en 1884 

Pressler estableci6 la "Ley de la formaci6n del fuste" producto 

de estudios sobre relaciones entre la copa y el fuste. Su 

hip6tesis es: "el crecimiento de &rea radial a cualquier nivel 

del fuste 1 dentro de la copa 1 es proporcional a la cantidad de 

follaje arriba de dicho nivel". 

Horn (1971) y Jahnke y Lawrence (1965) citados por Adlard 

(1983) 1 retomaron la hip6tesis de Pressler y realizaron 

observaciones sobre la intensidad y naturaleza de la luz. Tambien 

lo hicieron Onaka en i950 y Hal en 1965 con mediciones de la 

distribuci6n de las hormonas (Adlard 1 1983). 

Madgwick (1970) citado por Adlard (1983) 1 estudi6 la 

relaci6n entre la estructura del rodal y la biomasa 1 con la 

productividad de las masas forestales. 

• 
Madgwick y Olson (1974) citados por Adlard (1983)1 

investigaron la relaci6n entre el indice de area foliar y el 

incremento en volumen en un ensayo de aclareos de masas coet&neas 

de Liriodendrun tulipifera. 

Lemon (1963) citado por Adlard (1983) 1 encontr6 una relaci6n 

de los ~oeficientes alometricos entre el volumen y la altura de 
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arboles medios de Pinus pinaster con la distribucion estacional 

de la precipitacion y la densidad de la masa. 

Mitchell (1975) citado por Adlard (1983) I publico un metodo 

utilizando la capacidad fotosintetica de la copa como base para 

hacer crecer los arboles dentro de las masas, aunque este metodo 

es muy exigente y necesita de equipo computacional. 

Las investigaciones de relaciones alometricas como la 

proporcionalidad del crecimiento entre organos diferentes en el 

mismo individuo, han demostrado otra manera de abordar el 

problema del crecimiento y la forma de los arboles en relacion a 

factores del medio ambiente, 0 mejor dicho, un metodo mas 

cientifico que dendrometrico. 

La existencia de relaciones alometricas entre varias 

dimensiones 0 partes de un arbol pueden rapidamente establecerse 

graficando los datos en coordenadas logaritmicas. Kittredge en 

1948 verifico la existencia de tales relaciones entre el peso del 

follaje y el diametro normal, mientras que la relacion alometrica 

entre el volumen del fuste y diametro normal es comunmente usada 

en la construccion de tablas de volumenes locales. Sin embargo, 

pocas de las relaciones existentes entre componentes de la 

biomasa son examinadas para un arbol particular durante su vida, 

de manera que, estas relaciones no son alometricas en el sentido 

de la definicion inicial. Como se definio al inicio, la relacion 

alometrica parte del supuesto de que las tasas de crecimiento 
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especifico de dos componentes mantienen una relaci6n proporcional 

en el tiempo (Pienaar y Turnbull, 1973). 

En Mexico, las relaciones alometricas en la actividad 

dason6mica se registran casi en su generalidad en todo estudio . 

Asi por ejemplo, la relaci6n alometrica entre el diametro normal 

y el volumen del fuste se ha empleado para la construcci6n de 

tablas de volumenes. Han cobrado tambien bastante importancia en 

estudios dirigidos en la selva, relacionando las principales 

variables dasometricas del arbol como son el diametro normal, 

altura , volumen y amplitud de copa. Entre estos trabajos, destaca 

uno reciente, el realizado por Lopez (1995). 
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4.2 Modelo de Von Bertalanffy. 

Pienaar y Turnbull (1973) y Yang, Kozak y Smith (1978), 

senalaron que Von Bertalanffy deriv6 su modelo de estudios de 

relaciones alometricas en organismos. La relaci6n alometrica es 

la existente entre las dimensiones de los elementos de un 

organismo, por decir, 'P' y 'Q' cuando la relaci6n entre ellos 

puede expresarse en la forma: 

Donde 'P' podria ser el area fotosintetica y 'Q' area del 

cambium en el fuste de una especie de arbol. El parametro 'c' 

depende de condiciones iniciales e incorpora tambien cambios 

dimensionales segun sean las unidades de 'P' y 'Q'. 

Proviene de la suposici6n de que en individuos normales la 

tasa relativa de crecimiento de 'P' sostiene una relaci6n 

constante proporcional a la tasa relativa de crecimiento de 'Q'. 

_! dP =a[.! dQ] 
p dt Q dt 

El parametro 'a' es la constante alometrica; caracteriza el 

tipo particular de organismo y medio ambiente, reflej ando su 

particular relaci6n dimensional. 
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Extensos estudios de muchos organismos terrestres y 

acuaticos condujeron a Von Bertalanffy a la conclusion de que 

para una clase importante de organismos la relaci6n alometrica 

entre el area superficial (ya sea total, o area absorbente total) 

y el volumen total podria ser apropiadamente expresado como: 

Donde: 
S: 
V: 
2/3: 

area superficial 
volumen del organismo 
constante alometrica 

El valor de 'c' depende de si la relaci6n involucra 

unicamente la parte de la superficie interna 0 externa, y puede 

incorporar una constante dimensional, tal como la gravedad 

especifica, para que la relaci6n alometrica se exprese entre, por 

ejemplo, area superficial y peso de un organismo. 

Esto ultimo, permiti6 que Von Bertalanffy formulara una 

hip6tesis que expres6 a la tasa de crecimiento en volumen de un 

organismo como la diferencia entre la tasa anab6lica (metabolismo 

constructive) y la tasa catab6lica (metabolismo destructive) . La 

tasa anab6lica es proporcional al area superficial del organismo, 

mientras la tasa catab6lica proporcional al volumen de la 

biomasa. La hip6tesis puede expresarse matematicamente como : 
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Donde: 

dV 1. 
-=11V 3 -yv 
dt 

(1) 

11: Parametro de la tasa anab6lica del crecimiento 
Y: Parametro de la tasa catab6lica del crecimiento 
V: Volumen de la biomasa 

2/3: Constante alometrica 

A continuaci6n se sefiala el razonamiento de este modelo. La 

tasa anab6lica es directamente proporcional a la superficie de 

absorci6n: 

Tasa anab6lica = cS 

Donde 'c' es la constante de proporcionalidad. 

Para: 

2 

S=c v 3 
2 

como fue establecido por Von Bertalanffy, 

La tasa anab6lica es: 

2 2 

CC2 V 3 =c3 V 3 

La tasa catab6lica es directamente proporcional al volumen 

de la biomasa; 
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-- -------~ 

La tasa catab6lica es: 

Donde c 4 es la constante de proporcionalidad. 

La tasa de crecimiento potencial es la tasa te6rica de 

crecimiento que deberia ocurrir como resultado de la tasa 

anab6lica y catab6lica. Puede considerarse como la tasa 

excedente de producci6n de los productos metab6licos: 

La tasa de crecimiento potencial es: 

Finalmente, la tasa de crecimiento real es proporcional a la 

tasa de crecimiento potencial: 

La tasa de crecirniento real es: 

Donde 'c5 ' es un coeficiente de eficiencia que relaciona la 

tasa de producci6n de volumen a la tasa de producci6n de 

productos metab6licos excedentes. Sobre esta base: 
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La tasa de crecimiento en volumen es: 

esto es, 

como en la ecuacion (1), la formulacion de la tasa de crecimiento 

del modelo de Von Bertalanffy. 

La tasa de crecimiento en forma mas general, pero basada en 

las fuerzas anabolica y catabolica, se puede explicar por la 

sustraccion de estas dos componentes o por la division que ellas 

representan a traves del tiempo (Zeide, 1993). Las componentes de 

las dos explicaciones (sustraccion y division) no son iguales 

pues responden a explicar dicha tasa en forma aditiva una y 

multiplicativa la otra . En el Cuadro No. 2 se indican los 

resultados y en el Apendice se presentan los desarrollos 

matematicos respectivos. 

Al integrar la ecuacion (1) con el auxilio de la ecuacion de 

Bernoulli, para la integracion de ecuaciones diferenciales, se 

llega a la siguiente ecuacion: 

(2) 
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Donde 'Vt' es el volumen total en el tiempo (edad) 't', dada 

la condici6n inicial de que en el tiempo t
0

, Vt
0
=0. Cuando 't' 

tiende al infinite: 

21. 1 -o 
y e(Y(1-2 / 3) (t-t0 l) 

Por lo tanto: 

Si este volumen asint6tico se denota por A, entonces: 

Y si: 

luego entonces: 

21. =A C1-2/3l 
y 

k=y(1-2/3) 

1 

Vt={A <1-2/3 >-A (1-2/3> • exp[-k ( t- to) ]l (1-2/3 > 

la cual se reduce a: 

1 

o tambien: 
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Zeide (1993) lo reporta asi: 

o tambien: 

Donde: 
y: Variable de estudio 

fio·: Parametro del valor asint6tico 
f} 1 : Parametro de la tasa de crecimiento 
t: Edad 

(3) 

El tiempo en que se localiza el maximo del incremento 

corriente (t 1c) 1 es tzc=ln (3) /f} 1 y el tiempo donde se encuentra el 

maximo incremento medio (t 1M) I es el valor de t 1M>t 1c tal que 

exp ( fi 1 tzH) -1 = 3~ 1 tiM. La tasa de crecimiento explicada por la 

sustracci6n de dos fuerzas es y 1=31}~13 1} 1y 2 1 3 -31} 1y 1 (y 1 =dy/dt) y la 

explicada por la division de ell as es y'=3 J}~ 13 1} 1y 2 1 3 I exp ( P1 t) . 

Von Bertalanffy demostr6 que los modelos de crecimiento de 

la forma como la ecuaci6n (4) se aplican razonablemente bien al 

crecimiento de muchos organismos de una clase ampliamente 
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estudiada y tambien investig6 la conexi6n entre la relaci6n 

alometrica y las tasas metab6licas reales; tambien afirm6 que la 

pendiente 'm' de la linea alometrica es '2/3' para especies que 

obedecen la regla de la superficie del metabolismo, '1' o algo 

intermedio, cuando el consumo de oxigeno es proporcional al peso 

del animal (Richards, 1959) . 

La base de la ecuaci6n de Von Bertalanffy esta en el rigor 

proyectado de su fundamento te6rico. Von Bertalanffy en 1957 

afirm6 haber tenido exito al desarrollar "una teoria general de 

crecimiento, la cual establece leyes cuantitativas racionales de 

crecimiento, e indic6 los mecanismos f isiol6gicos sobre los 

cuales el crecimiento esta basado". Esta teoria considera el 

crecimiento animal por ser el resultado de la acci6n combinada de 

dos procesos opuestos, el anabolismo y el catabolismo. Von 

Bertalanffy deriva su ecuaci6n de los supuestos, atribuidos a 

Putter en 1920, de que el nivel de anabolismo es proporcional a 

la superficie aerea de un organismo (o si es masa elevada a la 

potencia 2/3), mientras que el catabolismo es proporcional a la 

masa del organismo. Estos supuestos definen lo que el llam6 "el 

primer tipo metab6lico". Von Bertalanffy tambien describe otros 

dos tipos de metabolismo y sus correspondientes tipos de 

crecimiento, pero Ricker en 1979 cuestion6 estos supuestos 

considerandolos como "especulaciones imaginativas". Sin embargo, 

para honrar la presumiblemente autoria original de estas 

especulaciones, Ricker refiere a la ecuaci6n de Bertalanffy como 

la curva de crecimiento No. 2 de Putter (Zeide, 1993). 
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El origen de estos conceptos, sin embargo, va mas a fondo 

que la creencia de Bertalanffy y Ricker. Esta puede ser una de 

las pocas ideas viables del legado prodigioso de Spencer . El 

estuvo preocupado con esta pregunta: (.Porque el crecimiento 

individual tiene un limite? y propuso muchas respuestas que se 

parecen a consideraciones estructurales y mecanicas propuestas 

por Galileo en sus "Dialogos concernientes a dos nuevas 

ciencias". En particular, Spencer en 1898 escribi6, "en cuerpos 

similares, las areas y las masas varian de acuerdo a las 

dimensiones de los cuadrados y de los cubos, respectivamente; de 

esto se deduce que la superficie de absorci6n aumenta cuatro 

veces, mientras que el peso movido por la materia absorbida 

aument6 ocho veces" . Como Von Bertalanffy, Spencer restringi6 

este razonamiento a a:riimales, creyendo que el crecimiento de 

arboles es ilimitado (Zeide, 1993). 
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4.3 Modelo de Chapman-Richards. 

Este modelo de crecimiento se le conoce tambien como modelo 

de Richards o generalizaci6n de Von Bertalanffy; aunque fue 

reportado por Mitscherlich en 1919, este volvi6 a conocerse por 

los investigadores americanos con el articulo ••una curva flexible 

de crecimiento de uso empi.rico 11 por Richards en 1959 (Zeide, 

1993) . 

Richards en 1959] y Chapman en 1961 al realizar estudios en 

plantas y peces, respectivamente, registraron que la constante 

alometrica de 2/3 que estableci6 Von Bertalanffy en 1951 fue 

bastante restringida para aplicarse a varias formas de vida. 

Ambos autores sugirieron que la constante alometrica sea de un 

valor indefinido y propusieron un modelo generalizado que tuviera 

amplias aplicaciones en estudios botanicos empi.ricos (Pienaar y 

Turnbull, 1973). 

La formulaci6n estandar del modelo conceptualiza la tasa de 

crecimiento de un organismo o poblaci6n como resultante de la 

tasa de crecimiento anab6lico (metabolismo constructivo de un 

organismo) y de la tasa de crecimiento catab6lico (metabolismo 

destructivo de un organismo) . La tasa anab6lica se asume que es 

proporcional al tamano de un organismo o poblaci6n, elevada a una 

potencia, mientras que la tasa catab6lica se asume que es 

directamente proporcional al tamano (Clutter et al, 1983) . 
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Esto es: 

dV vm - =T) -yv 
dt 

Donde: 
m: Parametro de alometria 
11: Parametro de la tasa anab6lica de crecimiento 
y: Parametro de la tasa catab6lica de crecimiento 
V: Volumen de la biomasa 
t: Edad 

Al integrar la ecuaci6n anterior con el auxilio de la 

ecuaci6n de Bernoulli, para la integraci6n de ecuaciones 

diferenciales, se llega a la siguiente ecuaci6n: 

Donde: 
y: Variable de estudio 
~ 0 : Parametro del valor asint6tico 
~ 1 : Parametro de la tasa de crecimiento 
~ 2 : Parametro de forma 
t: Edad 

Los puntos de culminaci6n del incremento corriente e 

incremento medio se registran en el Cuadro No. 3. 

El modelo de Von Bertalanffy se desarrollo para animales 

baj o consideraciones te6ricas; sin embargo, al deshechar las 

limitaciones impuestas por los antecedentes te6ricos, este puede 

tener amplias aplicaciones en estudios botanicos empiricos. En su 

forma general incluye las funciones monomolecular, logistica o 

autocatalitica y Gompertz (Richards, 1959), mismos que se 

estudian mas adelante. 
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La derivacion de la tasa de crecimiento contiene supuestos 

y aproximaciones que permiten tener dudas acerca de la validez 

teorica; para 'm' mayores que 1 no muestran una interpretacion 

teorica de la constante de proporcionalidad de anabolismo y 

catabolismo. 

Los terminos en el modelo de Chapman-Richards -tasas 

anabolica y catabolica- tiene una amplia y gruesa interpretacion 

fisiologica. El modelo incorpora simplificaciones obvias en que 

los parametres son considerados constantes a traves de la vida de 

un organismo. Por ej emplo, el termino que relaciona la tasa 

catabolica al volumen de la biomasa, implica una constante de 

eficiencia catabolica. Simplificaciones similares se aplican a 

las demas constantes del modelo. Una vez que la tasa del modelo 

ha sido especificada, el modelo de crecimiento es obtenido por 

integracion. Tambien es cierto que el modelo matematico tiene 

propiedades que pierden esencia en el mundo real, por ejemplo, el 

crecimiento se representa como un proceso continuo mientras que 

de hecho pocos organismos crecen a una tasa continua; mas bien 

exhiben ciclos estacionales, diurnos y de otro tipo. La 

adecuacion del modelo debe ria j uzgarse, sin embargo, por la 

habilidad para representar el patron general de crecimiento, en 

relacion a un proposito establecido (Pienaar y Turnbull, 1973). 

El modelo de crecimiento de Chapman-Richards puede aplicarse 

al crecimiento de arboles individuales asi como al crecimiento de 

rodales. Para arboles que crecen baj o condiciones ambientales 
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relativamente estables, se puede arguir que la tasa potencial de 

crecimiento de biomasa, por ejemplo, es el resultado de una tasa 

anab6lica y catab6lica, como se ha descrito en parrafos 

anteriores. La tasa anab6lica, esto es, la tasa de metabolismo 

constructive, se asume que es proporcional al area fotosintetica 

del arbol; tambien se asume que hay una relaci6n alometrica e ntre 

la biomasa viva y el area fotosintetica ( Pienaar y Turnbull, 

1973) . 

La ventaja de la ecuaci6n de Chapman-Richards es su 

flexibilidad. Esta ecuaci6n es valorada por su exactitud y es 

usada mas que cualquier otra funci6n en estudios de crecimiento 

de arboles y rodales . La ecuaci6n de Chapman-Richards fue 

derivada de la ecuaci6n de Von Bertalanffy "cuando las 

limi taciones impuestas por su origen te6rico son . descartadas" 

(Richards 1959) La diferencia entre las ecuaciones de Von 

Bertalanffy y Chapman-Richards es que el parametro ~ 2 , 

restringido a un valor de tres en el caso de Von Bertalanffy, 

puede asumir cualquier valor en la ecuaci6n de Chapman-Richards. 

Ecuaci6n de Von Bertalanffy: 

Ecuaci6n de Chapman-Richards: 
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Esta modificacion omitio la interpretacion biologica 

propuesta por Von Bertalanffy. Rolfe A. Leary remarco que 

comparada con la ecuacion de Von Bertalanffy, es un salto hacia 

atras muy grande en la explicacion de la descripcion deseada 

(Zeide, 1993). 

No esta claro si la flexibilidad es una caracteristica 

deseable de los modelos de crecimiento. Cuando el numero de 

parametres es igual al numero de datos, la ecuacion pasaria por 

cada uno de los puntas; seguramente que no se espera esta clase 

de flexibilidad. Nuestra interpretacion de crecimiento poco 

beneficiaria en una ecuacion que pasivamente sigue todos los 

puntas de los datos . Necesitamos una ecuacion que ajuste los 

datos y de un modo correcto, a una trayectoria directa de todos 

los puntas, una ecuacion que exponga una tendencia de· crecimiento 

en el laberinto de informacion para separar lo esencial de lo 

inesperado. 

La flexibilidad depende del numero de parametres en una 

ecuacion, y no hay razon para suponer que la ecuacion de Chapman­

Richards podria ser mas flexible que cualquier otra ecuacion con 

tres parametres, aunque si que otra de dos. 

La funcion generalizada de Von Bertalanffy, desarrollada por 

Richards, ha encontrado utilidad en estudios de crecimiento y 

rendimiento en la silvicultura. Pienaar y Turnbull (1973) 

reparametrizando e imponiendo una condicion inicial en el tiempo 
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t=t y Vt =0 deri varon la funci6n de crecimiento: 
0 0 

Donde: 

1 
V =A{1 -e [-k ( t - t 0 l l} (1-m) 

t 

Vt: volumen o area basal en el tiempo 't' 

A, k, y m : parametres 

Ellos aplicaron exitosamente este modelo para crecimiento y 

rendimiento de area basal en rodales coetaneos. 

Rawat y Franz en 1974 tambien usaron la funci6n en la forma: 

1 

W=A [1-be-kt] (1 -m) 

para construir curvas de indice de sitio y concluyeron que el 

modelo es igualmente conveniente para todos los estudios de 

crecimiento y rendimiento, por ejemplo, las relaciones de 

diametro-edad, area basal-edad y volumen total-edad (Richards, 

1959) . En la ecuaci6n anterior a diferencia del modelo de 

Chapman-Richards, se incluye a 'b' (cuyo significado biol6gico es 

limitado) . 

En Mexico, tambien son bastantes los trabajos que han 

empleado este modelo 1 entre ellos se tienen los realizados por: 

Aguirre (1984) 1 Arteaga (1985) 1 Fierros (1989) I Bojorges (1990) 1 

Guerra (1990) 1 Perez (1990) 1 Landeros (1994) I Hughell (1991), 

etc. 
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4.4 Modelo Monomolecular. 

Este modelo es conocido tambien como la Ley de rendimientos 

decrecientes, en la agricultura y economia; Ley de acci6n de 

masas, en Quimica; Ley de efectos de factores de crecimiento; y 

ecuaci6n de Mitscherlich. 

El modelo monomolecular supone que la tasa de crecimiento en 

un tiempo 't' es directamente proporcional a la cantidad 

potencial de crecimiento (diferencia entre el crecimiento maximo 

posible y el crecimiento actual) (Drapery Smith, 1980; Martinez, 

1982; Prodan, 1968) . 

Esto es : 

Donde: 

dy =k(A-y) 
dt 

y: Variable de estudio 

(1) 

k: constante de proporcionalidad de la tasa de 
crecimiento 

A: Tamano max1mo del crecimiento 
t: tiempo (edad) 

Los supuestos del modelo monomolecular son: la cantidad de 

maquinaria de crecimiento es constante e independiente del peso 

seco; esta maquinaria trabaja a una tasa proporcional al nivel 

del sustrato; y, el crecimiento es irreversible (France y 

Thornley, 1984) 
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Integrando la ecuaci6n (1), se tiene: 

dy =kdt 
(A-y) 

J dy J 
(A-y) = kdt 

ln (A-y) = -kt+C1 

ln (A-y) -c1 = -kt 

Cuando t=O, y=O, esto es: 

ln (A) -c1 = o 

ln (A) = c1 

Sustituyendo (3) en (2), se tiene: 

ln(A-y)-ln(A)=-kt 

A-y ln(--) =-kt 
A 

A-y =e-kt: 
A 

A-y = Ae-kt 

y = A-Ae-kt 

y = A(l-e-kt) 

Con otra notaci6n, la ecuaci6n es: 

Donde: 
y: Variable de estudio 

p
0

: Parametro del valor asint6tico 
p

1
: Parametro de la tasa de crecimiento 

t: Tiempo 
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A esta ecuaci6n tambien se le incluye un parametro de 

significado biol6gico limitado. Zeide (1993), la reporta asi: 

La cual puede escribirse como: 

Donde ~ 2 es el parametro de significado biol6gico limitado. 

Los puntos de culminaci6n del incremento corriente e 

incremento medio de este modelo, asf como de los siguientes, se 

registran en el Cuadro No. 3. 

Para el modelo monomolecular, si se retoma el modelo 

generalizado de Von Bertalanffy asignandole a la constante de 

alometrfa el valor de cero (m=O) . 

Esto es: 

Donde: 

1 

Vt=A{l-exp[-k(t-t
0
)]} (1 -m) 

1 

A=(~) 1-m k=y (1-m) 

164 



Por tanto, con t 0=0 se tiene: 

o tambien: 

1 
V =A{1 -e [-k(t-t0 ll}""'("l-'-j'" 

t 

Agregando un parametro, tenemos: 

Esta ecuaci6n no tiene punto de inflexion, esto es, no hay 

cambio en signo de la segunda derivada [d2y/dt2 ] para cualquier 

t, y la variable sube a velocidad constante a una tasa 

decreciente como la ecuaci6n (1) (la tasa de crecimiento declina 

linealmente respecto al incremento en el tamano del organismo) . 

En la figura 12 se registran curvas con valores diferentes 

de p
2

• Al factor de escala (p 0 ) se le asign6 el valor de uno. Como 

P1 y t se presentan juntos, se asign6 para este ejemplo, el valor 

de uno al primero. Si ahora, se asignan diferentes valores a p
0

, 

la escala vertical de la curva tendria que cambiar; diferentes 

val ores de p
1 

podrian alargar 0 con traer la curva 

horizontalmente. Cada curva, cuando t=O inicia en y=P 0 (1-P 2 ), la 

cual es simplemente l-P2 cuando P0 =1. 
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1.0 

0 .8 

y 

0.6 

0.4 

0.2 

0 ~--------~--------~----------~---------
t 

Figura 12. Faailia de curvas te6ricas 
2 4 6 

derivadas del aodelo aonoaolecular 
[Adaptado de Draper 7 Saith. 1980]. 
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La ecuaci6n monomolecular, al no declinar, presenta mas bien 

una descripci6n no objetiva del crecimiento. Ricker [1979] 

atribuye la primera aplicaci6n biol6gica de una forma especial de 

esta ecuaci6n a Putter (1920), mientras que Richards (1969) 

refiere a esta como la formula de Mitscherlich. Se tiene 

registrado aun un uso anterior en un estudio de crecimiento de 

arboles por Weber en 1891 (Zeide, 1993). 

Esta ecuaci6n describe el progreso de una reacci6n quimica 

irreversible de primer orden, de hecho esta ecuaci6n surge de 

estudios de reacciones quimicas, por ello tambien se le conoce 

como Ley de acci6n de masas en la Quimica. 

Esta ley establece que el rendimiento se aproxima a un 

limite y por lo tanto, el aumento en el rendimiento tiende hacia 

el valor cero. Turgot [1727-1781] postul6 esta ley para la 

economia nacional y sobre estas bases el economista ingles David 

Ricardo [1772-1823] formul6 la 11 Ley de rendimientos 

decrecientes 11
• Fue Justus v. Liebig quien sugiri6 la validez de 

esta ley para rendimientos de cultivos agricolas (Prodan, 1968). 

Alfred E. Mitscherlich [1874-1956] tambien le llam6 11 Ley de 

efectos de factores de crecimiento 11
, y para algunos autores esta 

es la 11 ecuaci6n de Mitscherlich 11
• De entre las funciones de tipo 

exponencial, la ecuaci6n de Mitscherlich representa uno de los 

primeros intentos para explicar las respuestas de un cultivo a 

las adiciones de fertilizantes (Martinez, 1982). De acuerdo con 
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Tisdale y Nelson (1956) citados por Martinez (1982), para llegar 

a su expresi6n Mitscherlich se bas6 en sus observaciones y supuso 

que la raz6n del incremento en el rendimiento esperado, d[E(y)], 

al incremento en el nutriente, du, era directamente proporcional 

a la diferencia entre el rendimiento maximo posible, A, y el 

rendimiento actual esperado. Si q es una constante de 

proporcionalidad, se puede escribir (Martinez, 1982): 

d[E(y)] =f.A-E(y)}q 
du 

Pimentel (1953) citado por Martinez (1982), indic6 que una 

de las criticas mas importantes contra el uso de la ecuaci6n de 

Mitscherlich en investigaciones con fertilizantes, es la 

dificultad extrema para considerar las interacciones entre los 

nutrientes. Un modelo similar ala ecuaci6n de Mitscherlich puede 

deducirse para estudiar el crecimiento de una poblaci6n 

biol6gica. 

En el pasado, el modelo monomolecular se ha usado para 

representar las ultimas fases de la vida de un organismo. 
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4.5 Modelo Logistico. 

La forma mas sencilla de dar origen a una curva sigmoide es 

la de introducir en la ecuaci6n geom~trica un t~rmino que 

provoque disminuci6n del indice de incremento conforme aumenta la 

poblaci6n, pero ademas se pretende disminuir el indice de 

incremento de manera uniforme. Estos objetivos se logran si cada 

individuo que se agrega a la poblaci6n origina que disminuya el 

indice de incremento en una cifra equi valente (Krebs, 1985; 

citado por Aguilar, 1994) 

El modelo logistico o autocatalitico supone que la tasa de 

cambio de la variable dependiente es proporcional al valor de 

~sta multiplicado por · una funci6n lineal decreciente de ella 

misma (Franco, 1983). 

Esto es: 

Donde: 
A: 
y: 
k: 

k (A-y) : 
t: 

dy =ky (A-y) 
dt A 

Tamafio maximo de crecimiento 
Variable de estudio 

Constante de proporcionalidad 
crecimiento 

Cantidad potencialmente lograble 
Ed ad 

(1) 

de la tasa de 

Otra forma de conceptualizar el modelo logistico es, que la 

tasa de crecimiento es proporcional al producto entre la 

dimensi6n actual y el crecimiento futuro (Drapery Smith, 1980). 
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Esto es: 

Como se nota: 

dy = ky(A-y) 
dt A 

dy; 
dt y 

es decir, la tasa relati va de crecimiento del tamafio actual 

declina linealmente con el incremento de y. 

Una tercera alternativa de conceptualizar el modelo 

logistico, es que la tasa relativa de crecimiento a la dimension 

presente declina linealmente con el incremento de y, esto es 

(Draper y Smith, 1980) : 

_! dy = k(A-y) 
y dt A 

Por otro lado, se registra que la ecuaci6n para el 

crecimiento de Robertson es conocida como la curva 

"autocatalitica" y se basa en la siguiente ecuaci6n diferencial 

(Prodan, 1968) : 

dy 
- =ky(ymax-y) 
dt 

Esta ecuaci6n establece que el incremento es proporcional al 

tamafio alcanzado y al crecimiento futuro Y.u-Y· similar 

conceptualizaci6n que el realizado por Drapery Smith (1980). Sin 

embargo, a diferencia de la ecuaci6n sefialada por Franco (1983) 

y Draper y Smith (1980), esta no registra la fracci6n inversa de 

A. Se registr6 tambien que durante una epidemia, si cada 
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individuo de la poblaci6n puede clasificarse como infectado o 

susceptible de serlo, y si la tasa de crecimiento de infectados 

es proporcional al numero aproximado de infectados multiplicados 

par el numero aun susceptible, el resultado es el modelo 

logistico (Bartlett, 1955; citado par Shapiro y Gross, 1981). 

Esto es: 

Donde: 
k: constante de proporcionalidad 
yt: numero de infectados en el tiempo t 
n: tamano de la poblaci6n 

En el modelo exponencial, la tasa de crecimiento depende 

unicamente de la maquinaria de crecimiento (proporcional al peso 

seco) y no sabre la disponibilidad de sustrato. El modelo 

monomolecular supone que la tasa de crecimiento depende 

unicamente del nivel de sustrato y no del peso seco. Ahara, con 

el modelo logistico se establece un supuesto compuesto: la 

cantidad de maquinaria de crecimiento es proporcional al peso 

seco; esta maquinaria de crecimiento trabaja a una tasa 

proporcional a la cantidad de sustrato; y, el crecimiento es 

irreversible (France y Thornley, 1984). 

La soluci6n de la ecuaci6n diferencial ( 1) es (Draper y 

Smith, 1980; Prodan, 1968; Franco, 1983; Shapiro y Gross, 1981; 

y, Leithold, 1992): 
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es: 

A y= -----:---
( 1 +be -kt) 

o tambien: 

Donde: 
y: Variable de estudio 

Po: Parametro del valor asint6tico 
P1 : Parametro de la tasa de crecimiento 
P2 : Parametro de escasa implicaci6n biol6gica 
t: Edad 

Se puede notar que en la expresi6n: 

dy = ky(A-y) 
dt A 

tiene su pendiente siempre positiva. 

Como se podra verificar: 

d 2 k _x=- (A-2y) 
dt 2 A 

Como dy/dt > 0 para 0 < y <A, entonces, la segunda derivada 

Positiva para Y < 1/2 A 

Negativa para Y > 1/2 A 

Punto de inflexion en Y = 1/2 A 
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A continuaci6n, se enumeran algunas propiedades del modele: 

1. Curva sigmoide (la segunda derivada cambia de signo entre 

0 e infinite) 

2. Para t=O, Y=P 0 / (l+P 2 ) (valor inicial del crecimiento) 

3 . Para t -> infinite, 

crecimiento) 

y - > A ... 0 
(valor limite del 

En las figuras 13 y 14 se podra notar que si P0 =1 y P2 con 

valores de uno y ocho, el punto de inicio cuando t=O diferira en 

el eje de las ordenadas. Si se modifica P1 se altera la pendiente 

de la curva. Debido a que p
1
t se presenta como un producto, un 

cambio de P1 puede esencialmente ser compensado por una 

recalibraci6n de t, por ejemplo, (3 1t=(l/2 (3
1

) (2t)=P 1T donde 

Pl=l/2Pl y T=2t. 

Amo y Nieto (1983) reportan del modele logistico algunas 

suposiciones que estan a critica: 

1. Se asumen constantes los factores ecol6gicos que tienen 

influencia sobre la variable de estudio, por ejemplo, el 

crecimiento. Las variaciones ambientales durante algunos 

periodos criticos al principia de este estado de 
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y 

1.0 

0.8 

0.6 

04 

0.2 

0~--~----~----------~----~----~----------------~---

1.0 

08 

0.6 

0.4 

0.2 

o 2 3 4 6 7 8 9 t 

Figura 13. Faailia de curvas te6ricas derivadas del aodelo 
logistico [Adaptado de Drapery Saith. 1980]. 

Po y= --__;.--::--:-
(l+P2e-~lt) 

con: P0 =1 y P2 =8 

t 
Figura 14. Faailia de curvas te6ricas derivadas del aodelo 

logistico [Adaptado de Drapery Saith. 1980]. 
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crecimiento, pueden afectar el desarrollo del arbol. Este 

hace que sean necesarias ciertas simulaciones y analisis 

para detectar la sensibilidad de los parametres a 

variaciones ambientales. 

2. Efectos de competencia con otras plantas, relacionadas 

con la densidad. Quiza podrfa definirse el umbral de 

densidad por debajo del cual la competencia es posible. 

La ecuacion logfstica propuesta por Verhulst en 1838 es 

probablemente la ecuacion mas famosa en la Ecologia. Una 

exposicion excepcional de sus antecedentes esta dada por 

Hutchinson en 1978. Las fuerzas que contrarrestan el incremento 

exponencial son asumidas para hacer proporcional al cuadrado del 

tamano. El punto de inflexion de la ecuacion logfstica 

corresponde a un medio del tamafio final. La tasa relativa del 

crecimiento de la ecuacion disminuye linealmente con el tamano. 

A pesar de sus supuestos indefendibles y la perdida de precision 

- fue establecida (Zeide 1989) para ser de entre las ecuaciones 

sigmoides la menos precisa para la descripcion del crecimiento en 

diametro de los arboles la ecuacion es todavia usada en 

investigacion, mayormente por zoologos (Ricklefs, 1979 y Murtaugh 

1988; citados por Zeide, 1993). 

El modelo logfstico es el mas utilizado y validado para el 

crecimiento durante todo el ciclo de vida de los arboles (joven, 

adulto, · maduro y viejo) (Castano y Quiroga, 1989; citados por 
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Cuevas, Parraguirre y Rodriguez, 1994). 

Una aplicacion del crecimiento logistico en economia es la 

distribucion de informacion acerca de un producto en particular. 

En biologia se utiliza para describir la expansion de una 

enfermedad y en sociologia, para describir la difusion de un 

rumor o chiste (Leithold, 1992) . 

En Mexico, este modelo lo han aplicado en la actividad 

silvicola, entre otros, Franco (1983), Amo y Nieto (1983), 

Cuevas, Parraguirre y Rodriguez (1994) y Aguilar (1994) 
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4.6 Modelo de Gompertz. 

A este modele se le conoce tambi~n como "ecuaci6n de 

descomposici6n exponencial" (Laird et al, 1965; ci tados par 

Zeide, 1993). 

El modele de Gompertz asume que la funci6n que limita la 

tendencia al crecimiento exponencial es una funci6n logaritmica 

e inversa de la variable dependiente (Franco, 1983). 

Esto es: 

dy ~A) -=kyl -
dt y 

(1) 

Donde se puede notar que ln(A/y) es la funci6n que limita el 

crecimiento exponencial . 

De la ecuaci6n anterior se tiene: 

_! dy =kl nf A) 
y dt -, y 

.! ddy =k [ln (A) -ln (y)] 
y t 

Esta ultima ecuaci6n implica una relaci6n lineal entre la 

tasa relativa de crecimiento y ln(y) . 
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Integrando, la soluci6n a la ecuaci6n (1) es (Draper Y 

Smith, 1980): 

b -kt 
y=Ae- e 

Otra forma de escribir este modelo es: 

Donde: 
y: Variable de estudio 
Po: Parametro del valor asint6tico 
P1 : Parametro de significado biol6gico limitado 
P2 : Parametro que determina la tendencia de la 

curva en el tiempo 
t: Edad 

Por otro lado, France y Thornley (1984) senalaron que la 

ecuaci6n de Gompertz puede derivarse asumiendo: 

1. El sustrato noes limitado, esto es, que la maquinaria de 

crecimiento esta saturada siempre con sustrato. 

2. La cantidad de maquinaria de crecimiento es proporcional 

al peso seco y, con una constante de proporcionalidad k. 

3. La efectividad de la maquinaria de crecimiento decae con 

el tiempo, de acuerdo a la cinetica de primer orden dando un 

decaimiento exponencial. Este decaimiento es atribuible a 

degradaci6n (posiblemente enzimatica), envejecimiento o 
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desarrollo y diferenciacion. 

La ecuacion de Gompertz comparada con la ecuacion logistica, 

tiene el mismo numero de parametros (tres) pero el punto de 

inflexion de aquella ocurre antes del tiempo necesario para 

llegar a la mitad del tamafio final. Gompertz muestra un rapido 

crecimiento inicial, pero una aproximacion mas lenta a la 

asintota, con un mayor periodo lineal cerca del punto de 

inflexion. 

Si en el modelo generalizado de la tasa de crecimiento de 

Von Bertalanffy se le asigna a la constante de alometria el valor 

de uno (m=l), se tiene: 

dY ym y -=11 -y 
dt 

dY -=(fl-y) y 
dt 

denotando un crecimiento exponencial. 

(3) 

Para valores de m diferentes de uno la integracion de (3) 

conduce a la ecuacion de crecimiento: 

Y={..!l. _ [ ..!1 _ y;l-m] e- (1-m) y t} <1: .. > 
y y 0 

(4) 
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La grafica de esta funci6n es sigmoide aproximandose 

asint6ticamente al valor: 

que es el valor maximo del modelo y que se ha denotado por 'A' 

anteriormente en otros modelos y en lo que sigue. 

Para valores de 'm' arriba de '1' los supuestos del 

crecimiento no muestran interpretacion te6rica como constantes de 

proporcionalidad del anabolismo y del catabolismo. 

Al hacer m=O la ecuaci6n resultante es la monomolecular, 

mientras que si m=2 la ecuaci6n es la logistica. 

Por lo tanto, valores que excedan mucho de la unidad seran 

necesarios si la funci6n general es para tener amplias 

aplicaciones te6ricas. 

La unica posibilidad para tener una curva exponencial es 

cuando m=l [ver ecuaci6n ( 3) ] 

ecuaci6n (4) no es soluci6n. 

Pero con este valor de m, la 

Puede mostrarse que con crecimiento limitado, cuando m llega 

a ser la unidad, las constantes de anabolismo y catabolismo de 

von Bertalanffy llegan a ser iguales e infinitamente grandes. 
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Los valores de 'm' entre 1 y 2 representan tipos de curvas 

desde la Gompertz hasta la logistica; ademas con m>2 el punto de 

inflexion puede ser llevado a Y=A/2. 

Cuando 'm' esta entre 0 y 1 las curvas son transicionales 

entre las formas monomolecular y la Gompertz. 

En el modelo generalizado de Von Bertalanffy, la tasa de 

crecimiento es: 

dY ym y -=T) -y 
dt 

y si k= (1-m) y 

entonces la ecuacion anterior se puede escribir como: 

dY = k1 ( 1) 1-m-1] 
dt (1-m) 

y la tasa relativa de crecimiento: 

_! dY = 1 ( 1) l-m - 1] 

Y dt (1-m) 

Estas formulas no son validas para el caso m=1. Cuando x->0 

el valor limite de: 

a x_l es ln (a) 
X 
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·Asi, la tasa absoluta de crecimiento cuando m -> 1 llega a 

ser: 

dY =kYln (~) 
dt y 

que es la tasa de crecimiento asignada a la funci6n de 

Gompertz, inicialmente registrada [ecuacion (1)] . 

La constante 'm', en la generalizaci6n de Von Bertalanffy , 

determina la proporci6n con respecto al tamafi.o que tiene el 

crecimiento en el punto de inflexion; para la ecuaci6n de 

Gompertz, es (Draper y Smith, 1980): 

A 1 
y=-e=0.368A en t=p;logJ3 1 

En la figura 15, con J3 0 =l, P2 =1 y variando a 1} 1 , se muestran 

diversas curvas te6ricas. Para valores fijos de J3 1 y variando 1} 2 

se producen curvas que inician en el mismo punto, similares a las 

curvas de las figuras 13 y 14 del rnodelo logistico. 

A continuaci6n se anotan tres aspectos que caracterizan al 

modelo de Gompertz. 

1. Si 't' tiende a infinito entonces 'y' tiende a 'A', el 

valor limite de crecimiento. 

2. Cuando t=O, Y=Ae-b, el valor inicial del crecimiento. 
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y 

t 

Figura 15. Faailia de curvas te6ricas derivadas del aodelo 
de Goapertz [Adaptado de Draper 7 Saith, 1980]. 
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3. Es una curva no simetrica con respecto al punto de 

inflexion, el cual es: 

La ecuacion de Gompertz propuesta en 1825 fue disenada para 

describir la distribucion de edad en poblaciones humanas. Un 

siglo mas tarde fue aplicada como un modelo de crecimiento 

(Winsor, 1932; citado por Zeide, 1993). La ecuacion presenta una 

tasa relativa de crecimiento (la razon del incremento de tamano 

al tamano mismo, y'/y) como una funcion exponencial elemental de 

la edad. Por eso, esta ecuacion fue llamada (Laird et al. 1965; 

citados por Zeide, 1993) 1 la ecuacion de descomposicion 

exponencial. Otra caracteri.stica distintiva de la ecuacion de 

Gompertz es que la posicion del punto de inflexion es controlado 

por un parametro unicamente, el tamano final (asintotico) I A. 

Este punto ocurre cuando el tamano actual es igual a A/e, esto 

es, alrededor de un tercio (1/e = 0.3679) del tamano final. 

Indica Zeide (1993) que la ecuacion de Gompertz fue 

comprobada por Causton y Venus en 1981 y muchos otros 

investigadores (Laird et al., 1965; Zweifel y Lasker, 1976; 

Zullinger et al., 1984; citados por Zeide, 1993) para ser 

aplicada mas en trabajos biologicos. Senala ademas, que estos 

resultados empi.ricos, fueron deducidos teoricamente por Medawar 

en 1940 indicando que el crecimiento deberi.a seguir el modelo de 
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Gompertz. 

Esta curva ha sido usada mas para estudios de poblaci6n Y 

crecimiento animal que para aplicaciones botanicas; fue empleada, 

por ejemplo, por Medawar en 1940 en un estudio de crecimiento del 

coraz6n de pollos. Ha sido tambien aplicada al estudio de hojas 

de Pelargonium por F.A.Amer y W.T.Williams en 1957 (Richards, 

1959) . 

Nokoe en 1978 aplic6 la ecuaci6n de Gompertz a tres especies 

de arboles y concluy6 que esta ecuaci6n "demostr6 flexibilidad 

suficiente para justificar su uso" (Zeide, 1993). 

En Mexico, Franco (1970), realiz6 ajustes de la funci6n de 

Gompertz a una serie de relaciones alometricas de crecimiento e 

incremento, en un estudio de simulaci6n demografica y 

productividad de poblaciones uniespecificas de arboles. 

Tambien Aguilar (1994), determin6 el comportamiento de este 

modelo comparandolo con los modelos de Schumacher, Weibull y 

logistico; destac6 que este modelo no ajusta bien en las primeras 

etapas de crecimiento como lo hacen la Weibull y Schumacher. 
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4.7 Modelo de Schumacher. 

Inicialmente se desarrollo para relacionar el volumen con la 

edad, sin embargo, el principal supuesto del modelo es que el 

crecimiento porcentual varia inversamente con la edad, es decir, 

a medida que aumenta la edad disminuye la tasa de crecimiento 

(Schumacher, 1939). 

Esto es: 

Donde: 

dy =-ky 
d(.2:.) 

t 

y: Variable de estudio 
k: Constante de proporcionalidad de la tasa de 

crecimiento 
t: Edad 

Aunque la ecuaci6n anterior, tambien expresa que la tasa 

relativa de crecimiento varia inversamente con la edad, y puede 

esribirse asi: 

dy =-kd(.!) 
y t 

Al integrar la ecuaci6n anterior, se llega a la siguiente: 

-k(.l) 
y=ce e 
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Esta ecuaci6n comunmente se registra asi: 

Donde: 
y: Variable de estudio 
~ 0 : Parametro del valor asint6tico 
~ 1 : Parametro de la tasa de crecimiento 
t: Edad 

(l) 

La funci6n de incremento corriente (I. C.) se obtiene al 

derivar la funci6n de crecimiento con respecto al tiempo, esto 

es: 

es: 

I C = dy 
.. dt 

Para el modelo en (1), la funci6n del incremento corriente 

(2) 

o tambien: 

El punto de culminaci6n del incremento corriente ( t 1.c_) se 

obtiene al resolver para 't' la ecuaci6n: 

d 
dt(I.C.)=O 
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Como se puede comprobar 1 el punto de culminaci6n del I.C. en 

(2) es: 

t =b 
I .C. 2 

La funci6n de incremento medio (I.M.) se obtiene al dividir 

la funci6n de crecimiento entre la edad 1 esto es: 

I.M. =y 
t 

Para el modelo en (1) 1 la funci6n de incremento medio es: 

(3} 

El pun to de culminaci6n del incremento medio ( ti.M_) se 

obtiene resolviendo para 1 t 1 la ecuaci6n: 

d 
dt(I.M.)=O 

No es dificil comprobar que para la ecuaci6n (3) 1 el punto 

de culminaci6n del I.M. es: 

t -p I.M.- 1 

Otra forma para determinar la culminaci6n del I.M. es cuando 

se satisface la condici6n: 

I.M. = I.C. 
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t -p I.M.- 1 

A continuaci6n se registran las propiedades del modelo: 

1. Curva sigmoide asimetrica. 

2. Si t -> 0, y -> 0 

3. Si t ->infinite, y -> Po (valor maximo 0 asintota) 

4. Punto de culminaci6n del incremento medio (I.M.): 

t -p I.M.- 1 

5. Punto de culminaci6n del incremento corriente (Punto de 

inflexion) : 

p t 
t =-1 =--..!..:.!!..:. 

I .e. 2 2 

Caracteristicas generales del modelo de Schumacher: 

1. Es un modelo sigmoide monot6nico ( la pendiente de la 

ecuaci6n nunca es negativa), esto porque la primera 

derivada de la ecuaci6n es mayor que cero, es decir, 

del incremento corriente. 
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2. Es uno de los modelos · sigmoides mas parsimoniosos o 

austero. 

3. Es un modelo de facil manipulaci6n analitica matematica. 

El antecendente que se tiene registrado sabre este modelo es 

que en 1937, Mackinney, Schumacher y Chaiken aplicaron una curva 

de crecimiento de una poblaci6n de cana al rendimiento 

volumetrico de Pino loblolly alcanzandose buenos resultados. Sin 

embargo, la principal dificultad es que se requiere del 

conocimiento previa del maximo rendimiento de los rodales de una 

calidad de sitio y densidad justa antes de que empiecen a 

decrecer (Schumacher, 1939). 

MacKinney, Schumacher y 

Schumacher (1939), senalaron 

Chaiken 

que la 

(1937) citados por 

curva de rendimiento 

volumetrico de un rodal coetaneo presenta ciertas caracteristicas 

en comun con otras curvas de crecimiento, las cuales son: 

1. La curva de rendimiento vale cero en el intercepto y 

tienen un valor maximo finito a edad avanzada justamente 

antes de que el rodal empiece a decrecer. De ahi en 

adelante, el rodal pierde su uniformidad. La perdida de 

volumen por mortalidad excede al crecimiento peri6dico de 

todos los supervivientes, y los espacios normalmente son 

cubiertos por nueva generaci6n. 
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2. La curva muestra una tasa declinante del porcentaje de 

incremento; o, en los terminos de medici6n forestal, el 

porcentaje de crecimiento varia inversamente con la edad. 

3. La pendiente de la curva de crecimiento aumenta al inicio 

de la vida y decrece en los ultimos anos. La curva de 

incremento corriente anual asciende rapidamente para los 

arboles que tienen espacio para el buen crecimiento, pero 

declina durante la intensa lucha por la luz y espacio porque 

los rodales pierden continuamente el volumen de los arboles 

menos vigorosos, que son suprimidos primero y despues 

reemplazados por los individuos dominantes. El incremento 

corriente anual es cero cuando se obtiene el maximo 

crecimiento. 

La concepcion mas simple y alternativa del crecimiento se 

concibi6 en la segunda caracteristica, es decir, que el 

porcentaje de crecimiento varia inversamente con la edad, y que 

al ser traducido al lenguaje matematico di6 origen al modelo de 

Schumacher. 

El modelo de Schumacher ha sido bastante usado desde que 

este fue dado a conocer por su autor. De entre varios trabajos se 

registran los siguientes: 

Alder (1980) describi6 diversos metodos para estudiar el 

crecimiento y predecir el rendimiento; mostr6 al modelo 
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Schumacher con un parametro no lineal k, asi como una forma 

multiple del mismo. Despues, Benavides (1987) lo aplic6 a datos 

de analisis troncales de Pinus michoacana cornuta Martinez Y 

E. oocarpa Schiede en Jalisco, Mexico. 

Farrar y Murphy (1986) citados por Aguilar (1994) I 

utilizaron una modificaci6n de la funci6n de rendimientos de 

Schumacher para predecir el volumen de rodales de segundo 

crecimiento de pino loblolly. 

Cao (1986) citado por Aguilar (1994) compar6 dos 

procedimientos para derivar las distribuciones diametricas, al 

utilizar el modelo de Weibull y los modelos Coile y Schumacher. 

· Aguilar ( 1983) empleo el modelo de Schumacher para elaborar 

curvas de indice de sitio con datos de analisis troncales de 

Pinus douglasiana Martinez y E. lawsonii en Michoacan, Mexico. 

Perez (1990) determin6 indices de sitio de Pinus arizonica 

Engelm. de Durango, Mex. , probando los mode los Schumacher y 

Chapman-Richards, en sus versiones anam6rficas y polim6rficas. 

Bojorges (1990) gener6 curvas anam6ficas de indice de sitio 

por el metodo de la diferencia algebraica ajustando y comparando · 

los modelos Schumacher y Chapman-Richards a datos de analisis 

troncales de Abies religiosa (H.B.K.) Schl. et Cham. en 

Zoquiapan, Mexico. 

192 



Landeros (1994) analizo la bondad de ajuste de los modelos 

Schumacher y Chapman-Richards en sus versiones anamorficas y 

polimorficas utilizando los metodos de ajuste de la curva guia y 

de la diferencia algebraica. La informacion fue de analisis 

troncales de Pinus durangensis Martinez y £. teocote Schl. et 

Cham. en Durango, Mexico . 

Aguilar (1994) determino el comportamiento de los modelos 

Weibull, Schumacher, Gompertz y logistico con informacion de 

analisis troncales de Pinus douglasiana Martinez en Atenquique 

Jalisco, Mexico. Concluyo que el modelo de Schumacher es el mejor 

modelo para calidad de estacion; registro tambien un excelente 

ajuste en las primeras etapas y al final la tendencia del modelo 

es prolongarse . 

Madrigal y Ramirez (1995) con el proposito de un mayor 

conocimiento y poder tomar decisiones adecuadas sobre la bondad 

de ajuste de los modelos Shumacher, Chapman_Richards y Weibull 

compararon estos modelos con informacion de analisis troncales de 

Pinus douglasiana Martinez y £. lawsonii Roezl en Uruapan, 

Michoacan, Mexico. Los resultados indicaron el polimorfico de 

Schumacher proporciono la mejor bondad de ajuste. 
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4.8 Funci6n Weibull. 

Las curvas de crecimiento e incremento tipicas se parecen a 

una funci6n de densidad de probabilidad (fdp) y a una funci6n de 

distribuci6n de probabilidad acumulativa (fda), respectivamente. 

Asi como una funci6n de distribuci6n acumulativa es la integral 

de su funci6n de densidad, la funci6n de crecimiento de un 

organismo es el valor acumulativo de su crecimiento (Yang, Kozak 

y Smith, 1978). 

Una funci6n de distribuci6n de probabilidad tiene valores 

entre 0 y 1, por lo que al agregar un factor de escala 

(multiplicador) a la funci6n se puede describir el crecimiento 

verdadero de un orgariismo en los estudios de rendimiento y 

crecimiento. Comunmente, el factor de escala es el valor superior 

asint6tico que alcanza un organismo en la caracteristica 

estudiada y determinado por la naturaleza genetica y los factores 

ambientales que la naturaleza le imponen (Yang, Kozak y 

Smith, 1978). 

Una funci6n de densidad de probabilidad puede representar la 

frecuencia de arboles por clase de edad o tamano de un cierto 

rodal, con lo que el problema se limita a estimar los parametres 

de la fdp que caractericen adecuadamente dicha estructura 

(Castillo, 1988) . A estas funciones se les conoce como modelos de 

predicci6n de incremento y producci6n que modelan las estructuras 

diametricas de los rodales o modelos de distribuci6n diametrica 
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o sistemas de predicci6n implicita (Torres et al, 1991). 

El conocimiento de la distribuci6n de los arboles en las 

distintas clases de edad o tamano de los rodales permite decidir 

sobre su manejo silvicola. Conocida tal distribuci6n es posible 

responder interrogantes como L Cuanto costara el realizar una 

corta?, L Cuales son las dimensiones requeridas para justificar 

dicha corta? y l Cuanto volumen comercial y valor puede esperarse 

de una cosecha al momento de realizarla? (Rustagi, 1978; citado 

por Zepeda, 1990) . 

Existen varias funciones de densidad de probabilidad (fdp) 

para modelar la distribuci6n diametrica, sin embargo, las mas 

populares son la Beta y la Weibull (Torres et al, 1991). Se ha 

recurrido mas a la funci6n Weibull por ser flexible y puede ser 

modificada rapidamente sin perder sus cualidades basicas 

haciendose mas eficiente en el proceso de estimaci6n y de toma de 

decisiones; es un modelo con una amplia variedad de aplicaciones 

forestales (Burk y Newberry, 1984; citados por Castillo, 1988). 

La idea basica del enfoque distribucional consiste en lo 

siguiente. Dada la posibilidad de representar la estructura 

diametrica de los rodale$ que constituyen un bosque alto o bajo 

regular, con una distribuci6n estadistica, es posible 

"reproducir" aquella a partir de esta, conocido el numero de 

arboles "N" y el vector de parametres "Q" que caracterizan a esta 

ultima .en el caso particular deseado, es decir, la esencia de 
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este enfoque estriba en conocer "N" y "Q" para el tiempo "t 11 de 

interes (Hyink, 1980; citado por Zepeda, 1990), en las calidades 

de sitio deseadas. 

La fdp Weibull condos parametres, de una variable aleatoria 

"X", se puede representar con la siguiente notaci6n (Dubey, 1967; 

citado por Castillo (1988) : 

( c)( x)c-1 -( ..!!') c fx(x) =- - e b 
b b 

x>O (1) 

fx(x)= 0 de otra forma 

b y c son parametres positives 

"c" es un parametro de forma (si "c" es mayor que 1, curva 

unimodal y si "c" menor que 1, curva en forma de "j" invertida) 

y "b" el parametro de escala; "X" es una variable aleatoria. 

Se puede incluir un tercer parametro, el de localizaci6n o 

posicion, sustituyendo en la expresi6n anterior a "x" por "x-a", 

donde "a" en este caso puede ser interpretado como el diametro 

rna ~ ?equefio posible. Entonces, la fdp en (1) toma la forma: 

= 0 de otra forma 
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La funci6n de distribuci6n acumulada Fx(x) de una variable 

aleatoria 'x' que se distribuye como Weibull con parametros 'a', 

'b' y 'c' esta dada por: 

Si se toma el diametro como la variable aleatoria "X", la 

fdp Weibull se puede integrar (mediante la tecnica de cambio de 

variable), para encontrar la proporci6n de la masa que tiene un 

diametro menor o igual al especificado por "x" (siendo "x" un 

valor particular que puede tomar la variable aleatoria "X"). 

Para prop6sitos de estudios de rendimiento y crecimiento, se 

puede tomar la variable aleatoria X como una variable tiempo 

(edad) y Fx como crecimiento o rendimiento del sistema organico 

que aumenta con el aurnento de X. Como Fx toma valores entre cero 

y uno, el crecimiento o el rendimiento del sistema organico en la 

escala real se obtiene al multiplicar por un factor A, obteniendo 

asi el maximo tamano del organismo, por ejemplo: 

La funci6n Weibull es altamente flexible, es capaz de asumir 

virtualmente todo aumento monot6nico de la forma del crecimiento 

sigmoidal que se encuentra en el universo biol6gico, es poseedor 

de algunas caracteristicas que son de particular interes en la 

construcci6n te6rica de modelos de crecimiento. 
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La funci6n acumulativa Weibull puede escribirse asi: 

Los modelos de distribuci6n de diame~ ros reunen dos 

caracteristicas importantes: 

1. La primera es proporcionar informacion sobre la 

distribuci6n de sujetos en las diferentes clases de 

tamano. 

2. La segunda consiste en estimar pocas variables que 

describan los atributos globales del rodal, lo cual se 

traduce en sencillez y abatimiento de las exigencias de 

recursos computacionales del modelo. 

Bailey y Dell [1973] (citados por Castillo, 1988 y Torres et 

al 1991), propusieron el uso de la fdp Weibull c0mo modelo de 

distribuci6n de diametros, en base a las caracteristicas que 

presenta, a saber: 

1. Simple y de facil manipulaci6n matematica. 

2. Flexibilidad (se tiene una amplia gama de formas 

continuas que van desde la "J" invertida, a la forma de 

"monticulo" o "campana", con diversos grados de 

asimetria, positiva o negativa, dependiendo del valor 
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que tome su parametro de forma. 

3 . Analiticamente se puede integrar 1 dando como resultado 

una funci6n de distribuci6n acumulativa (fda) I como 

sigue : 

(as:x<oo) 

= 0, de otra forma 

4. Los distintos procedimientos para estimar sus parametres 

permiten una selecci6n apropiada de acuerdo a la 

capacidad de equipo de c6mputo con que se cuenta . 

Shapiro y Gross (1981) senalaron que el modelo Weibull se ha 

aplicado extensamente en los anos recientes debido a que 

1 . para muchas situaciones en los cuales los datos de que no 

pueden ser ajustados por un modelo exponencial 1 el 

modelo Weibull puede usarse. 

2. el modelo Weibull es uno de los modelos parametricos mas 

comunmente usado en analisis de datos. Entonces I la 

literatura concerniente al tema es desarrollada 

rapidamente y no es dificil encontrarla. 
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3. las inferencias 

desconocidos es 

relacionadas a dos 

mas dif i.cil hacerlas con 

parametres 

el modele 

exponencial que con la Weibull, que ha sido tratada 

desde hace mas de dos decadas. 

Se han desarrollado diferentes metodos para estimar los 

parametres de la fdp Weibull, donde los estimadores de maxima 

verosimilitud se consideran generalmente como l c s mejores, aunque 

para su ajuste se requieren procesos iterativos laboriosos 

(Bailey y Dell, 1973; citados por Castillo, 1988). 

Los primeros trabajos encaminados a la construcci6n de 

modelos de distribuci6n de diametros fueron realizados por el 

frances Liocourt en 1898 quien se bas6 en una progresi6n 

geometrica . para describir la estructura de rodales incoetaneos 

(Bailey y Dell, 1973; citados por Castillo, 1988). 

Con respecto al enfoque distribucional, se registra que la 

funci6n Weibull fue desarrollada en 1951 por el autor del mismo 

nombre y esta ha sido aplicada en estudios de probabilidad en 

resistencia de materiales. Esta funci6n de probabilidad puede ser 

facilmente modificada para formular una funci6n de crecimiento 

que genere una amplia variedad de curvas de crecimiento 

sigmoidales; en la sil vicultura, son limitados los estudios, 

generalmente se han heche para modelar la distribuci6n diametrica 

de rodales (Bailey, 1974; Schreuder y Swank, 1974; citados par 

Yang, Kozak y Smith, 1978). 
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La funci6n Weibull es superior a otras funciones para 

describir y predecir la estructura de un rodal coetaneo (Rustagi, 

1978; citado por Quispe, 1989); es excelente para cuantificar la 

distribuci6n del area basal por clase diametrica, tanto en 

rodales coetaneos como incoetaneos (Bailey y Dell, 1973; citados 

por Quispe, 1989). 

Los modelos construidos bajo el enfoque distribucional no 

son suficientemente flexibles para evaluar rangos amplios de 

tratamientos silvicolas sobre un rodal (Burkhart, 1981; 1982; 

citado por Zepeda, 1990) , porque la presencia de estructuras 

defectuosas y alta proporci6n de mezcla de especies dificulta el 

modelaje con este enfoque y, sobre todo, porque se considera que 

muchas de las interacciones biol6gicas presentes en las 

comunidades vegetales forestales pueden ser modeladas mejor con 

modelos de arbol individual (Zepeda, 1990). 

La metodologia para cuantificar el crecimiento y rendimiento 

en base a distribuciones diametricas es una de las tecnicas que 

mas se utiliza en el caso de las plantaciones forestales (Bennett 

y Clutter, 1968; Burkhart y Strub, 1974; Alder, 1977; citados por 

Zepeda, 1990 y por Montero, 1992) . 

Para las masas naturales de pino parece ser que los modelos 

de arboles individuales serian los apropiados, y para 

plantaciones quizas los modelos que utilizan funciones de 

distribuci6n de clases de diametro serian los mas utiles (Clutter 
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y Allison, 1974; Alder, 1977; citados por Adlard, 1983). 

El enfoque distribucional deberia prepararse mas para masas 

coetaneas, puras, de turnos cortos y, de preferencia, sin cortas 

intermedias, es decir, para plantaciones de rapido crecimiento 

con fines industriales (Zepeda, 1992) . 

Aguirre (1989) con una ligera modificacion de la funcion de 

Weibull desarrollo curvas polimorficas de indice de sitio. Indica 

Aguirre que la estimacion del parametro extra de la funcion 

Weibull podria producir curvas anamorficas de indice de sitio mas 

exactas y precisas que la ecuacion de Chapman-Richards; en un 

proceso de validacion se registro que el modelo de Richards y la 

Weibull tuvieron la misma direccion de sesgo, pero el nivel de 

sesgo fue ligeramente mas bajo para la funcion Weibull. 

Finalmente sefiala que la funcion Weibull tiene propiedades 

flexibles que podrian ser utiles para dar seguimiento al 

polimorfismo del crecimiento en altura a traves del indice de 

sitio. 

Aguilar (1994) al determinar el comportamiento de los 

modelos Weibull, Schumacher, Gompertz y logistico con informacion 

de analisis troncales de Pinus douglasiana Martinez en Atenquique 

Jalisco, Mexico, encontro que el modelo de Schumacher es el mejor 

para calidad de estaci6n superando a los demas modelos incluyendo 

a la funcion Weibull. 
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Madrigal y Ramirez (1995) con prop6sitos similares a los de 

Aguilar (1994) pero con procedimientos diferentes, compararon los 

modelos Schumacher, Chapman_Richards y Weibull; emplearon 

informacion de analisis troncales de Pinus douglasiana Martinez 

y £. lawsonii Roezl en Uruapan, Michoacan, Mexico. Los resultados 

no indicaron ventaj a de la =. unci6n Weibull sobre los demas 

modelos. 

Zeide (1993) sefial6 que Yang, Kozak y Smith en 1978 

reportaron que esta ecuaci6n es mas exacta que las ecuaciones de 

Gompertz y Bertalanffy. No se compar6 en su trabaj o con la 

ecuaci6n de Chapman-Richards. Cuando Dolph en 1991 lo hizo en el 

proceso de construcci6n de curvas de indice de sitio para abeto 

rojo, encontr6 que la ecuaci6n de Weibull fue mas exacta que la 

ecuaci6n de Chapman-Richards. Distinto a otras funciones, la 

ecuaci6n de Weibull presenta el aumento del crecimiento como una 

funci6n potencia de la edad. Este ocupa el cuarto lugar en la 

categoria de Kiviste de 1988 de las ecuaciones de tres parametres 

y es particularmente bueno para el modelado del crecimiento en 

diametro de rodales. Zeide en 1989 encontr6 que la ecuaci6n de 

Weibull es menos exacta que las ecuaciones de Korf y Chapman­

Richards. 
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4.9 Modelo de Levakovic I. 

Este modelo presentado en 1935 es una modificaci6n del 

modelo de Hossfeld IV propuesto en 1822. Otros modelos como 

Levakovic III y Yoshida I tambien son modificaciones del modelo 

de Hossfeld IV (Peschel, 1938; citado por Zeide, 1993) . 

El modelo de Hossfeld IV es: 

El modelo de Levakovic I es: 

El modelo de Levakovic III es: 

El modelo de Yoshida I es: 
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En 1822 se propuso el modelo de Hossfeld IV para la 

descripci6n del crecimiento de arboles (Peschel, 1938; citado por 

Zeide, 1993) . A pesar de su antiguedad, este modelo expresa 

extraordinariamente bien i fue el tercero mas preciso de 31 

ecuaciones de tres parametres cuando las tres principales 

variables del rodal (altura total del arbol, diametro y volumen) 

fueron consideradas al mismo tiempo (Zeide, 1993). Kiviste la 

estableci6 en 1988 para ser el mejor modelo para el crecimiento 

en volumen. El modelo de Hossfeld IV es casi tan precisa como la 

ecuaci6n de Chapman-Richards, la cual domina en los estudios de 

crecimiento en los Estados Unidos de America (Zeide, 1993). 

Los modelos Levakovic I y III fueron publicados en Serbia 

hace ar ~nas una mitad de siglo y son poco conocidos en otros 

paises. Como se puede notar, la diferencia entre estos dos 

modelos es que un parametro de Levakovic III toma el valor de 

dos, hacienda con esto que se reduzcan de cuatro a solo tres 

parametres. El modelo de Levakovic I es uno de los mejores de 

cuatro parametres (Zeide, 1993). 
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4.10 Modelo de Korf. 

El modelo de Korf fue propuesto en 1939 en Checoslovaquia 

(Keviste, 1988; citado por Zeide, 1993) y ha sido redescubierto 

varias veces, en particular por Lundquist en 1957 (Zeide, 1993). 

Zeide, 1972; 1975; y Zeide et al., 1972; ci tados por Zeide 

(1993), establecieron que la tasa relativa de crecimiento del 

diametro es una potencia, mas bien que una funci6n exponencial de 

la edad y por integraci6n se lleg6 a la ecuaci6n de Korf (Zeide, 

1993) . 

El modelo de Korf es: 

Senal6 Zeide (1993) que Lundquist y otros investigadores 

subsecuentes com9 Stage en 1963 y Brewer et al. en 1985, 

aplicaron este modelo al crecimiento en altura de rodales con 

exitos regulares. Zarnovican en 1979, tambien us6 la ecuaci6n de 

Korf en un estudio del crecimiento en altura; fue mejor enterado 

en la literatura y cit6 tres articulos de Korf, incluyendo el 

articulo original de 1939. 

Este modelo es ideal especialmente para la descripci6n del 

crecimiento en diametro de un determinado namero de arboles; 

mediante analisis troncales y usando el crecimiento promedio de 

miles de fustes de diferentes especies de lugares distintos, se 
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conoci6 que la ecuaci6n de Korf es sustancialmente mas exacto que 

otras ecuaciones de crecimiento; su error estandar estimado fue 

de 2.1, 2.3, 3.4 y 4.8 veces menor que el error de las ecuaciones 

de Chapman_Richards, Weibull, Gompertz y Logistica, 

respectivamente (Zeide, 1993). 

Una forma especial del modelo de Korf fue propuesta 

independientemente par Terazaki en 1915 (Peschel, 1938; Johnson, 

1935; y Schumacher, 1939; citados par Zeide, 1993); esta forma 

consiste en que un parametro al tamar el valor de uno, el modelo 

de Korf se convierte en el modelo de Schumacher. 

Es decir, si el modelo de Korf es: 

Pero si: 

Entonces: 

que es el modelo de Schumacher. 
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4.11 Modelo de Sloboda. 

El modelo de Sloboda presentado en 1971, difiere del modelo 

de Gompertz por un parametro adicional en el primero. 

El modelo de Gompertz es: 

El modelo de Sloboda es: 

La presencia del parametro adicional probablemente es 

responsable para la mayor precision de la ecuaci6n de Sloboda. De 

acuerdo a Kiviste (1988) citado por Zeide (1993), esta es la 

segunda mejor ecuaci6n de cuatro parametres. 

Se puede notar que una forma especial del modelo de Sloboda 

conduce al modelo de Gompertz. 

Es decir, si el modelo de Sloboda es: 
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Pero si: 

Entonces : 

que es el modelo de Gompertz. 
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Cuadro 2. Mode los de crecimiento y componentes de sustraccion y division . 

Modelo 
Forma 

integral 

v~ Bertalanffy I y=Po ( 1-e -p1 t) 3 
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Richards 
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Cuadro 3 . Modelos de crecimiento y puntos de culminaci6n de los incrementos corriente 
y medio. 

Modelo 
Forma Forma 
integral diferencial 
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31}1 
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1
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5. CONCLUSIONES. 

Las conclusiones que se presentan son producto de la 

revision bibliografica y del analisis del mismo. 

1. Las leyes o postulados del crecimiento son con frecuencia 

formulados en pares que reflejan tanto los componentes 

multiplicativos como limitantes. 

2. El crecimiento de las plantas resulta de la interaccion 

de dos fuerzas opuestas, generalmente conocidas como l o s procesos 

anabolicos y catabolicos, respectivamente. 

positivo, el mas extenso manifestado en la 

El componente 

expansion de un 

organismo, representa la innata tendencia hacia una 

multiplicacion exponencial; esta asociado con el potencial 

biotico, actividad fotosintetica y absorcion de nutrientes . El 

componente opuesto representa las restricciones impuestas por la 

competencia, escasez de recursos, respiracion, stress, 

reproduccion, enfermedades, plagas, disturbios, etc; este afecta 

adversamente al crecimiento. 

3 . La hipotesis sobre el crecimiento de Von Bertalanffy 

respecto a que los procesos anabolicos son proporcionales a su 

superficie y los procesos catabolicos son proporcionales a su 

volumen queda demostrada con los organismos hipoteticos del cuba 

y del cono. 
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4 . Las curvas de crecimiento pueden representar, entre 

otros, habitos de crecimiento de especies, habitos de crecimiento 

de genotipos de una especie o manifestacion de un genotipo bajo 

diferentes clases de tratamiento silvicola. 

5. Las funciones de crecimiento son comunmente formuladas en 

terminos de tasas de crecimiento, es decir, el comportamiento de 

la tasa de crecimiento en el tiempo; aunque a menudo se formula 

en terminos de tasas relati vas de crecimiento, es decir, una 

consideracion entre la tasa de crecimiento y el tamano. 

6. En la mayoria de los casos, las ecuaciones de crecimiento 

se presentan en su forma integral, las cuales describen el tamano 

acumulado de un organismo . 

7. La compatibilidad de las ecuaciones, es decir, cuando la 

integral de una ecuacion de incremento es la ecuacion de 

crecimiento, y la derivada de la ecuacion de crecimiento es la de 

incremento, permite prescindir de una precision enganosa indicado 

en las ecuaciones de crecimiento, conocer acerca de la 

variabilidad real de los procesos de crecimien~o, los componentes 

basicos de este y las expresiones analiticas apropiadas, y en si 

una mayor comprension del crecimiento. 

8. En el proceso de construccion de modelos se deben 

contemplar por lo menos las etapas siguientes: definicion del 

problema, construccion, validacion y utilizacion del modelo. 
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9. Los modelos se clasifican por su funcion, 

proposito, dimensionalidad o grado de abstraccion . 

tema, 

10. Los mode los por su tipo son iconicos, analogicos y 

simbolicos. Los modelos simbolicos consideran el uso de simbolos; 

ejemplos: formulas quimicas, ecuaciones matematicas y notas 

musicales; en la ciencia del manejo forestal los modelos 

matematicos son los mas usuales. 

11. La principal dificultad en los 

realizado para clasificar a los modelos 

versatilidad de la tecnica de modelado, 

matematicos de construccion como en 

intentos que se han 

ha s ido la enorme 

tanto en elementos 

estructura interna, 

complejidad, realismo y caracteristicas de uso de los modelos. 

12. Los modelos analiticos constituyen las herramientas 

2~aliticas mas utilizadas en la actualidad para la generacion de 

conocimientos en el area del crecimiento y produccion de masas 

forestales, ya que de esta forma, a traves de formulas 

matematicas que deben considerar un determinado horizonte de 

planeacion en el que ocurren regularmente proc~sos aleatorios, se 

representan los procesos biologicos que ocurren a nivel de arbol 

individual o de rodal completo. 

13. Se ha iniciado desde hace poco mas de dos decadas el 

trabajo de formacion de funciones de p - oduccion mGltiple, las 

cuales, · ademas de evaluar el rendimiento maderable de las labores 
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silvicolas aplicadas sobre una cierta condici6n de bosque, hacen 

estimaciones de rendimiento de forraje y otros productos no 

maderables, asi como del impacto ecol6gico de la actividad (sobre 

la fauna, el agua y el paisaje principalmente) . 

14. Las funciones alometricas asumen que la tasa de 

crecimiento relativo de 'Y' es igual a la tasa de crecimiento 

relativo de 'x'; muestran la dependencia entre el crecimiento de 

una caracteristica de 'Y' (por decir, volumen) y el crecimiento 

de otra caracteristica 'x' (por ejemplo, L . variable combinada 

HD2) . 

15. El modelo de Von Bertalanffy derivada de estudios de 

relaciones alometricas en organismos; supone que en individuos 

normales la tasa relativa · de crecimiento de 'Y' sostiene una 

relaci6n constante proporcional a la tasa relativa de crecimiento 

de 'x'; considera un parametro 'a' como la constante alometrica , 

la cual, caracteriza el tipo particular de organismo y medio 

ambiente. 

16. Richards en 1959 y Chapman en 1961 al realizar estudios 

en plantas y peces, respectivamente, registraron que la constante 

alometrica de 2/3 que estableci6 Von Bertalanffy en 1951 fue 

bastante restringida para aplicarse a varias formas de vida. 

Ambos autores sugirieron que la constante alometrica sea de un 

valor indefinido y propusieron un modelo generalizado. 
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17. La ventaj a de la ecuaci6n de Chapman-Richards con 

respecto a Von Bertalanffy es su flexibilidad. Esta ecuaci6n es 

valorada par su exactitud y es usada mas que cualquier otra 

funci6n en estudios de crecimiento de arboles y rodales. La 

ecuaci6n de Chapman-Richards fue derivada de la ecuaci6n de Von 

Bertalanffy "cuando las limitaciones impuestas par su origen 

te6rico son descartadas". 

18. La flexibilidad de un modelo depende del numero de 

parametres de la ecuaci6n. No hay raz6n entonces, para suponer 

que la ecuaci6n de Chapman_Richards podria ser mas flexible que 

cualquier otra ecuaci6n con tres parametres, aunque si, mas 

apropiado. 

19. Para ciertos valores del parametro del valor alometrico 

del modelo generalizado de Von Bertalanffy, asume la forma de los 

modelos monomolecular, logistico y Gompertz. 

20. El modelo monomolecular supone que la tasa de 

crecimiento en un tiempo 't' es directamente proporcional a la 

cantidad potencial de crecimiento (diferencia entre el 

crecimiento maximo posible y el crecimiento actual) ; este no 

tiene punta de inflexion, esto es, no hay cambia en signa de la 

segunda deri vada [d2Y /dt2] para cualquier t, y la variable sube 

a velocidad constante a una tasa decreciente (la tasa de 

crecimiento declina linealmente respecto al incremento en el 

tamano del organismo). El modelo monomolecular, al no declinar, 
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presenta mas bien una descripcion no objetiva del crecimiento. 

21. El modelo logistico o autocatalitico supone que la tasa 

de cambia de la variable dependiente es proporcional al valor de 

esta multiplicado por una funci6n lineal decreciente de ella 

misma; otra forma de conceptualizar el modelo es, que la tasa de 

crecimiento es proporcional al producto entre la dimension actual 

y el crecimiento futuro o tambien que la tasa relativa de 

crecimiento a la dimension presente declina linealmente con el 

incremento del tamano. 

22. El punto de inflexion de la ecuacion logistica 

corresponde a un medio del tamano final. 

23 . . El modelo de Gompertz propuesto en 1825 asume que la 

funcion que limita la tendencia al crecimiento exponencial es una 

funcion logaritmica e inversa de la variable dependiente; esta 

fue disenada para describir la distribucion de edad en 

poblaciones humanas y un siglo mas tarde fue aplicada como un 

modelo de crecimiento, sin embargo, su uso ha sido mas para 

estudios de poblaci6n y crecimiento animal que para aplicaciones 

botanicas. 

24. El punto de inflexion de la ecuaci6n de Gompertz ocurre 

en el punto 0.368 del tamano maximo. 
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25. El principal supuesto del modelo de Schumacher es que el 

crecimiento porcentual varia inversamente con la edad, es decir, 

a medida que aumenta la edad disminuye la tasa de crecimiento. 

26. El punto de inflexion del modelo de Schumacher se 

presenta cuando el incremento corriente alcanza su maximo, 

exactamente a la mitad del maximo incremento medio. 

27. Una distrit _. ~i6n de probabilidad tiene valores entre 0 

y 1, por lo que al agregar un factor de escala (multiplicador) a 

la funci6n se puede describir el crecimiento verdadero de un 

organismo en los estudios de rendimiento y crecimiento. 

Comunmente, el factor de escala es el valor superior asint6tico 

que alcanza un organismo en la caracteristica estudiada y 

determinado por la naturalez.a genetica y los factores ambientales 

que la naturaleza le imponen. 

28. La funci6n Weibull es altamente flexible, es capaz de 

asumir virtualmente todo aumento monot6nico de la forma del 

crecimiento sigmoidal que se encuentra en el universe biol6gico, 

es poseedor de algunas caracteristicas que son de particular 

interes en la construcci6n te6rica de modelos de crecimiento. 

29. Para muchas situaciones en las cuales los datos que no 

pueden ser ajustados por un modelo exponencial, el modelo Weibull 

puede usarse; las inferencias relacionadas a dos parametres 

desconocidos es mas dificil hacerlas con el modelo exponencial 
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que con la Weibull, que ha sido tratada desde hace mas de dos 

decadas. 

30. El modelo de Levakovic I propuesta en 1935 al igual que 

los modelos de Levakovic III y Yoshida I son modificaciones del 

modelo de Hossfeld IV. El modelo de Levakovic I es uno de los 

mejores de cuatro parametres. 

31. Al establecer que la tasa relativa de crecimiento del 

diametro es una potencia, mas que una funci6n exponencial de la 

edad y al integrar la ecuaci6n se llega a la ecuaci6n de 

crecimiento de Korf. Este modelo es ideal especialmente para la 

descripci6n del crecimiento en diametro de un determinado numero 

de arboles. 

32. Una forma especial del modelo de Korf fue propuesta 

independientemente por Terazaki en 1915; esta forma consiste en 

que un parametro al tomar el valor de uno, el modelo de Korf se 

convierte en el modelo de Schumacher. 

33. El modelo de Sloboda propuesta en 1971 difiere del 

modelo de Gompertz por un parametro adicional en el primero. La 

presencia del parametro adicional probablemente es responsable 

para la mayor precision de la ecuaci6n de Sloboda; es la segunda 

mejor ecuaci6n de cuatro parametres. 
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34. La caracteristica en comun de los modelos de crecimiento 

analizados es que la expansion del crecimiento es proporcional al 

tamafio actual del organismo, es decir, que la tasa relativa de 

crecimiento es siempre decreciente, corroborandose asi la Ley de 

Minot. 

35. El mas significative logro en materia de funciones de 

producci6n ha sido la creaci6n de un cuerpo de teoria sobre 

silvicultura cuantitativa y apoyo en la capacidad explicativa de 

los procesos de producci6n forestal. 

36 . En la aplicaci6n de los modelos matematicos se deben 

considerar los supuestos que les dieron origen, asi como de sus 

propiedades, ya que estos les confieren rangos de validaci6n 

restringidos; un solo modelo no podria ajustar todos los procesos 

de crecimiento. 
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7. APENDICE. 
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La tasa de crecimiento en forma mas general, pero basada en 

las fuerzas anab6lica y catab6lica, se puede explicar por la 

sustracci6n de estas dos componentes o por la division que ellas 

representan a traves del tiempo. 

A continuaci6n se desarrollan los metodos de sustracci6n y 

division sugeridos por Zeide (1993) para los modelos de Von 

Bertalanffy, Chapman-Richards, monomolecular, logistico, 

Gompertz, Weibull, Levakovic I, Korf y Sloboda. 

A. SUSTRACCION 

Modelo de Von Bertalanffy 

La forma integral del modelo es: 

• y=Po ( 1-e -~lt) 3 (1) 

(2} 

(3} 
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Derivando la ecuaci6n (1) 1 se tiene: 

(4) 

Sustituyendo los valores de las ecuaciones (2) y (3) en (4) 1 

se tiene: 

1 

l-(.Z.)3 
Po 

= 3 p1; -3P1Y 
y3 

1 

Pl 
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2 1 

=3P 1Y 3 P~ -3P 1Y 

1 2 

y'=3 p~ ply 3-3 ply 
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Modelo de Chapman-Richards. 

La forma integral del rnodelo es: 

(1) 

(2) 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene: 

(3) 

231 



Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3), se tiene: 

1 1 

=P1P2y(y) -1; P~ -p1P2Y 
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Modelo Monomolecular. 
La forma integral del modelo es: 

y=Po (l-P2e-t\lt) 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene: 

y'=PoP1P2e -~lt 

(1) 

(2) 

(3) 

Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3), se tiene: 

y'=Pl (Po -y) 
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Modelo Logistico. 

La forma integral del modelo es : 

(1) 

(2) 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene: 

= PaP1P2e -Plt 

(1 +P 2e -Plt)(1 +P 2e -plt) 
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(3) 

Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3), se tiene: 

- ~O~ l ~zY 2 -~1~2Y 3 

- ~o~zY 
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Modelo de Gompertz. 

La forma integral del modelo es: 

e-~2 t= ln(f} 0 ) -ln(y) 
pl 

Derivando la ecuaci6n (1) 1 se tiene: 

(1) 

(2) 

(3) 

Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3) 1 se tiene: 
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Funci6n Weibull. 

La forma integral del modelo es: 

{1) 

{2) 

Derivando la ecuaci6n (1) 1 se tiene: 

{3) 

Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3) I se tiene: 

237 



Modelo Levakovic I. 

La forma integral del modelo es: 

y=p l t'' r 
0 ( p1 + t ~3) 

(1) 

( y) L t'' 
Po (P 1+tP3

) 

t p, =( ~ ) t, p 1 ·( ~ ) t, t p, 

1 1 

P1( Pa)l; =tP3
-( Pa)l; tP3 

P,( ~) t, = t ''[ 1-( ~) t, l 
p (L)~ 

t~3 = 
1 

Po (2) 

H~Vl 
La derivada de la ecuaci6n (1) es: 

y'= p1p2p3y 

t(P 1+tP3
) 

(3) 
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Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3), se tiene: 

=---------p~1~P~2~p~3Y ________ _ 
1 1 

pl(l-(fo) 1;) +P1(fo) 1; 

1 

1-(L)""if; 
Po 
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Modelo de Korf. 

La forma integral del modelo es: 

t-~2 = ln(P 0 ) -ln(y) 
p1 

Derivando la ecuaci6n (1) 1 se tiene: 

-J2 A A -~ -1 A -~ t =..,1..,2 t 2 Poe l 

(1) 

(2) 

(3) 

Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3) I se tiene: 
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Modelo de Sloboda. 

La forma integral del modelo es: 

-~ t ~) A _R e 2 
y=..,oe t' l 

(1) 

(2) 

Derivando la ecuaci6n (1) 1 se tiene: 

(3) 

Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3) 1 se 

tiene: 
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B. DIVISION 

Modelo de Von Bertalanffy. 

La forma integral del rnodelo es: 

{1) 

{2) 

La derivada de la ecuaci6n (1) es: 

Sustituyendo la ecuaci6n (2) en (3), se tiene: 

1 

ln(y') =ln(3P~P 1 ) +~ln(y) -P 1 t 3 . 

242 



Donde: 

=k+~ln (y) +qt 
3 
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Modelo de Chapman-Richards. 

(1) 

Sustituyendo la ecuaci6n (1), se tiene: 

P2 -1 

=PaP1P2e -Pli Po) p;-

1 

ln (y1
) =ln ( P~ P1 P2 ) + p~~ 1 ln (y) -P 1 t 

=k+pln(y)+qt 
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Donde: 

1 

k=ln ( P~ P1P2) 

p -1 
p=-2-

p2 
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Modelo Monomolecular. 

La forma integral del modelo es: 

(1) 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene: 

=k+qt 

Donde: 
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Modelo Logistico. 

La forma integral del modelo es: 

(1) 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene: 
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=k+2ln(y)+qt 

Donde: 

q=-Pt 

248 



Modelo de Gompertz. 

La forma integral del modelo es: 

(1} 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene: 

=k+ln(y)+qt 

Donde: 

q=-P2 
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Modelo de Weibull. 

La forma integral del modelo es: 

(1} 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene: 

=k+pln ( t) +qtP•l 

Donde: 
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Modelo de Levakovic I. 

La forma integral del modelo es: 

Derivando la ecuaci6n (1) 1 se tiene: 

= plp2p3y t pl 

t<Pl+tPl) tP3 

(1) 

(2) 

(3) 

Sustituyendo el valor de la ecuaci6n (2) en (3) 1 se tiene: 

=k+pln (y) +qln ( t) 

u. . c . 
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Modelo de Korf. 

La forma integral del modelo es : 

(1) 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene : 

=k+ ln (y) +qln ( t) 

Donde: 
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Modelo de Sloboda. 

La forma integral del modelo es: 

(1) 

Derivando la ecuaci6n (1), se tiene: 

Donde: 
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Donde: 

k=ln ( plp2p3) 

q=-P2 
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